
lemestr zimowy 2022

Wstęp do Kwantowej Teorii Wielu Ciał

Zestaw 3. Druga kwantyzacja. Operatory kreacji i anihilacji
dla bozonów i fermionów.

3.1. Reguły komutacji operatorów kreacji i anihilacji dla bozonów przyjmują postać

[b̂νi , b̂νj ] = 0,

[b̂†νi , b̂
†
νj

] = 0,

[b̂νi , b̂
†
νj

] = δνiνj ,

(1)

przy czym b̂νi|0〉 = 0, gdzie |0〉 to stan próżni.
Korzystając z reguł komutacji udowodnij, że

a) [b̂†νi b̂νi , b̂νi ] = −b̂νi
b) [b̂†νi b̂νi , b̂

†
νi

] = b̂†νi

3.2. Zakładając, że N̂νi = b̂†νi b̂νi jest operatorem liczby cząstek w stanie νi takim,
że

b̂†νi b̂νi |nνi〉 = nνi |nνi〉 (2)

gdzie nνi to liczba cząstek w stanie νi, proszę udowodnić,

a) b̂νi |nνi〉 = C|nνi − 1〉
b) b̂†νi |nνi〉 = D|nνi + 1〉

Wskazówka: Proszę korzystając z reguł komutacji z zadania 3.1 rozpatrzeć
następujące operacje b̂†νi b̂νi(b̂νi |nνi〉) oraz b̂†νi b̂νi(b̂

†
νi
|nνi〉)

3.3. Dokonaj normalizacji stanów b̂νi|nνi〉 oraz b̂†νi |nνi〉, tzn. policz ||b̂νi |nνi〉||2 i
||b̂†νi |nνi〉||

2 i wyznacz stałe C i D z zadania 3.2.

3.4. Dla operatorów kreacji i anihilacji

b̂†νi =
√
nνi + 1|nνi + 1〉,

b̂νi =
√
nνi |nνi − 1〉.

(3)

Sprawdź, czy spełnione są reguły komutacji z zadania 1.1, oraz relacja b̂†νi b̂νi|nνi〉 =
nνi |nνi〉.

3.5. Wykaż, że operator całkowitej liczby cząstek

N̂ =
∑
νi

n̂νi =
∑
νi

b̂†νi b̂νi (4)

przy zmianie bazy z {νi} na {µi} nie ulega zmianie i przyjmuje postać

N̂ =
∑
µi

n̂µi =
∑
µi

b̂†µi b̂µi . (5)



3.6. Reguły atykomutacji operatorów kreacji i anihilacji dla fermionów przyjmują
postać

{ĉνi , ĉνj} = 0,

{ĉ†νi , ĉ
†
νj
} = 0,

{ĉνi , ĉ†νj} = δνiνj ,

(6)

przy czym nνi = 0, 1 co oznacza, że (cνi)
2|nνi〉 = 0 oraz (c†νi)

2|nνi〉 = 0.
W reprezentacji liczb obsadzeń

|nν1 . . . nν∞〉 =
√
N !Ŝ−{Πiψνi(ri)} = |ν1ν2 . . . ν∞〉− (7)

Dla Fermionów operator kreacji (anihilacji) tworzy (niszczy) stan tuż przy
operatorze tzn.

ĉ†i |νjνk . . . 〉− = |νiνjνk . . . 〉−
ĉi|νiνjνk . . . 〉− = |νjνk . . . 〉−

(8)

Korzystając z tej zasady proszę pokazać, że spełnione są reguły komutacji (6).

3.7. Proszę wyprowadzić, że operator dwucząstkowy

V̂ =
1

2

∑
i,j 6=i

V̂ij (9)

w reprezentacji drugiej kwantyzacji przyjmuje postać

V̂ =
1

2

∑
νa,νb,νc,νd

Vνa,νb,νcνd ĉ
†
νa ĉ
†
νb
ĉνd ĉνc (10)

Wskazówka: Proszę skorzystać z postaci operatora jednocząstkowego w drugiej
kwantyzacji, reguł komutacji dla fermionów i bozonów oraz faktu, że V̂ij =∑

α,β f
α
i g

β
j .

3.8. Oddziaływanie spinu elektronu w polem magnetycznym opisane jest Hamilto-
nianem Zeemana

ĤZ =
N∑
i=1

1

2
gµBB · σσσi, (11)

gdzie σσσ = (σx, σy, σz) to wektor macierzy Pauliego. Proszę zapisać Hamilto-
nian Zeemana w drugiej kwantyzacji, zakładając że rozpatrywanym układem
jest gaz elektronowy.
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