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Wstęp do Kwantowej Teorii Wielu Ciał

Zestaw 2. Pierwsza kwantyzacja. Układy wielu ciał.

2.1. Dla układów wielu ciał funkcję falową układu wielocząstkowego można wyrazić
w bazie iloczynów funkcji jednoelektronowych

Ψ(r1, r2, . . . , rN) =
∑

ν1,ν2,...,νN

Aν1,ν2,...,νNψν1(r1)ψν2(r2) . . . ψνN (rN). (1)

Udowodnij, że baza ta jest ortogonalna.

2.2. Baza z zadania 2.1 nie odzwierciedla fundamentalnej cechy układu, a mianowi-
cie faktu, że funkcja falowa układu wielociałowego powinna być symetryczna
(bozony) lub antysymetryczna (fermiony) ze względu na zamianę dwóch czą-
stek. Dlatego wprowadza się nową bazę posiadającą ową własność. Funkcje
nowej bazy powstają w wyniku działania operatora symetryzacji lub antysy-
metryzacji na iloczyn funkcji jednoelektronowych
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gdzie indeks “−” odpowiada wyznacznikowi (fermiony), zaś “+” oznacza per-
mament (bozony).

1. Wykaż, że funkcje falowe (13) stanowią zbiór funkcji ortogonalnych.

2. Funkcje dane równaniem (13) nie są unormowane. Na wykładzie udowod-
niono, że stała normalizacji dla fermionów wynosi Cf =

√
N !, a zatem

dla fermionów unormowane funkcje bazowe

φν1,ν2,...,νN (r1, r2, . . . , rN) =
√
N !Ŝ−

(
N∏
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ψνi(ri)

)
(3)

Sprawdź, czy powyższe wyrażenie jest prawdziwe dla układu N = 3 fer-
mionów, obsadzających stany kwantowe indeksowane νi = {1, 2, 3}.

3. Udowodnij, że stała normalizacji w przypadku bozonów

Cb =

√
N !∏
i nνi !

, (4)

gdzie nνi oznacza liczbę powtórzeń stanu kwantowego o liczbie kwantowej
νi. Następnie pokaż prawdziwość tego wzoru na przykładzie N = 3 czą-
stek zakładając, że obsadzają one stany kwantowe indeksowane liczbami
kwantowymi νi = {1, 1, 2}.



2.3. Rozważmy układ dwóch oddziałujących elektronów. Hamiltonian układu
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Proszę znaleźć wyrażenie na energię tego układu zakładając, że jego funk-
cja falowa dana jest wyznacznikiem Slatera.

2.4. Rozważmy układN oddziałujących elektronów, którego Hamiltonian dany
jest równaniem
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Funkcje falową powyższego układu możemy zapisać z bazie wyznaczników
Slatera (metoda mieszania konfiguracji)

Ψ(r1, . . . , rN) =
∑
ν

cνφν(r1, . . . , rN), (7)

gdzie ν to zbiór stanów kwantowych ν = {ν1, . . . , νN}, zaś

φν = φν1,...,νN (r1, . . . , rN) =
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(8)
Wstawienie funkcji falowej (7) do Hamiltonianu (6) prowadzi do równania

Hν,ν′c = Ec, (9)

gdzie c to wektor współczynników, zaś

Hν,ν′ =

∫
dr1 . . . drN φ

∗
ν(r1, . . . , rN)Ĥφν′(r1, . . . , rN), (10)

to elementy macierzowe Hamiltonianu Ĥ w bazie {φν}.
Wprowadźmy oznaczenie φνi→νp , określające wyznacznik Slatera, w któ-
rym stan kwantowy (orbital) νi został zastąpiony stanem νp.



Dla przykładu, jeżeli

φν1ν2(r1, r2) =
1√
2!

∣∣∣∣ ψν1(r1) ψν1(r2)
ψν2(r1) ψν2(r2)

∣∣∣∣
−
, (11)

to
φν2→ν3(r1, r2) =
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i podobnie
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Proszę wyprowadzić tzn. reguły Slatera-Condona zgodnie, z którymi
poszczególne elementy macierzowe

Hν,ν = 〈φν |Ĥ|φν〉 =
∑
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Hν,ν′ = 〈φν |Ĥ|φνi→νp〉 =
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∫ ∫
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Hν,ν′ = 〈φν |Ĥ|φνi→νp,νj→νk〉 =

+

∫ ∫
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(r2)V12(1− P12)ψνk(r2)ψνp(r1),

Hν,ν′ = 〈φν |Ĥ|φνi→νp,νj→νk,νn→νm,...〉 = 0,

(14)

gdzie P12 to operator zamiany cząstek, tzn. P12f(r1, r2) = f(r2, r1)
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