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. Funkcja rozktadu f(r,V, t)

Zauwazmy, ze przeptyw pradu nie jest stanem rownowagowym (do tej pory rozpatrywalismy procesy kwazi-rownowagowe),
a zatem w ogolnym przypadku, jesli ptynie prad, rozktad nosnikow tadunku nie moze by¢ dany rozktadem Fermiego-Diraca,
bo ten dotyczy czgstek w stanie rownowagi termodynamiczne;j.

Zdefiniujmy wiec funkcje rozktadu czgstek w przestrzeni fazowej f (r, p) czy f(r, V).

4 )
Z definicji jest to liczba czgstek znajdujgcych sie w przestrzeni (7, r + dr) o predkosciach
f(r, V., t)drdV (V,V+dV) w czasie t. Przyktadem takiego rozktadu jest rozktad Maxwella okreélajacy funkcje
rozktadu predkosci czgstek w jednorodnym gazie doskonatym.
. J
A zatem

Catkowita liczba czgstek

/ f(r,V,t)drdV = N

L Gestosc czgstek

/f(r, V., 1)dV = n(r,t)
Wartosc oczekiwana dowolnej wielkosci A ktéra zalezyod ri V

~ Jdr [dV Af(r, V1)

A) = [dr [dV f(r,V,t)
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. Réwnanie Boltzmanna

Sprébujmy wyprowadzi¢ rdwnanie opisujace dynamike funkcji rozktadu f (7, V, t). W tym celu ograniczmy sie jedynie do
jednej z osi, przyktadowo x, i rozpatrzmy zmiane funkcji rozktadu w elemencie objetosci (x, x + dx) X (V,., V,, + dV,.)

-
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dx . X ' . X
Liczba czgstek ktére wptywajg do elementu objetosci dx z lewej strony, w czasie dt

f(x, Vo) Vydtdo
Liczba czastek ktore wyptywaja z elementu objetosci dx z prawej strony, w czasie dt

f(x +dzx, V,)V,dtdo

A zatem catkowita zmiana liczby czagstek w elemencie objetosci dx

(0N), = f(x,Vy)Vodtdo — f(x + dx, V)V, dtdo
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. Réwnanie Boltzmanna

Przeksztatcajgc algebraicznie i korzystajac z definicji funkcji rozktadu
flx +dx, V) — f(z,V,)

. dxdtdo

(6 f(x, Vy)dxdo), = =V,

A zatem

of
T Ox

ot
Postepujac analogicznie z kierunkiem V. z tg réznicg, ze wielkoscig zmieniajacg predkos¢ jest przyspieszenie, otrzymujemy

Ji of
ot |y, oV,

Stad ostatecznie dodajgc oba wyrazy i przechodzqc do przestrzeni 3D

= —Q,—

0 0
Ve vvfavt
Ot ot coll Dodatkowy wyraz zwigzany ze zmiang
liczby czgstek w elemencie objetosci
Réwnanie Boltzmanna 8f LV.V f +a- va . g przestrzeni'fazowej., §powodowanej
a Ot y rozpraszaniem (kolizjami).
CO
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. Rownanie Boltzmanna dla gazu elektronow

Réwnanie Boltzmanna zapisane w przestrzeni (1, p)

of of

Ve f+F Vo f ==

w potprzewodnikach (ciele statym) kwazi-ped zwigzany jest w wektorem falowym
p = hk -
A zatem liczba czgstek znajdujacych sie w przestrzeni

f(r,p, t) — f(I', k,t) gdzie f(I‘, k, t)drdk — (r,r + dr) majacych wektor falowy w przedziale
(k,k+dk), w czasie t

z normalizacjg

2
dr dkf(l‘, k, t) = N (271_)3 /dkf(r? k? t) — n(r)
Stad \
8f dk of Réwnanie Boltzmanna
E "‘ — -V f + 7 1t ka — E dla gazu elektronowego
coll
.
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Réwnanie Boltzmanna dla gazu elektronowego

Of hk dk of
LT U f = L
of T Vel gV = .
Dla uktadu jednorodnego w stanie ustalonym (przeptyw prad), mamy
g—{ =0 oraz Vef=0
A zatem otrzymujemy
dk O f 1 af
TV, f = 2L “F. _ )
i V= . RVl =5 .
Ale pochodna po wektorze falowym
Of  Of OBy of
Ok,  O0Fyx Ok, OFyx ™
of of
L F.V =L
aEk ’ ot coll
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Zastosujmy przyblizenie czasu relaksacji zgodnie z ktérym wyraz zwigzany z rozpraszaniem

of = rozktad réwnowagowy — w przypadku
It ., - - gazu elektronowego rozktad Fermiego -Diraca
CO
Jezeli zatozymy, ze do uktadu przytozono pole elektryczne
F = ¢&

Otrzymujemy

o) Sk o
8Ek£ V, . —_— f=fo q*raEkE V,

W ramach przyblizenia liniowego zaktadamy, ze

f~ fg—qr—— Ofo E . V, Zatozenie transportu linowego
0 Ex

Zauwazmy, ze w ogolnym przypadku rozwigzanie rézniczkowo-catkowego rownania Boltzmanna jest niezmiernie
skomplikowane. Aby tego dokonac¢ postugujemy sie komputerami i odpowiednimi metodami numerycznymi. W tym
zadaniu bardzo dobrze sprawdzajg sie metody Monte Carlo.
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Z definicji, prad

. predkosc dryftu
j=n4q(Vy)
Srednia predko$é grupowa
V) = [V, fdk
T [ rdk

gdzie f w ramach przyblizenia linowego
dfo

= fo— ey £V,
k funkcja nieparzysta wzgledem k bo Ej, parzyste
Mianownik wystepujacy przy obliczaniu wartosci Srednie;j wzgledem k

——
ffdk /IO—QTSZ;?{S V]d3k:/[fo—q73£,k£ IVkEk] d?’k—/fodg

funkcja parzysta wzgledem k, poniewaz
Poza tym obie wielkosci 7 i f; zalezg tylko od E},

A’k = n,
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Licznik wystepujacy przy obliczaniu wartosci Sredniej

dJo d o
371, . —JU e 3 — 3
/ngdk_/[fo TR Vg} V,d*k q/[ ot V]ng/c

lloczyn jest funkcja nieparzystg wzgledem k
Stad srednia predkosc grupowa (predkosc dryftu)

q dfo 3
V, =— ——& -V, |V, d°k
(Vo) 473n, / [ 0L ] g
Jesli zatozymy, ze pole elektryczne przytozone jest w kierunku x
E=(&.,0,0)
mamy
q 3f0

_ 2 3.
Voa) = 430, 8E oE, satedh
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Korzystajgc z definicji na ruchliwosc

Vaz) = 1&s
q afo 2 13
= — V2 dPk
a 4730, 8E
Poniewaz f, to rozktad Fermiego-Diraca
1 0 fo B ﬁeﬁ Ex—EF) B
fO — eﬁ(Ek—EF) +1 aEk [eﬁ(Ek Er) + ] _Bf()(l — fO)
Otrzymujemy
[ =7 ;]6 2 T(Fx) fo(1 — fo)(VkEk)id?’k] Wz6r ogélny na ruchliwo$é
TNy

Zauwazmy, ze czas relaksacji rowniez zalezy od energii (wektora falowego) !!!
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe

Dla parabolicznej relacji dyspers;ji

R k> ik
2m; my

Poniewaz f, to rozktad Fermiego-Diraca

2
T e T(Ex) fo(1 — fo)kzd’k

— 3 *2
dmingmy

Poniewaz zatozona relacja dyspersji jest izotropowa, podobne réwnania mozna napisac dla kierunku y, z, a nastepnie
dodajac je do siebie otrzymujemy (zawazmy, ze w przypadku anizotropowej relacji dyspersji nalezy postugiwac sie
tensorem masy efektywnej, a zatem ruchliwosc réwniez bedzie miata forme tensora)
2
qh” [ 2 713
= T(Ex) fo(1 — fo)k*d’k

- 3 *2
127 NgMy

Przechodzac do wspdtrzednych sferycznych, catkujgc po kacie oraz przechodzac do zmiennej jako energii, mamy

N\ (3/2)
= 27 (qu> /T(E)foES/QdE

37T2nqu1 72
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. Ruchliwos¢ i przewodnictwo — przyblizenie liniowe
Jezeli zdefiniujemy sobie
) = [T(E)foE*?dE
[ foE32dE

g5 2m*\ ¥ f 3/2
— E*dE
3r2n,m ( 72 ) (1) | fo

Jesli zatozymy, ze rozktad fy; moze by¢ przyblizony rozktadem Boltzmanna f, = Ke B(E-EF)

/ foB¥2dE = SV e o5

Wowczas

455/2
3/2 *\ 3/2
1 2my, 1 2m
g = foEY2dE = — - KePEr
h? A(mB)*2 \ h
Stad po wstawieniu €<7.> Jest to uogodlnienie modelu Drudego, w ktorym zaktada sie staty czas
= relaksacji, ktory nie zalezy od energii. Jak widzimy w ogdlnym przypadku

* . . ’ 7 7 14 . e eoe
mq musimy policzy¢ wartosc srednig czasu relaksacji po energii.
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. Rozpraszanie | czas relaksacii

Zauwazmy, ze w potprzewodnikach sredni czas pomiedzy procesami rozpraszania T zalezy od energii i powinien by¢
wyznaczony dla danego procesu rozpraszania, tj. rozpraszanie na zjonizowanej domieszce czy drganiach sieci krystalicznej.

Elektrony w materiale pétprzewodnikowym opisane sg przez stany Blocha |n, k). A zatem w wyniku rozpraszania
dochodzi do przeskoku elektronu ze stanu |n, k) do stanu |n', k'). Dla utatwienia zatézmy, ze mamy rozpraszanie
wewnatrzpasmowe tzn. n = n’, a wielko$¢ W (k — k') okresla czestos¢ procesdw rozpraszania pomiedzy stanami
In, k)i |n, k). Wéwczas wyraz zwigzany z rozpraszaniem

3f

== [k > K791 = FK)) = WK 5 10 £(<)(1 ~ £(K))} K
wyraz uwzgledniajgcy zakaz Pauliego

coll

W stanie rownowagi rozktad f (k) nie zmienia sie a zatem

Wk = X) fo(k)(1 = fo(k')) = W(k' = k) fo(k')(1 = fo(k)) =0 ("

Stad

Wik — k') _ Jo(K')(1 — fo(k))
Wk — k) folk)(1— fo(k'))
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. Rozpraszanie | czas relaksacii

Wyraz zwigzany z rozpraszaniem mozemy uproscic, jezeli zatozymy przyblizenie linowe stosowane wczesniej

d fo dfo

f=fo—qr€ -V,— OF, = fo — qb(k)g—Ek gdzie  ¢(k) = q7€ - 'V,
Woéwczas podstawiajgc i korzystajgc z warunku (*)
of B , 0 fo(k) : 0 fo(K')
o1 /{W(k =29 [qb( ) =on, 1L~ folk)] = oK) =5 fo(k ))]

I ;i 2o "
I ) — o) 2001 - o | o

Wykorzystujgc wzdr na pochodna rozktadu Fermeigo-Diraca i ponownie korzystajgc z warunku (*)

+ WK = k) [¢(k)

Ofo
O—Ek - —5f0(1 - fo)
otrzymujemy
coll
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. Rozpraszanie | czas relaksacii

Nastepnie korzystajgc z faktu, ze

Wik = K)[1 = fo(k')] = W(k' = K)[1 = fo(k)] = W(k, K)[1 = fo(k)]

otrzymujemy af , , .
| = [ W10 - o0 A0~ Aol

8f o af()(k) / / 31/

ol = [ weealeno - ok

Rozwazmy dwa rodzaje procesow, dla ktérych mozna zdefiniowac czas relaksacji:

1. Rozpraszanie elastyczne lub nieelastyczne, dla ktorego W (k, k’) jest parzysta funkcja k’

2. Rozpraszanie elastyczne z izotropowgq relacjg dyspersji oraz funkcjg W (k, k), ktora zalezy tylko
od kata pomiedzy ki k’
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. Rozpraszanie | czas relaksacii

1. Rozpraszanie elastyczne lub nieelastyczne, dla ktérego W (k, k') jest parzystg funkcja k'’

2.

af
ot

OF)y

[T (1171() = / W (k, k’)d3k’]

coll

— #(k) afo /W (k, K Pk = (f—fg)/W(k, K )d®k'

Rozpraszanie elastyczne z izotropowa relacjg dyspersji oraz funkcjg W (k, k'), ktéra zalezy tylko od kata

/W(k, k’)[l — COS Qk,kf]dgk’]

pomiedzy ki K’ Pl hk
¢(k) = qT(Ex)E - Eq = x(k) - me
of 1k 0fo(k Ny ,
a . ; X(k 8Ek /W k k )[1 COS 9k kf]d k
|~ (= o) [ WO~ cos bl ¥ :
ot coll ’ ? o8 kel — T(Ek)
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. Rozpraszanie | czas relaksacii

Prawdopodobienstwo przejs¢ W (k, k’) obliczamy korzystajgc ze ztotej reguty Fermiego
/ 27 / 2 /

Wik k) = — [(k|Hint |k)|" 0(Ere — Exc)g(K)

\

W przypadku materiatéw potprzewodnikowych istotne znaczenie odgrywaja:
(doktadne wyprowadzenie w ,Semiconductor Physics and Applications”, M. Balkanski and R.F. Wallis)

1. Rozpraszania na zjonizowanych domieszkach

Hamiltonian zaburzenia, ktore powoduje rozpraszanie

1 nyZ%e? | (1 N Smj;Ek) 1 y T3/2
= og —— | = — ~ —
T(Ex) |\ /2mi (4mege) 2By hq7 (h*q7/8m; Ex) n

2. Rozpraszanie na drganiach sieci krystalicznej (fonony)

1 CekpT(2m2)*?
7(Ey) 47T7i4pcl2 k K
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. Najwazniejsze informacje z wyktadu - podsumowanie

» Procesy transportu w ujeciu kwazi-klasycznym moga by¢ opisane rdwnaniem Boltzmanna dla gazu elektronéw (dziur)

» Zastosowanie prostego przyblizenia liniowego w celu rozwigzania réwnania Boltzmanna pozwala na uzyskanie
analitycznych wzordw na przewodnosc¢ oraz ruchliwos¢ tadunkdéw w materiatach potprzewodnikowych

» Ruchliwo$é nosnikow zalezy od sredniego czasu zycia fadunku pomiedzy procesami rozpraszania (czas relaksacji)

» Czas relaksacji mozemy wyznaczy¢ korzystajgc z wyprowadzen kwantowo-mechanicznych dla réznych proceséw
rozpraszania

» W poétprzewodnikach najbardziej istotne sg rozpraszanie na zjonizowanych domieszkach oraz na drganiach sieci
krystalicznej (fonony)

» Petne rozwigzanie réwnania Boltzmanna nie jest proste i wymaga zastosowania metod numerycznych m.in. metod
Monte Carlo.



