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. Struktura pasmowa — ilustracja pogladowa (z poprzedniego wyktadu)

Co sie dzieje jak zblizamy atomy ?

~107 ey

"Bands" are
composed of
closel
orbitals

Conduction
band

Valence
band

spaced

Interatomic distance

Obliczona struktura pasmowa GaAs
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Schematyczna struktura pasmowa w pétprzewodniku

Stany elektronéw walencyjnych w atomach tworza w krysztale elektronowe
pasmo walencyjne. Kolejne wzbudzone stany atomowe (nieobsadzone w stanie

podstawowym) tworzg pasmo przewodnictwa

energia

E

[

Pasmo
przewodnictwa
(nieobsadzone)

Pasmo walencyjne
(obsadzone)

> Potprzewodnik samoistny

Co to ttumaczy:
1. Wyktadniczy wzrost

oporu od temperatury.
Gdy E; = kgT
nastepujg przeskoki
Nosnikami pradu s3
zarowno fadunki
dodatnie, jak i ujemne.

Energie Fermiego E definiuje sie jako maksymalnga energie stanu

jednoelektronowego obsadzonego w temperaturze T=0
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. Rachunek zaburzen niezalezny od czasu - przypomnienie

Problem — mamy uktad dany Hamiltonianem sktadajgcym sie z czesci ktorg umiemy rozwigza¢ H,
oraz niewielkiego zaburzenia H'

(Ho + AH")|Yn) = En|9)

Holthy") = E;7¢5")

Sztuczka polega na rozwinieciu w szereg nieznanej energii wtasnej E,, oraz funkcji wtasnej y,,

To co znamy

E, = E® + A\ED + XE® + .
) = |[0@) 4 XDy 4 NPy 4

| wstawiamy to do pierwszego rownania

(Ho +AH) (|9 + Aty + A2y +...)
(EQ £ XEW + X2E@ 1 (10O £ XDy + X2p@)y )
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. Rachunek zaburzen niezalezny od czasu - przypomnienie

Porownujemy wyrazy przy tych

Holv) + H'
Holy?) + H'

samych potegach 1

Hy

» Pierwsze réwnanie juz znamy i mamy rozwigzane

by = B
Uiy = By
o) = B

» Drugie rownanie przemnazamy przez (1[)?(,2” i wykonujemy przeksztatcenia

(WO HolpM) +

Zaktadajac

(W) =0

(o [H 037

= B0 (O]

+ EX ({9 |0

dla 7 # 7

B =

(ou” [ H [0,

Pierwsza poprawka
do energii

» Z trzeciego rownania mozna uzyskac drugg poprawke do energii

o [H' 1)) 2

g =y Wmdl

m#n n

(0)

Druga poprawka
do energii
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. Metoda Kk.p

W przyblizeniu jednoelektronowym w potencjale periodycznym 4 / s

Hij(r) = [f’ ¥ v(r>] Vue(r) = Bu(K)ucr) | \ /

2m0

Zgodnie z twierdzeniem Blocha
wnk(r) = eikrunk(r)

Wstawiajgc funkcje Blocha do rdwnania powyzej otrzymujemy

E "=1.424eV
gap

t A =0.312]ev /
$0
\l 1 < [T T | 1 o N Y. R VA | /l

Idea metody k.p —znamy rozwigzanie w punkcie ky wysokiej symetrii, np. I’
i rozwijamy funkcje u,; () dla dowolnego k — k, w bazie funkcji u,,; (1)

energy (eV)

~ 9 27.2
p nok h . .
k V o = F.(k)u,
[2 ) + e -+ o P+ (r)] Unk(T) (K) U (1)

Unk (I') — Z Cnn*’(k — kﬂ)ﬂn’ku (I')
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. Metoda Kk.p

Roéwnanie dla k — kg

I* (K — k3)

-

(= )| t(r) = B (W) ulr)

2m0 mo
gdzie ~ 2 K22
P - Mo
H., = + + Vir
ko 2mo  2my (x)
Zaktadajgc ortogonalizacje 3
d’ruty (0 Uy, (T) = Oy
7 (1)t (1)
| wstawiajgc funkcje falowe
R (k? — k2 h R
Z { [En(kO) + ( 9 O)] 5nn’ + —(k _ kO)pnn’(kO)} Cnn’ — En(k)cnn’
n/ mo mo

gdzie

ﬁnn’(kO) — <unk0|f)|un’ko> — fcell d3ru;k0 (r)f)u::,’kg (I‘)
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. Metoda Kk.p

Rownanie sekularne

B2 (k2 — k2 h R
B k) s Tk — kg Powe (o) | = 0

2m0 Mg

det !En(ko) — E,(k) +

» Rownanie sekularne stuzy do znalezienia relacji dyspersji E,, (k)

> Trzeba znac energie E,,(kg) i elementy macierzowe Pnn’ (ko)

» Wielkosci te zmuszeni jestesmy brac z danych doswiadczalnych dlatego metoda k.p jest metoda
potempiryczng

» Powyisze rownanie jest prawdziwe dla dowolnego k, jednak najbardziej uzyteczne jest ono przy
obliczeniach ksztattu pasm energetycznych w bezposrednim otoczeniu punktu k,
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. Metoda Kk.p

Jezeli k — kg jest niewielkie to

he(k? — k2)

[

2m0

h

my

+ —(k — ko) P unk(r) = Ep(K)unk(r)

mozemy traktowac jak zaburzenie

Zaktadajac jedno pasmo zaleznos$¢ E,, (k) mozna obliczy¢ z rachunku zaburzen

Ey (k)

_|_

h ne (k% — k2)
E,(k) + —(k — ko)Pnn/ (k 0
( )+m0( 0)Pnn’ (Ko) + g
h_2 Z (k — kO)ﬁnn’(kO)(k — kO)f)n’n(kO)
m% n'=n En(k()) — Enf(ko)

Ale w kg jest ekstremum, a zatem

VkEn(k)

=0

k=ko

co daje Pon' (ko) + 2ko =0
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. Metoda Kk.p

Wtedy wokét kg energie mozna zapisa¢ w postaci

E, (k) = En(ko) + Z > ( 1 ) (ko — koa) (ks — kog)

a,8=1 \"as

gdzie

1 _ Oap + 2 Z f)ﬁn’(ko)f)ﬁ’n(kﬂ) Tensor masy
mag) — Mo  mg 5 ~, En(ko) — By (ko) efektywnej

it =32 (Gar). 134
—

—F
Py
W

I

w

o
e

eergy (eV)

Prawie paraboliczne pasma -podobne do czgstki swobodnej i
PRZYBLIZENIE MASY EFEKTYWNE) L A




Materiaty i przyrzady pétprzewodnikowe — wyktad 3

. Przyblizenie masy efektywnej

Przyblizenie masy efektywnej pozwala nam traktowad fadunki (elektrony i dziury) jak czgstki swobodne
0 zmienionej masie, ktora czesto jest inna w roznych kierunkach krystalograficznych (anizotropia).
Przyblizenie to jest czesto wykorzystywane w symulacjach uktadéw nano i mezoskopowych.

E,(k) = E,(ko) +

B2 (ky — ky)?

R (k, — K9)2
L (ke — )

h2(k, — k)2
(ke — )

21Mm, 2my, 2m.,
5 e —
Ly L (OELK 1%
BT\ OkaOks ) s
Semiconductors Me mp, . /;
InSh 0.015 mo 0.39 mg ‘AT
InAs 0.026 mq 0.4 mo
GaAs 0.067 mo 0.5 mo
Cu20 0.99 mq 0.5 mo elektron
<Si 1.08 o 0.54 y

Krzem i german majg elipsoidalng elektronowg relacje dyspersji
z roznymi masami efektywnymi w réznych kierunkach. Dla krzemu

my. = 0.92m,

Mmee = 0.19m,

dziury
mip = 016m0

Mpun = 052m0
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. Spin elektronu — rownanie Pauliego

Doswiadczenie Sterna-Gerlacha
. George Uhlenbeck i Samuel Goudsmit
pin-up

Silver atoms I atoms proponuja istnienie spinu elektronu

Beam collimators

spin dodatni spin ujemny
A
|| —
- O O
atoms ] -—
Shaped magnets create an

inhomogenous magnetic fied

Relatywistyczna mechanika kwantowa oparta jest na rownaniu Diraca i zawiera ona spin elektronu.
Jesli dokonamy rozwiniecia rownania Diraca otrzymujemy rownanie Pauliego z poprawkami relatywistycznymi

spinowe rozszczepienie
Zeemana

wyraz Darwina
oddziatywanie spin-orbita
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. Spin elektronu — rownanie Pauliego

Operatory spinu — macierze Pauliego

h h _
w35 =30 0 w=3% =30 3) s=3e =3 2
Réwnanie wtasne s, h (1) spin up
B A 0
E((l) 2D G) =i () romwizanie ___h () spindowr
Z ) 1

Efekt Zeemana
A7

H2 1 1
H = 5— +V(r) + > Up0 * B = ;—m +V(r) + Eg,uB(axBx + o0y,B), + 0,B;)

A2
P 1 1 . \
2 —+V(r)+- g:uBB EQMB(Bx o lBy)
H — m
p* 1
\ g.UB(B +iBy) > —+V(r) - —QMBB /
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. Spin elektronu — rownanie Pauliego

Rownanie Pauliego

$?2 1 1

2m
1

_ 1
Egn“B(Bx + iBy) o T V(r) — —Q.UBB
Dla czgstki swobodnej w polu B=(0,0,B)

21,2
2+ gusB, — E 0

det P2k2 1

0 _Eg.uBBz — LK

Zm

Rozszczepienie Zeemana
h%k? 1
2m 2

Spin —%

Spin +%

Increasing Energy

E = >9upB;

E—

Increasing B,

=+ V() +5gusB, 5 gus(Bx— iB,) (M) _ g
Pu(r)

¢T (7‘))
Yy (r)
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. Oddziatywanie spin-orbita
Hamiltonian oddziatywania SO w wersji atomowej

Wektor macierzy SOC — oddziatywanie momentow magnetycznych
Pauliego (spin) orbitalnego oraz spinowego

—

Pole elektryczne = OPerator pedu
gradient potencjatu

\

pasmo przewodnictwa, j=1/2

Hso

E, L
/ pasmo dziur ciezkich, j=3/2

¥~ pasmo dziur lekkich, j=3/2

» Odgrywa szczegdlng role w spintronice
» Duze dla potprzewodnikéw z matg przerwa InSb, InAs pasmo spinowo rozszczepione, j=1/2



Materiaty i przyrzady pétprzewodnikowe — wyktad 3

. Metoda Lowdina

Rownanie Schrodingera

H[y) = E[¢)

rozwigzujemy w bazie funkcji ortogonalnych

) = > cnldn)

n

Otrzymujemy uktad rownan

Z(Hmn — E(Smn)cn =0

mn

Hll_E H12 C1 0

HQl

Hoyy — E

Nieskonczony uktad réwnan

Idea metody Lowdina — sposrdd nieskoniczonej (skonczonej) ilosci standw interesujg nas jedynie stany
nalezgce do pewnego zbioru A. Chcemy zapisa¢ Hamiltonian dla stanow A z poprawkami pochodzgcymi

od pozostatych standw.

H mnCn T Z Hmncn =0
n¢ An#m

(Hmm _ E )Cm + Z
n€A n#m
(Hmm — E)Cm _|_ Z Hmn(]-

neA

— (Snm)cn + Z Hrrm(]-

n¢A

- 5’mn)c’n =0
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. Metoda Lowdina

Kolejne przeksztatcenia daja Hypn (1 = 81
hmn — mr min
E — Hmm

Cm = Z h:rrmcn + Z h:rnncn

neA n¢A

Chcemy wyeliminowac stany nienalezace do zbioru A

Cm = Z hmncn + Z hmn [Z hnkck + Z hnk (Z hkpCp + - )

neA n¢A keA ke A pEA
= Z RnCrn + Z Porn, Z hCr + Z Ry, Z P Z hk’pcp 4.
neA n¢A keA n¢A k¢ A peA
- Z Cn (h?rm + Z hmkhkn + - )
ncA ke A

( \

i) Hm H T 1 _ (Sm 1 _ 5 7 1)
- Z ‘ _Hmn(smn + Hmn + Z i ( k)( u )
nEAE_Hmm k¢ A E—Hkk

K Unn ),
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. Metoda Lowdina

Otrzymujemy

Umn — Hmn(smn

=Y

neA

Cn
E - Hmm

Z (U:rnn - H:rnn(snm)cn — Cm(E - Hmm) — Z Cn(Snm(E - Hmn)

neA

Z (Umn

neA

— E(Smn)cn =0

neA

Skonczony ukfad réwnan

Metoda Lowdina jest wykorzystywana do wyprowadzania Hamiltoniandw opisujgcych jedynie skoriczony
zbidr pasm (orbitali) w metodzie TBA. Tak dla przyktadu mozemy wyprowadzi¢ Hamiltonian pasm
walencyjnych (dziury ciezkiej i lekkiej) z poprawkami pochodzgcymi od pozostatych pasm.
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. Model Luttingera-Kohna i model Kane

Dla struktury blendy cynkowej np. GaAs.

UWAGA: dla Si (struktura diamentu) jest inaczej

conduction bands from the

p antibonding orbitals
p—— L .
————— conduction bands from the pasmo przeWOd n Itha
P ————— santibonding orbitals 1_‘
_______________ E 6¢
F
S =———— valence bands from the
———————— pbonding orbitals O
pasmo dziur ciezkich
=— Chndngonias
4 T U ) T T T T T Ll r81. ;.. AO
GaAs — _ _
3 pasmo dziur lekkich

pasmo spinowo rozszczepione

=1.424 eV

energy (eV)

} A, =0312

Pod uwage mozemy wzig¢ jedynie orbitale antywigzace |S)
oraz wigzace typu p, trzy zdegenerowane |X), |Y), |Z)
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. Hamiltonian Luttingera-Kohna vs Kane

Rozpatrujemy 8 stanow (pasm) lub mniej
ograniczajac sie do pasm walencyjnych ale
uwzgledniamy istnienie innych pasm — metoda
perturbacyjna Lowdina

Klasa B Klasa A Klasa B

MODEL LUTTINGERA-KOHNA

MODEL KANE

‘Awefiwod wsed Ayzsas mAydpn
‘(sue)y [opow Amowied g) 1wiu Azpaiwod a1uazazids
I (wsed) mouels waiso YAy aiuApal Awalniyedzoy
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. Model Kane bez SOC

MODEL KANE - nadal pracujemy w przyblizeniu k.p zaktadajac, ze rozwijamy stany wokot punktu
wysokiej symetrii I', a zatem kg = 0.

Hamiltonian k.p

[f)z 4+ L + L kp + V(r)] unk(r) = En(k)unx(r)

2m0 2m0 n

Rozwiniecie w bazie

Unk(T) = D Crupr (K)o (1) Eo

n’

Posta¢ macierzowa

Z{[En(o) + Ik

" 2m0

h
] 5nn" + kﬁnn’(o)} O:rm’ — En (k)cfrm"
my

gdzie
Pnn' (0) = (Uno|Pluno)
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. Model Kane bez SOC

Pod uwage bierzemy jedynie orbitalne antywigzace |S) oraz wigzace typu p, trzy zdegenerowane |X), |Y), |Z)

1 i
S) = ;X)) = —=(d1,-1 —01.1); |Y) = —=(¢1,-1 + s 1 Z) = 01,0-
1S) Cb(},‘(i) \/i(r;ﬁ%, 11— ¢1.1); 1Y) \@(cbl, 1+ ¢11); |Z2) =10

Funkcje wtasne orbitalnego momentu pedu ¢, ,, (harmonijki sferyczne)

W rzeczywistosci jeszcze powinna byé skomplikowana funkcja radiana

E,(0) = E,(0) = E,(0) = E.(0)
Ey = E,(0) — E,(0) :

Elementy macierzowe operatora pedu (niezerowe) ,,EO
. 5 . h
Z réwnanie Liouville [H,t| = HT —tH = %—f)

myo

h . . .

EU<’Uﬂnt:1|I3‘|’U3n*l:1> = 1[En(0) — En(0)](tno|E|tin0) 000
h h h
Py, = —(So|pz|X0o) = —(So|py|Yo) = —(So|p:|Zo).

mo my my
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. Model Kane bez SOC

Ostatecznie Hamiltonian ma forme macierzy 8x8

1S 1) 1S 1) 1X 1) 1X 1) Y 1) Y 1) 1Z 1) 1Z 1)
( E,(0) + Eg + ﬁgﬁio 0 Pk 0 Poky 0 Pokz 0 \
Ep(0) + Eg + ”;ﬂ‘;ﬂg 0 Pyky 0 Poky 0 Pok
Poky 0 E,(0) + ’Li,mo 0 0 0 0 0
. 0 Poky 0 Ep(0) + gi'}; 0 0 0 0
- Pok, 0 0 0 Ep(0) + ok 0 0 0
2.2
0 Poky 0 0 0 Ep(0) + ﬁéwfo 0 s 0
Pok 0 0 0 0 0 Ep(0) + znfo 0
\ 0 Pyk- 0 0 0 0 0 E,(0) + ’;mn /

» Diagonalizacja Hamiltonianu dla danego k daje relacje dyspers;ji E (k)
» Parametry Py i E;,(0) i Ey dopasowuje sie do krzywych eksperymentalnych
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. Model Luttingera-Kohna z SOC

Hamiltonian k.p

h K2 k?
Hunk(r) = | Hy+ —k-II + VV x p-o unk(r) = En(k)unk(r),
myo 4m002
h _
II=p+ ox VV
4m?c?

yInteligentna” baza zwigzana z funkcjami wtasnymi catkowitego
momentu pedu j = [ + 5. SOC w tej bazie diagonalne.

uph (r) = %, %> = ——[(X +iY) 1)
ur, (r) = g,%> = ——|(X+17Y) | \/7|ZT
.. 1 uso(r) =
(1) = 5,—5>:—6|(X—m¢>+f\z¢>
50 (r)
am(r):‘g,—%>:iﬁ X —i¥) 1 [\m

g esel)

g esel) VY ese
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. Model Luttingera-Kohna

Metoda perturbacyjna Lowdina

gdzie macierz Uj;,

gtav s
(jo| miuk' (P+ %@) nEDS ﬁj:z%-
D;y = U, = E;(0)5;; + az,@ D% ko ks,
D _ | Gorbap + Z p2pl . +ppe,
2my > my(Ey — E,) _

Z (U;j: — E5jj’)cj’

J'eA

= ()

B H; H ;

Uﬁ’:H'+ZED_
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. Model Luttlngera-Kohna ( P+Q S R 0 _%5 V2R \
Wprowadzamy zmienne 5 P-Q 0 R V2Q %S
- * 3 Qx
PR i Dy D g _ | T 0 P-Q -5 59 —\1/563
""2mg  m2 4B -B,’ 0 RF  —S* P+Q V2 VoL
1 Qox 3
v m B o ~b5t VaQ (/S VER P-Aso 0
= _— * 3 Qx 1
B, 2m0+m%;E0—Efy, \ V2R (85 VIQ ~Ls 0 P-Aso
o _ B R PPyt Pe 2,
0~ mg - Ey, - E, ’ | P = _2m07’1k g Parametery y1,v2,¥3 Z eksperymentu !!!
1 2my Q = — o2 (k2 + k2 — k2),
M=-—7 (Ao + 2By),
3 h? h —/3 2 2
1 9m R s =2 (2 +73)k2 + (v2 — 1)k ],
0
Y2 :_EF(AO_BD)’ -2
L S = — 5t (—2V3)y3k_k-,
my

’}’3:—6 B2 Co, k? = k:%—Fk,i +k§a ky = ky iiky'
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. Inne metody obliczania struktury elektronowej

» Metody DFT — dedykowana do stanu podstawowego, dlatego niezbyt skutecznie
potrafi obliczyC przerwe energetyczng. Uwzglednia oddziatywanie elektronowe i
oddziatywanie z jonami (np. metoda pseudopotencjatow).

» OPW - ortogonalized wave method. Uzglednienie oddziatywania z jonami, ktore
prowadzi do metody pseudopotencjatow

» Metoda Hartee — préba uwzglednienia odziatywania elektron-elektron.

» Metoda Hartree-Focka — préba uwzglednienia odziatywania elektron-elektron z
wtgczonym zakazem Pauliego, co prowadzi do oddziatywania wymiennego
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. Struktury pasmowe niektérych potprzewodnikow

E [eV]

Krzem

3.4 eV

Si

E [eV]

German

Ge

E [eV]
N
I

E,=1.52 eV

GaAs

Pierwsza strefa Brillouina dla fcc
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. Najwazniejsze informacje z wyktadu - podsumowanie

» Metoda k.p to pétempiryczna metoda obliczania struktury pasmowej blisko punktéow
wysokiej symetrii

» W punktach wysokiej symetrii pasma sg prawie paraboliczne, a zatem mozemy
elektrony traktowac jak czgstki swobodne z masg efektywna

» Zastosowanie metody k.p dla punktu I' przy zastosowaniu 8 (6) pasm prowadzi
do modelu Kane lub Hamiltonianu Luttingera-Kohna (pasma walencyjne)

» Hamiltonian Luttingera zawiera wptyw pozostatych pasm uwzgledniony poprzez
metode Lowdina

» Uwzglednienie spinu elektronu prowadzi do rownania Pauliego z efektem Zeemana
oraz oddziatywaniem spin-orbita. Odziatywanie SO skutkuje zniesieniem degeneracji
pasm walencyjnych — powstaje pasmo spin-orbitalnie rozszczepione



