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. Struktura pasmowa — ilustracja pogladowa (z poprzedniego wyktadu)

Co sie dzieje jak zblizamy atomy ?
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Schematyczna struktura pasmowa w potprzewodniku

Stany elektronow walencyjnych w atomach tworzg w krysztale elektronowe
pasmo walencyjne. Kolejne wzbudzone stany atomowe (nieobsadzone w stanie

podstawowym) tworzg pasmo przewodnictwa

energia

E

[

Pasmo
przewodnictwa
(nieobsadzone)

Pasmo walencyjne
(obsadzone)

> Potprzewodnik samoistny

Co to ttumaczy:
1. Wyktadniczy wzrost

oporu od temperatury.
Gdy E; ~ kgT
nastepujg przeskoki
Nosnikami pradu sg
zarowno fadunki
dodatnie, jak i ujemne.

Energie Fermiego E definiuje sie jako maksymalng energie stanu

jednoelektronowego obsadzonego w temperaturze T=0
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. Powtorka z mechaniki kwantowej

energia wiasna

Hiy, (r) = Ey, (r)
— \

hamiltonian

Rownanie Schrodingera

funkcja falowa

Hamiltonian — operator hermitowski, ktory dla czastki jakiekolwiek oddziatywanie
p2 72 , —
H=—+V@)=——V2+V(r)
2m 2m \

energia kinetyczna

Rozwigzanie analityczne rdwnania Schrodingera umiemy znalezc jedynie dla kilku postaci potencjatu
V(r) m.in. nieskonczona studnia potencjatu, oscylator harmoniczny, itd. Dla wiekszosci problemoéow
musimy uzy¢ komputerow.

{P, (1)} - zbiér funkcji ortogonalnych, ktéry stanowi baze zupetna
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. Powtorka z mechaniki kwantowej

Funkcje ortogonalne

deT l/J;;r(T)l/Jn(r) = <lpnr|'~/)n> — 6n'n

Baza zupetna tzn. ze dowolng inna funkcje mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej funkcji bazowych

)= cathn(@)

n

Postac¢ macierzowa rdwnania Schrodingera — zapis w bazie funkcji ortogonalnych - przyktad

Dany jest Hamiltonian
H — HO + V

To co znamy, to rozwigzania dla H, 0 0
HOl(pn> — gnl(pn>

Rozwigzania réwnania Schrodingera
Hl|y) = E|yp)

Szukamy w postaci

) = ) calod)

n
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. Powtorka z mechaniki kwantowej

Wstawiamy do réwnania Schrodingera

z Cnl@n) = Ez Cnl®n)

Mnozymy obustronnie przez @2, i catkujemy

ZCn(cpmlHlfp >— Ezcn«omlgo & +<§0(1)|V|§0(1)> ( OlVlgD%) . Cy ¢y
(@2[V]0?) ez+(<pz|V|<pz) <C:2>=E(C:2)

Z Cn(‘ﬂmlHO + Vlcp ) - Ez Cn(§0m|§0n)

n

> Culendum + (@RIVIg) = Ech am

~ » Problem wtasny z nieskonczong macierza

» Ograniczamy sie do skonczonej liczby stanéw bazowych
Cont + Z {02 [V]pd) = Ec,, » Im wiecej standw tym lepiej policzona energia

Problem wtasny macierzy
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. Elektrony w ciele stalym — przyblizenie adiabatyczne.

Wszystkie wtasnosci ciat statych wynikajg z ich struktury atomowej oraz z oddziatywan miedzy atomami.
Atomy podlegajg prawom mechaniki kwantowej, stad koniecznos¢ stosowania teorii kwantowej do opisu ciat
statych. A zatem naszym polem pracy bedzie mechanika kwantowa i rownanie Schrodingera

Dla pojedynczej czastki w potencjale V(1)

hZ
(—% 72+ V() )wm = Ep(r)

Rownanie to potrafimy rozwigzaé analitycznie jedynie dla niewielkiego zbioru potencjatéw V (r), tj. nieskonczona
studnia potencjatu, bariera potencjatu, oscylator harmoniczny itd.

Ciato state

~ > . -

e W jednym molu krysztatu znajduje sie ~10%3 atoméw, kazdy sktada sie z

jadra atomowego oraz kilkudziesieciu elektrondw.

Problem nie do rozwigzania nawet dla najszybszych komputeréw

Metody przyblizone.
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. Elektrony w ciele stalym — przyblizenie adiabatyczne.

Mozemy zatozy¢, ze wazne sg tylko elektrony walencyjne, zas elektrony rdzenia pozostajg niemal
niezmienione w stosunku do modelu atomowego. Wtedy interesuje nas jedynie rownanie opisujace
zbior n elektronéw oraz N jondw.

Rownanie Schrddingera dla uktadu n elektronéw oraz N jonow

energia kinetyczna energia kinetyczna potencjat oddziatywania

, Py miedzy elektronami
elektronow \ jOI’lOW/ / potencjat oddziatywania

A N o2 1 2 / pomigdzy jonami

o1 2m i=1 2Ms ij=1(i#5) "4

V:%-(rl,...,rn,Rl,...,RN)wlIJ(rl,...,rn,Rl,...,RN) = EV(ry,...,ry,Rq,...,RN)

funkcja falowa energia wiasna

potencjat oddziatywania n + N zmiennych

elektron-jon

Bardzo skomplikowany problem wielociatowy — kwantowa teoria wielu ciat



Materiaty i przyrzady pétprzewodnikowe — wyktad 2

. Elektrony w ciele stalym — przyblizenie adiabatyczne.

Fakt: masa elektronu jest mniejsza od masy jonu co najmniej 1800 razy, a to oznacza, ze ruch elektronow
jest znacznie szybszy niz ruchu jondw. A zatem mozemy probowac rozwigzac problem elektronowy

w polu oddziatywania z jonami atomowymi zaktadajac, ze z punktu widzenia elektronu, jony pozostajg w
spoczynku. Jest to tzn. przyblizenie adiabatyczne (Born and Oppenheimer, 1927 rok)

Zaktadamy ¥(r,R) =9¥(r;R)p(R)

Co prowadzi do dwdch rownan dla elektrow i jonow

SRR A DI

ij=1(i#5) |

ELEKTRONY !!!!

o1 Vi + E(R) + Va(R) | o(R)

Eo(R)

JONY

[@(R)véw(ra R) - VLW(R)VMb(ra R)]

POPRAWKI NIEADIABATYCZNE
KTORE POMIJAMY
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Zaktadamy pewne potozenia rownowagowe jondw Ry. Wowczas potencjat V,; jest periodyczny i ma symetrie

odpowiadajgca sieci krystaliczne;j.

UWAGA: pomijamy wszystkie defekty sieci oraz wibracje sieci jondéw (fonony).

W najprostszym przyblizeniu pomijamy oddziatywanie elektron-elektron.
W metodzie DFT uwzglednione przez odpowiedni funkcjonat.

Woweczas rownanie dla n elektronéw sprowadzamy do uktadu n rownan jednoelektronowych

2m
W potencjale periodycznym Vir+R)=V(r)

[ G V(r)]w(r) — EY(r)

gdzie R to wektor sieci krystalicznej R = nja; + nqas + nsag

ir)

YV

vV
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)

1
zt z* zt

. Elektrony w potencjale periodycznym.

e peevey vesm-ve VY

gdzie R to wektor sieci krystalicznej

R = nia1 + Nodg + N3as
Rozwijamy w szereg Fouriera

o 1Gr
V(r) = Z Vae , gdzie G to wektor sieci odwrotne;
G

Z warunku periodycznosci
Vir+R) =) VgeCrR =3 Vg 'SR = V()
G G

A zatem .
et =1 — Ga 1 g3i=123

G- Ad; — 271'?’2/3'
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Elektrony w potencjale periodycznym.

Wektor sieci odwrotnej

G = nlbl + n2b2 -+ n3b3

dzie
; 2m(as X ag) 2mr(ag X ai)

b2:

b1:

a; - (ag X ag) a; - (ag x ag)

-chll /

Wspotczynniki w rozwinieciu Fouriera

1
Vg = =—

ch” cell

‘ai-bj :271'(53'3' ‘

dSTV(r)e_iGr

Wektory sieci odwrotnej zwigzane sg z siecig krystaliczna.

Do kazdego typu sieci krystalicznej mozna wyznaczy¢ sie¢ odwrotng.

271'(8.1 X 8.2)

bs =
a; - (ag x ag)
lgdyi=j
U |logdyi #
Reciprocal Lattices for the SC, FCC & BCC Lattices
Direct Lattice Reciprocal Lattice Volume
SC a| =ax b; =(2n/a)x \
= a) =ay b, =(2n/a)y (2n/a)
a3 =az b3 =(2n/a)z
alz%a(x+y) b1=%(—x+y—z)
FCC lay=lay+n)  {ba=Z(x-y+2)  20n/a)
a3:%a(z+x) b3=2a—"(x+y—z)
BCC alzéa(m—y—z) blzza—’t(y+z)
az=%a(—x+y+z) bzz%(x+z) 4(2n/a)’
a3 =1a(x-y+z) b3:%(x+y)
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Mamy do rozwigzania rownanie

VR V)] lr) = B

2m

Rozwigzmy réwnanie Schrodingera w bazie funkcji wiasnych czgstki swobodnej

—h—2V2x(r) — Ey(r) ) X(I‘) — 'k mm) L=

2m

h2 k2
2m

Zaktadamy uktad nieskoriczony (brak efektéw powierzchni). Warunki brzegowe Borna von Karmana.
X(r + N;a;) = x(r)
iN,;kai — 1

Stad warunek € Liczby catkowite
N;ka; = 27rm{/

L3 = N3as

A zatem

ma mo ms3
k=—Db —Db —Db Y
N, 1+ N, 9 + N, 3
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Wektor falowy nie jest dowolny, ale przyjmuje Scisle okreslone wartosci

, 2mTm
l Ll
Objetos¢ pojedynczego stanu kwantowego w przestrzeni odwrotnej
4
o™
b, - (b X b S
AQ, = 1 ( 2 3) >
N1 Ny Ny =
Liczba standw na komérke prymitywna |l
™
by - (by X bg) ~
= Ny{NoN; =N '
AQ, 14V21V3

L]_ —_ N]_a]_ ‘ \)‘\/

Liczba stanow kwantowych w komorce prymitywnej jest rowna liczbie weztow
(komodrek prymitywnych) w krysztale, a zatem jest rzedu liczby Avogadro




Materiaty i przyrzady pétprzewodnikowe — wyktad 2

. Elektrony w potencjale periodycznym.

Mamy do rozwigzania rownanie
h2
- VRV )| 0() = B

2m

Rozwigzmy réwnanie Schrodingera w bazie funkcji wiasnych czgstki swobodnej

_ Z Cke?lkr
k

Stad B2 2 . _ _
Ckezkr 4+ Z Z VGCkez(G—I—k)r — F Z Ckezkr
G k k

2.

k

2m

Drugiwyraz k' = G +k
Z Z V(;O 6 {G+k) I‘ = Z Z V(;Ck/ G6 — Z Z VGC’k_Geék"

G kK G k
hk?

2m

Ostatecznie {

2.

k

Cy + Z VaCk_ag — ECk} eikr =0
G
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Poniewaz rdwnanie musi by¢ spetnione dla kazdego r ostatecznie otrzymujemy réwnania wiekowe

nk?
—Cy + Z VaoCk_g — ECx =0
G

2m

» Dla danego k jest to nieskoriczony uktad réwnan, poniewaz istnieje nieskoriczenie wiele wektoréw
sieci odwrotnej

» W obliczeniach ograniczamy liczbe wektoréw sieci odwrotnej G to skoriczonej ilosci, takich ktérych
dtugosc jest mniejsza od zadanej granicy

» Wyznacznik tego uktadu réwnan okresla nam energie E,, dla danego k
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Poniewaz energie jak i funkcja falowa dla danego k jest zalezna tylko od innych wektorow k
roznigcych sie o wektor sieci odwrotnei G to

_ Z Ck_Gei(k—G)r _ eikr |:Z Ck_Ge—iGr] _ ez’kruk(r)
G G

Ale

I'-l—R Z Ck— —zG(r—I—R) _ Z Ck_Ge—iGre—iGR _ Z Ck_Ge—iGr _ uk(r)
G G

Twierdzenie Blocha )
\V/{QM m [\/\me/‘/\
wk(r) _ eikruk(r) , w w \/\/
/ \ Funkcja okresowa o

F . . . . -
ala ptaska okresie sieci krystalicznej
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Whioski z twierdzenia Blocha:

» Translacja o wektor sieci krystalicznej powoduje przemnozenie przez faze

(r+ R) = eik(r+R)uk(r +R) = e Ry (1)

» Translacja o wektor sieci odwrotnej niczego nie zmienia

¢k+G (I‘) — @Dk(r) A zatem mozemy obllf:zyc e.nergle
(strukture pasmowg) jedynie
Fyia = By w przedziale k € (— Gy/2,Gy/2)

- pierwsza strefa Brillouina

Literami zaznaczone kierunki
wysokiej symetrii

Pierwsza strefa Brillouina —
komadrka Wignera-Seintza
w przestrzeni odwrotnej

dla sieci fcc
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Gdzie jest przerwa energetyczna ?

Rozwigzmy nasze rownanie w pierwszym przyblizeniu biorgc jedynie jeden wektor sieci odwrotnej G

(El(co) — Ek)Ck + VGOCk—GO =
VGOCk + (Elg)—)Gg — Ek)Ok_GO

Energie z wyznacznika
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. Elektrony w potencjale periodycznym.

Gdzie jest przerwa energetyczna ?

A zatem jesli policzymy energie na krancu strefy Brillouina (k=Go/2) otrzymujemy:

By = Eg) PR

0 3G, G, 3G, k

Trzy najnizsze stany dla uktadu 1D

e
™

s
)
N

/N

—k 0 1G, k

Trzy najnizsze stany dla uktadu 1D w obrazie
strefy zredukowanej
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. Elektrony w potencjale periodycznym — model Kroninga-Penneya

Model Konning -Penney - model 1D z potencjatem
periodycznym w postaci barier potencjatow o wysokosci U,

Rownanie Schrodingera

AV Ly i) = Bo@)

9m da?

Funkcje falowe w obszarach 1i 2
() = AeP” + Be H?

Po(z) = Ce® 4 De™**

Warunki ciggtosci funkcji falowej

AU(x)
21 1
-b 0 a-b a x —
2mE
b= h
‘= 2

Ale potencjat periodyczny a zatem funkcje falowe musza
spetniac twierdzenie Blocha

e 1(0) = 12(0) i(a—b) = e (-D)
PRTEETT pi(0) = (0) Uila=b) = e™yi(=b)
A zatem warunki ciggtosci w punkcie x=-b
w punkcie x=-b w}(_b) N w?(_b) e_ikawl(a—b) = 1)o(—b)
=) = (= e i(a—b) = vh(-b)

Uy
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. Elektrony w potencjale periodycznym — model Kroninga-Penneya

Otrzymujemy uktad rownan A+B = C+D

iB(A — B) a(C — D)
e—ik‘a(Ae’iB(a—b) + Be—iﬁ(a—b)) _ Oe_ab 4 Deab
Z'@e—ika(Aez‘B(a—b) _ Be—z’ﬁ(a—b)) _ a(ce—ab B Deo‘b)

Rownanie na energie z warunku

1 1 1 1
10 —1 — o)
e—ika—l—iﬁ(a—b) e—?}ka—iﬁ(a—b) _e—ab  __ab =0
,&'Be—ika—l—iﬁ(a—b) _iﬁe—ika—iﬁ(a—b) —O{B_ab Oﬂ(:?ab

Relacje dyspersji z rownania

a? — 32

203

sinh(ab)sin|B(a — b)] + cosh(ab)cos|F(a — b)]

cos(ka) =
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. Elektrony w potencjale periodycznym — model Kroninga-Penneya

Robimy przyblizenie przechodzac ze skonczonego potencjatu do nieskonczonego, a bariery potencjatu robimy

ekstremalnie waskie — uktad delt Diraca. NG

mUgyba |
070 Yoo, TP L L ¢4 J’ l LJ l

0 2a

cos(ka) = % sin(fa) + cos(Ba)

% sin(fa) + cos(fa)

/i1 Pasmai
/1 i | przerwy energetyczne

A
2n 4n

b -Int

In bn 5&
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. LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tigh binding approximation

Rozwazmy uktad atomoéw utozonych w sieci krystalicznej, odlegtych od siebie tak, ze przekrywanie

pomiedzy orbitalami jest niewielkie
, . Orbitale atomowe €
Dla pojedynczego wezta (atomu) sieci

Ha(R)¢n(r - R) — En@fn(r - R)

gdzie 52 “Jd‘ % _xr &L

Hy(R) = S— + Va(r — R) o : R
2m - J\ | - Lo - LK ) -
R = nja; + ngaz + nzag - wektor sieci );( /Z;,\ /\5( P, Ji
Musimy rozwigzac¢ rownanie Schrodingera z hamiltonianem :) f\ 1‘
~ 2 o o -
P -
H(R) = o +> Vi(r —R;) = Hu(R;) + AVg,(r) j’): \_}JQ\ /l«}
R_] fux2-3y2 ) fy[xz‘;zz) fa2 f

p , .\ , } : ,
AVRj (1‘) = Z Va(r — Rj/) potencjat periodyczny, % " ;\{ /)gi
Rj/#Rj tw. Blocha ’ .‘ I l\ .‘

Y =Y
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LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Szukamy rozwigzania (funkcji Blocha) w postaci kombinacji liniowej orbitali atomowych zlokalizowanych
na roznych weztach sieci

2,bnk \/— Z GZkR an - RJ)

liczba weztdw sieci
Spetnia twierdzenia Blocha

1 p— ;
Ynk(r + Rr) = \/—N Z 61k(RJ+RT)¢n(r — Ry + Ry) =e kRTwnk(r)
R.

Ortogonalizacja

< Ypi|thnk > = / APrn (T) Pk (r) = % > f dPre™ By ~R)g, (r — Ry )on(r — Ry)

Rj,Rjr
— Z/dgm ZkRjgbn’(r)an(r — Rj) = dnw + Z ¢ ZkRJ/d3r¢n'(r)¢n(r R;)
RJ Rj#o
Opuszczamy sumowanie po Rj’ bo z kazdego miejsca Czasami sie pomija

sie¢ wyglada tak samo.
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. LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Elementy macierzowe

<vwlbi> = [Eriiaia) = g ¥ / <RIRG (r — Ry )oa(r — Ry)
iRy

Z/dBTG@kR )an(r_ i) = nn’+ Z 1kR; fd3T¢ RJ)

R;#0
Elementy macierzowe dla hamiltonianu

< wnfk\mwnk >= [ @i ) Houdr)
= LY [ R xRy HL(Ry) + AViy (1)} — By)

RR;

= €, < V| Vnk > +— Z /d3fre (R; R’)qb (r—R )AVR( Jon(r — R

RJ RJ!

= €, < Vx| Vnk > +Z€?’kR fd?”rcb AVR (r)dn(r — Rj)

= € < wnlk wnk > + Z GZkR ’}/nnl (RJ)

R;
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LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Co prowadzi do rownania wiekowego na energie

det|< Y| H |0nk > — Ex < Ypx|thnk >] = 0

» Oczywiscie powyzszy uktad jest uktadem nieskofnczonym.

» W rzeczywistosci jednak ograniczamy sie do kilku orbitali, a sumowanie po wektorach
sieci odbywa sie jedynie po najblizszych sasiadach (n.n. — nearest neighbor)
lub sgsiadach drugiej kolejnosci (n.n.n. — next nearest neighbor ).

» Elementy macierzowe obliczane sg z metod DFT, a nastepnie uzywane do
roznych obliczen, np. obliczen transportu.
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. LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Struktura pasmowa dla struktury kubicznej i orbitali typu s

e s . struktura kubiczna
Najblizsi sgsiedzi(n.n.)

R; = +(a,0,0),%(0,a,0),£(0,0, a)
Najblizsi sgsiedzi drugiego rzedu (n.n.n.)
R; = (£a, +a,0), (£a,0,+£a), (0, £a, £a)

—t dla n.n.

Vss(Ry) = { g

dla n.n.n.
Erirgia

n.n.n.

mn.n.
Ek — €, — / Z eszj o t! Z eszj
R; R;

= FE, — 2t[cos(k,a) + cos(k,a) + cos(k.a)]
— 4t'[cos(kpa) cos(kya) + cos(kza) cos(k.a) 4 cos(k.a) cos(k,a

Catki miedzy orbitalami (parametry) @
)]
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LCAO - linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Struktura pasmowa dla struktury kubicznej i orbitali typu p
Trzy zhybrydyzowane orbitale px, py, p:

Px z Py z Pz z
X X X
y . y y nearest neighbors

The three p orbitals are aligned along perpendicular axes 4 -

Najblizsi sgsiedzi (n.n.) —analogicznie dla vy, ¥, AR ’\’ | i

R) = t dla R;=(%a,0,0)||# (¢ —bonding) il
Ter\) T dla R; = (0,%a,0),(0,0,+a) L & (7 — bonding)
Najblizsi sgsiedzi drugiego rzedu (n.n.n.) — analogicznie dla vy, ¥z, R

no coupling

R;) = t dla Rj= (%a,=*a,0),(£a,0,+a) 8

Jealty) = —t' dla R; = (0,+a, £a)

Dodatkowo dla n.n.n. oddziatywanie migdzyorbitalne — analogicznie dla vy, V.«

%y(Rj) = 'me(Rj) = —¢"
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LCAOQO = linear combination of atomic orbitals
TBA —tight binding approximation

Struktura pasmowa dla struktury kubicznej i orbitali typu p

Ostatecznie Hamiltonian

F.(k) — 41" sin(kya) sin(kya) —4t" sin(kya) sin(k.a)
< | H e >= | —41" sin(k,a) sin(kya) E,(k) —41" sin(kya) sin(k.a)
—41" sin(kya) sin(k,a) —41" sin(kya) sin(k.a) E.(k)

Z wyrazami diagonalnymi — analogicznie dla E, (k) i E,(k)

E.(k) = E,+ 2tcos(kya) — 2t'[cos(kya) + cos(k,a)]
+ 4t cos(kya)[cos(kya) + cos(k,a)] — 4t cos(k,a) cos(k.a)

Hamiltonian w postaci macierzy 3x3 !!!
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LCAOQO = linear combination of atomic orbitals

TBA —tight binding approximation

Porownanie wvnikow dla modelu z orbitalem s i orbitalamip

s-orbitals

k.

p-orbitals

e

€k
I X R r M
(00k) (kk) (kkk) (kk0)
I'7, —
) I M
€k
Mg
I r M
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. Najwazniejsze informacje z wykiadu - podsumowanie

» Struktura pasmowa potprzewodnikow definiuje ich wtasnosci optyczne i transportowe
> Istnienie przerwy zwigzane jest z siecig krystaliczna
» Elektrony w potencjale periodycznym podlegajg twierdzeniu Blocha

» Jedna z efektywnych metod obliczania struktury pasmowej jest metoda TBA



