2 czerwca 2020

WYKLAD 10: TRANSFORMATY CALKOWE

SZEREG FOURIERA

Definicja
Moéwimy, ze funkcja f(x) spelnia warunki Dirichleta, gdy

a) dziedzine funkcji f(z) mozna rozlozy¢ na skonczona sume przedziatow,
w ktorych f(z) jest monotoniczna i ciagla,

b) w kazdym punkcie nieciagtosci xy, granice jednostronne lim, S f(x)

oraz lim,_, .+ f (x) sa skoriczone.

Definicja
Niech funkcja f(z) bedzie funkcja catkowalna w przedziale [—L, L]. Szere-
giem trygonometrycznym Fouriera funkcji f(x) nazywamy szereg w postaci

S(x) = % + i:l (an cos (?) + b, sin (?)) ,
gdzie
1 L
ag = —/_ f(z)dz,
a, = %/L f(z) cos (?) dx,

nm

b, = %/_Lf(:v)sin <T> dx.
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UWAGA. Zauwazmy, ze:

a) jezeli f(x) jest funkcja parzysta, tzn. f(—z) = f(x), to b, = 0 oraz
an = 7 [;° f(x) cos (272) du,

b) jezeli f(x) jest funkcja nieparzysta, tzn. f(—zx) = —f(x), to a, = 0
oraz b, = 2 [ f(z)sin (%7£) dx.



Twierdzenie Dirichleta
Jezeli funkcja f(x) spelnia warunki Dirichleta w przedziale [—L, L], to szereg
Fouriera funkcji f(x) jest zbiezny do tej funkcji, tzn.

flx) = % +g <ancos (?) + by, sin (n_zx)) :

Jezeli ponadto funkcja f(z) jest okresowa i jej okres wynosi 2L tzn. f(x) =
f(z + 2L), to powyzsza rownosé jest spelniona dla calej dziedziny funkcji

f(@).
Dygresja:

1. Szereg Fouriera w gltéwnej mierze stuzy do rozwijania funkcji okreso-
wych.

2. Zauwazmy ponadto, ze ciag funkcji

1 (7rm> ) (7rx> 21k . [ 27x 3mx . [ 3mx
cos(—),sin(—),cos| — | ,sin{ — ) ,cos| — | ,sin|{ — | ,...
) L ) L Y L 71 L ) L ) L ) )
spetnia nastepujace zaleznosci dla k,m € 1,2,3, ...
L
k
/ cos (ﬂ> cos <m7rx) dr = 0,
L L L
L
k
[ s (B s (M) ae = o,
_L L L

L k
/_L sin (%) cos (mgx) de = 0,

ale

L
/ coS (mw:c) cos <m7m:> de = L,
L L L

L
/ sin (@) sin <m7rm> dr = L.
_I L L

Funkcje takie nazywamy ortogonalnymi, a zatem zbior ten tworzy baze
w nieskoriczone wymiarowe]j przestrzeni funkcyjnej (podobnie do bazy
wektorowej).




Przyktad:
Rozwin w szereg Fouriera funkcje okresows pitoksztaltng zadana rownaniem

flz)=2 dla ze[-1,1].

Powyzsza funkcja spetnia warunki Dirichleta. Co wiecej jest funkcja okre-
sowg o okresie rownym 2, tzn. f(x) = f(x + 2).

Zacznijmy od obliczenia wspotczynnikéw Fouriera a,, i b,. Poniewaz funkcja
w rozpatrywanym przedziale jest nieparzysta, wiec a, = 0. Pozostaja do
obliczenia wspotczynniki b,

1 1 1 1
b, = —/ x sin <$> dx:/ :rsin(mrx)dsz/ zsin(nmr)dr =
0

LJ -1
v =sin(nmx), u=—-=cos(nmz) |
v=ux, v =1
X 1 1 !
2(—— — dr | =
( — cos(nm)|, + — /0 cos(nmx) a:)
1 . 1 2(_1)n+1
2 (—E cos(nm) + (2 sm(mm:)‘o) = cos(nm) = —

A zatem szereg Fouriera funkcji f(x)

flx) = Z % sin (nmz) .
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Rysunek 1: Wykres funkcji f(z) oraz rozwiniecia w szereg Fouriera dla n =
1,5,20.



Przyktad:
Wyznaczyé¢ szereg trygonometryczny Fouriera funkcji

flz) =|z|, =z¢€[-mmn].

Funkcja f(x) spetnia warunki Dirichleta, jest funkcja okresowa o okresie 27,

tzn. f(z) = f(x + 27). Poniewaz funkcja f(z) jest parzysta, to b, = 0.
Wspoétezynniki a,,

1 [T 1([° T 1/ 1 1 ,r
ag = ;/ﬂ|m|dm=;(/ﬂ(—m)dm+/o xdx>:;<—§x2‘i+§x2‘o):7r

oraz
1 (" 1/ [° "
a, = —/ || cos <@> de = — (/ (—) Cos(nx)dx+/ xcos(nx)dx) =
T ) . 7r T \J x 0
e A — l
E/ z cos(nz)dr = | = cos(na), = v in(nz) ‘:
T Jo v=ux, v =1
2 T . ™ 1 i . 2 IS 2
- ([ﬁ an(m:)]D — E/o sm(nx)dx) = cos(nm)|0 = %(cos(mr) —-1)=
2
—(((—=1)" —1).
(-
A zatem
T = 2 n
) = 5+ 30 (1) = ()

Rysunek 2: Wykres funkcji f(z) oraz rozwiniecia w szereg Fouriera dla n =
1,5,20.



TRANSFORMATA FOURIERA

Twierdzenie calkowe Fouriera
Jezeli funkcja f(x) spelnia warunki Dirichleta oraz jest bezwglednie catko-
walna, tzn. 7| f(x)| < oo, to

Fa) = [ a(e) cos(e) + b sinfe) e
adzie
o) = 2 [ fa)eos(eayis
i) = = [ swsin(en)ds

UWAGA

e jezeli f(z) jest funkcja parzysta, to b(¢) = 0 oraz a(€) = 2 fooo f(z) cos(zt)dx,

o jezeli f(x) jest funkejg nieparzysta, to a(§) = 0 oraz b(§) = 2 [° f(x) sin(at)dx.

T

Wykorzystujac wzor Eulera e = cosx + isinz, oraz fakt, ze ff(h(x) -
ip(z))de = ff h(z)dx +1 ff p(x)dx, powyzsze twierdzenie mozna zapisa¢ w
postaci tzn. zespolonego wzoru catkowego Fouriera

fa) = 5= | HOewde
gdzie

i) = / " f@)e e,

Definicja
Niech funkcja f(x) spelnia warunki Dirichleta oraz jest bezwglednie catko-
walna, tzn. [*_|f(x)| < co. Funkcje

i) = / " f@)e e,

nazywamy transformata Fouriera funkcji f(z).



Definicja
Odwrotng transformata Fouriera nazywamy przeksztalcenie

fo) =5 | Feeas

Oznaczenie:
Transformate Fouriera funkcji f(x) oraz transformate do niej odwrotna be-
dziemy oznaczali

fO=F(f1), oraz  f(z)=F'(f(€))

Przyktad:
Zapisa¢ wzor catkowy Fouriera dla funkcji

cos(x), gdy |z[ <3,
xTr) = -

Funkcja f(z) jest funkcja parzysta, a zatem b(§) = 0. Wspodlezynnik a(€),
ma postac

a(§) = %/OO f(x) cos(éx)dr = %/i cos(z) cos(éx)dx = %/02 cos(z) cos(éx)dr =
Korzystamy z wtasnosci:

92 3
cos(a— cos(a = — cos(x — &x) + cos(x + €x)) dx =
T e | = 5 [ (oo — ) + ot + )

cosacos ff =

s
2

1 L
{1 _§51n((1 —&)z) + 1+§sm((1+§)x)10 _

sin ((1 - §)§> + sin ((1 + 5)%)}

A=

1
=

A zatem wzor catkowy Fouriera dla funkcji f(x) ma postac

1+¢

flz) = /OOO% L i : sin <(1 - f)g) + 7 41—5 sin ((1 +§)g>} cos(&x)dE



Przyktad:
Zmajdz transformate Fouriera funkcji

(@) :{ e ®, gdy x>0,

0, gdy z<0.
Rozwiazanie:
f(f) = / f(a:)e_i&dx = / e e " dy = / e Te Ty = / e~ (HOT gy —
o e 0 o
’ 1+ —1 1+i¢)z] B
lim e 07y — Jim —— [~ (0+07]" —
f=too Jo B—too 1 + i€ 0
-1 . . -1 1
lim ——— [p~(HOB8 _ ,—(1+i€)0] _ 0—1] =
ﬁffoouz’é[ ‘ } I el

WEASNOSCI TRANSFORMATY FOURIERA

1) Jezeli fi(z) i fo(x) speniaja zalozenia twierdzenia Fouriera, za$ «,
sg dowolnymi liczbami

Flafi(z) + Bfa(a)] = aF[fi(x)] + BF[fa(2)].
2) Jezeli f(x) spelia zalozenia twierdzenia Fouriera oraz zo,a € R, to

Ff(z = @o)] = e F[f(x)].

Fifan) = of (£).

a

oraz

3) Jezelix"f(x), n € Nspelnia zatozenia twierdzenia Fouriera oraz F[f(z)] =

£(©), to

d_gf(g)z(—i)kF[xkf(m)], dla k=1,2,...,n.

4) Jezeli f(x) oraz jej pochodne f(™(x) spekiaja zalozenia twierdzenia
Fouriera, to

F[f™)(2)] = (i€)" F[f (x)].
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Tabelka transformat wybranych funkcji:

/(@) 7@
={g s | o=t
oy ={ 1 B g = a0 - aonte)

f@)=e =, >0, ¢>0 f(&) = 7=
f(z) = el fO) =%

f(@) = f(6) = e s

f(x) = cos(x), |2 <3 fle) = =g

Przyktad:

Wyznacz transformate Fouriera funkcji f(z) = e~ (@3)%,

Korzystajac z wlasnosci 2) oraz powyzszej tabelki

7€) = Flf(2)] = Ve e

ZASTOSOWANIA TRANSFORMATY FOURIERA

e Transformacja Fouriera rozktada funkcje na szereg funkcji okresowych
tak, ze uzyskana transformata daje informacje w jaki sposob poszcze-
golne czestotliwosci sktadaja sie¢ na pierwotna funkcje.

e Zazwycza]j analizowana funkcja ma jakis przebieg czasowy f (t), wow-
czas jest transformata jest funkcja w dziedzinie czestosci f(w) (jest to
analog wprowadzonych na wykladzie funkcji f (z) 1 jej transformaty

f&)).



e Transformata Fouriera ma szczegdlne zastosowanie w procesie prze-
twarzania sygnaléow réznego rodzaju zaczynajac od medycyny, poprzez
elektronike a na fizyce skonczywszy.

Rozwazmy proste sygnaly w czasie sktadajace sie z sumy sinuséw z réznymi
wagami.

o f(t) =sin(50t)
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Rysunek 3: Wykres funkcji f(t) (lewy panel) oraz jej transformaty Fouriera
f(w) (prawy panel).

o f(t) =sin(50t) + 0.5sin(80t)
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Rysunek 4: Wykres funkcji f(f) (lewy panel) oraz jej transformaty Fouriera
f(w) (prawy panel).



o f(t) =sin(50t) + 0.5sin(80¢) + sin(120t) + 3 sin(300t)
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Rysunek 5: Wykres funkcji f(f) (lewy panel) oraz jej transformaty Fouriera
f(w) (prawy panel).

e Zastosowanie w medycynie - NMR, EEG, EKG, itd.

(a) (b)

Rysunek 6: Przyklad obrazu z magnetycznego rezonansu jadrowego (NMR,
MRI) i jego transformata Fouriera.
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TRANSFORMATA LAPLACE‘A

Definicja
Niech funkcja f(z) spelnia warunki Dirichleta oraz fooo |f(x)] < co. Wowcezas

L(f(x)) = f(5) = / " e fla)de,
gdzie s =a+ib € C.

Wykresy funkcji poddanych przeksztatceniu Laplace’a przedstawia sie na
plaszczyznie zespolonej (tzw. plaszczyznie S). Jeden ze sposobow na zro-
zumienie czym jest transformata Laplace’a, polega na zwrdceniu sie ku ana-
lizie Fouriera. W analizie Fouriera krzywe harmoniczne sinus i cosinus mno-
zone sa przez sygnal i wynikowe catkowanie dostarcza wskazéwki na temat
tego jakie sktadowe, o jakich czestosciach, sktadaja sie na pierwotny sygnal.
Transformacja S (powszechnie okreslana mianem transformacji Laplace’a)
wykonuje podobne dziatanie, ale o bardziej ogélnym charakterze. Wyraze-
nie e (o)t — g=ote=iwl yimuje nie tylko czestotliwosci, ale rowniez
rzeczywiste efekty. Transformacja S uwzglednia wiec nie tylko przebiegi cze-
stotliwosciowe, ale takze efekty o charakterze zaniku. Na przyktad krzywa si-
nusoidalna ttumiona moze by¢ odpowiednio zamodelowana za pomoca trans-
formacji S. Transformacja Laplace’a stanowi wiec uogoélnienie transformacji
Fouriera.

—st — 6_
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