15. Drgania

15-1. Ruch harmoniczny

Ruch, ktéry powtarza si¢ w regularnych odstgpach czasu, nazywamy ruchem okresowym
(periodycznym). Jak zobaczymy péZniej, przemieszczenie czastki w ruchu periodycznym
mozna zawsze wyrazi¢ przy pomocy funkcji sinus i cosinus. Poniewaz funkcje te nazywamy
funkcjami harmonicznymi, ruch periodyczny czesto jest nazywany ruchem harmonicz-
nym ztozonym lub krétko ruchem harmonicznym.

Jezeli punkt materialny porusza si¢ ruchem okresowym tam i z powrotem po tej same;j
drodze, to ruch taki nazywamy drgajgcym (wibracyjnym albo oscylacyjnym). W otaczajacym
nas $wiecie czgsto spotykamy ruchy oscylacyjne. Ruch wahadla zegara, drgania strun skrzy-
piec, ruch cigzarka na koncu sprezyny, ruch atomow w czasteczkach albo w siatce krysta-
licznej, ruch czasteczek powietrza podczas rozchodzenia si¢ fali glosowej, oto przyklady
ruchu okresowego.

Ze wzgledu na tarcie rozpraszajace energi¢ ruchu wigkszo$¢ z wymienionych ruchéw
nie ma ustalonej amplitudy. Ruch wahadia stopniowo zanika, a struna skrzypiec po jakim$
czasie przestaje wykonywaé drgania. Gdy uwzglednimy istnienie sit tlumigcych, ruch
okresowy nazywamy ruchem harmonicznym tumionym. Chociaz nie moZemy usunaé
tarcia z ruchu periodycznego przedmiotéw makroskopowych, czgsto mozemy usunaé
jego efekt tlumiacy. Czynimy to dostarczajac energii ukladowi drgajacemu, co kompensuje
rozpraszanie energii z powodu tarcia. Sprezyna zegarka i wagi w zegarze wahadtowym
dostarczaja zewnetrznej energii, ktéra pozwala drgajacemu ukladowi w tych mechaniz-
mach porusza¢ si¢ tak, jakby nie byly tlumione.

Ruchem drgajacym moga si¢ poruszaé nie tylko uklady mechaniczne. Fale radiowe,
mikrofale i $wiatlo widzialne sa drgajacymi wektorami pola elektrycznego i magnetycz-
nego. Zatem w obwodzie strojonym w radioodbiorniku i zamknigtej wnece metalowej,
do ktdrej wprowadzono energi¢ mikrofal, mamy do czynienia z drganiami elektromagne-
tycznymi. Analogia migdzy drganiami mechanicznymi i elektromagnetycznymi jest bardzo
bliska, poniewaz drgania mechaniczne i elektromagnetyczne opisujemy przez te same
podstawowe réwnania matematyczne. Szczeg6lnie duzo bedziemy méwié o tej analogii w dal-
szych rozdziatach.

Okresem ruchu harmonicznego T jest czas trwania jednego pelnego drgnigcia albo cyklu
(to jest najkrotszy czas, po uplywie ktérego ruch zaczyna si¢ powtarzal). Czestosciq
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ruchu » jest liczba drgan (albo cyklow) na jednostke czasu. Zatem czgsto$é jest po prostu
odwrotno$cia okresu, czyli

1

v=5 (15.1)

Jednostka czestosci w ukladzie SI, jest jeden cykl na sekundg albo jeden herc (Hz)*. Po-
lozeniem réwnowagi w ruchu drgajacym nazywamy poloZenie, w ktérym na punkt ma-
terialny nie dziata sita wypadkowa. Przemieszczenie (wychylenie) (liniowe albo katowe)
jest to odlegtos¢ (liniowa albo katowa) drgajacego punktu materialnego od polozZenia
réwnowagi w dowolnej chwili.

Skoncentrujmy nasza uwage na punkcie materialnym oscylujacym tam i z powrotem
wzdhuz linii prostej pomigdzy ustalonymi punktami. Jego przemieszczenie X zmienia si¢
okresowo, zaréwno co do wartosci, jak i kierunku. Jego predko$é v i przyspieszenie a takze
zmieniaja si¢ okresowo co do wartosci i kierunku. Biorac pod uwage zalezno$é F = ma,
réwniez sila F dzialajaca na punkt materialny zmienia si¢ okresowo.

Sily zwigzane z ruchem harmonicznym sa najbardziej ogolnym rodzajem sit, jakie dotychczas omawia-
lismy. W poprzednich rozdzialach mieliémy do czynienia tylko ze stalymi silami (i przyspieszeniami).
Pozniej, kiedy rozwazali$my sity zmienne w czasie, badali$my silg (a takze i przyspieszenie), ktéra zmieniata

L 4‘@ | x
X2 o X C X,
=
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<}= F(=ma)
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Rys. 15-1. (a) Punkt materialny o masie m porusza si¢
ruchem harmonicznym pomiedzy punktami x; i x,.
Punkt O jest polozeniem réwnowagi. (b) Energia po-
tencjalna punktu materialnego jako funkcja polozenia.
Na punkt materialny odlegly o x od polozenia rownowagi
dziata sita F = —dU/dx. (c) Sila dzialajaca na punkt
materialny jako funkcja polozenia x; sita jest zwrécona
do polozenia rOwnowagi

* Jednostka czestosci pochodzi od nazwiska Heinricha Hertza (1857—1894), ktorego prace w dzie-
dzinie elektromagnetyzmu dostarczyly eksperymentalnego potwierdzenia istnienia fal elektromagnetycz-
nych przewidzianych przez Maxwella.
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sie co do kierunku, ale zachowywala stala warto$¢ bezwzglgdna (sita doSrodkowa z paragrafu 6-3), oraz
sile (a takze przyspieszenie), ktora zmieniala si¢ co do wartosci bezwzglednej, ale byla stala co do kierunku
(sila zderzeniowa z paragrafu 10-1). Teraz w ruchu harmonicznym sita i przyspieszenie zmieniaja sie za-
réwno co do kierunku, jak i co do wartosci bezwzglednej.

Bioragc pod uwage energie¢ mozemy powiedzie¢, Zze punkt materialny podlegajacy ru-
chowi harmonicznemu przechodzi tam i z powrotem przez punkt (potoZenie rownowagi),
w ktérym jego energia potencjalna osiaga warto$¢ minimalng. Dobrym przykladem tego
jest wahadto, ktdre osiaga najmniejsza energi¢ potencjalna, kiedy znajduje si¢ w najnizszym
potozeniu, tj. w potozeniu réwnowagi. Na rysunku 15-1a widzimy ogélny przypadek punktu
materialnego oscylujacego pomig¢dzy punktami granicznymi x, i x,, przy czym potozeniem
réwnowagi jest punkt O. Rysunek 15-1b przedstawia odpowiadajaca temu ruchowi krzywa
energii potencjalnej, ktéra ma warto$¢ minimalng w tym potoZeniu. Sita dzialajaca na
punkt materialny w dowolnym jego potozeniu daje si¢ okresli¢ z funkcji energii potencjal-
nej przy pomocy réwnania (8-7) ‘

F = —dU/dx. 87

Wykres tej funkcji przedstawia rys. 15-1c. Sita dzialajaca na punkt materialny przyjmuje
wartoé¢ zero w polozeniu réwnowagi O; skierowana jest ona na prawo (tzn. ma warto$é
dodatnia), gdy punkt materialny znajduje si¢ na lewo od punktu O, i skierowana jest w
lewo (tzn. ma warto$¢ ujemna), gdy punkt materialny lezy na prawo od punktu O. Jest to
sita przywracajqca réwnowage uktadu, poniewaz zawsze dziala tak, aby nada¢ punktowi
materialnemu przyspieszenie w kierunku potozenia réwnowagi. Zatem w ruchu harmo-
nicznym polozenie ré6wnowagi jest zawsze polozeniem réwnowagi trwalej. Calkowita energia
mechaniczna E drgajacego punktu materialnego jest suma jego energii kinetycznej i po-
tencjalnej, czyli

E=K+U, (15-2)

gdzie E pozostaje stale, jezeli nie dzialajg sily niezachowawcze, takie jak sila tarcia. Na
rysunku 15-2 widzimy wykres wartosci catkowitej energii dla ruchu z rys. 15-1. Zwrdtcie
uwage, w jaki sposéb pokazano, ze réwnanie (15-2) jest spelnione dla pewnego typowego
poloZenia punktu materialnego. Punkt materialny nie moze wyjs¢ poza granice x;, X,,
poniewaz poza tymi granicami warto$¢ U przewyZsza energi¢ catkowita E. Wymagaloby
to, zgodnie z réwnaniem (15-2), ujemne;j energii kinetycznej, co jest fizyczna niemozli-
woscia.

U(x)
K E /
P AN
! K )Y
| |
{ E E |
. U : Rys. 15-2. Catkowita energia mechaniczna E dla ruchu z rys.
P! ' l ! . 151 Przy zmniejszeniu calkowitej energii mechanicznej drga-
x2x2" 0 IR jacego punktu do wartosci E’, granice wychylefi zmniejszaja si¢
do x; i x;
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W danym obszarze, tj. dla danej funkcji U(x), drgajacy punkt materialny moze przyj-
mowadé rézne wartosci calkowitej energii. Zalezy to od tego, w jaki sposob zostal on wpra-
wiony w ruch. Oznacza to, ze calkowita energia moze przyjmowa¢ na przyktad wartos¢ E’
zamijast E; w tym przypadku granicznymi potozeniami czastki bylyby punkty x; i x3,
a nie x; i x, (patrz rys. 15-2).

15-2. Oscylator harmoniczny prosty

Rozwazmy oscylujacy punkt materialny przedstawiony na rys. 15-3a. Punkt materialny
porusza si¢ tam i z powrotem wokol poloZenia rownowagi. Funkcja energii potencjalnej
zthienia si¢ z kwadratem wychylenia x w nastgpujacy sposob

U(x) = }kx?, (15-3)
gdzie k jest wielkoscia stala (rys. 15-3b). Sila dzialajaca na punkt materialny, zgodnie
Z réwnaniem (8-7), wynosi

aw _ d(3kx?) _

F(x) = ——— = —kx. 15-4
(x) dx dx (15-4)
a)
] PR !
-x [0} m +x x
U(x) b)
\ . /
| |
-Xx1 (¢] %?l +x ¥
Rys. 15-3. (a) Punkt materialny o masie m
F(x) porusza sie ruchem harmonicznym prostym
c) migdzy punktami +x; i —x;. Punkt O jest
polozeniem réwnowagi. (b) Energia potencjalna
1 w ] x  U(x) i calkowita energia mechaniczna E. (c) Sila
- o x> +x1 dzialajaca na punkt materialny. Nalezy uwaznie
poréwnaé ten rysunek z rysunkiem 15-1 przed-
stawiajacym ogolny przypadek ruchu harmo-

nicznego

Zmiany tej sily ilustruje rys. 15-3c. Oscylujacy w ten sposob punkt materialny nosi nazwe
prostego oscylatora harmonicznego, a jego ruch nazywamy ruchem harmonicznym prostym.
W ruchu takim, jak widzimy z réwnania (15-3), energia potencjalna zmienia si¢ jak kwadrat
przemieszczenia, a sita dzialajaca na punkt jest proporcjonalna do przemieszczenia, lecz
ma kierunek przeciwny (rys. 15-4). W ruchu harmonicznym prostym granice wychylen sa
jednakowe po obydwu stronach polozenia réwnowagi. Dla bardziej ogélnego ruchu to
stwierdzenie nie jest prawdziwe, jak to widzimy na podstawie rys. 15-1, na ktérym przed-
stawiony jest rowniez ruch harmoniczny, ale nie prosty ruch harmoniczny. Warto$¢ bez-
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wzgledna maksymalnego przemieszczenia, tzn. warto$¢ x; z rys. 15-3, nazywamy amplitudy
ruchu harmonicznego prostego.

Yatwo zauwazy¢, ze réwnanie (15-3) U(x) = 31kx? jest to wyrazenie na energi¢ po-
tencjalng ,,idealnej sprezyny”’ $ci$nigtej albo rozciagnigtej o dtugosé x (patrz paragraf 8-4),
W tym samym paragrafie zdefiniowaliSmy idealng sprezyne jako taka, dla ktore;j sita po-
wodujaca rozciaganie albo $ciskanie wyraza si¢ zalezno$cia F(x) = — kx (patrz rownanie
15-4), gdzie k jest stalym wspolczynnikiem charakteryzujacym sprezystosé, nazywanym
wspdlczynnikiem sprezystosci lub stalq sprezystosci.

a) rozciagnigta

Rys. 15-4. Prosty oscylator harmoniczny. W kaz-
dym z trzech przypadkéw przedstawiona jest
sifa, z jaka sprezyna dziala na mas¢ m. Cialo
§lizga si¢ po doskonale gladkim, poziomym stole

Stad ciato o masie m przyczepione do idealnej sprezyny o wspolczynniku sprezystosci k
i mogace si¢ swobodnie porusza¢ po doskonale gladkiej poziomej powierzchni, jest przykta-
dem prostego oscylatora harmonicznego (patrz rys. 15-4). Zwracamy uwage, Ze istnieje
polozenie (tj. polozenie rownowagi; patrz rys. 15-4b), w ktérym spre¢zyna nie dziala zadng
sita na cialo. Jezeli cialo jest przesunigte na prawo (tak jak na rys. 15-4a), to sprezyna od-
dziatywa na ciato sila skierowana w lewo i wynoszaca F = —kx. Jezeli cialo jest prze-
sunigte na lewo (tak jak na rys. 15-4c), to sila dziala na prawo i wynosi takze F = —kx.
W tym przypadku jest to sila przywracajqca réwnowage ukladowi. Ruch drgajacej masy jest
ruchem harmonicznym prostym.

Zastosujmy druga zasad¢ Newtona, F = ma, do ruchu przedstawionego na rys. 15-4,
Na miejsce sity podstawiamy —kx z réwnania (15-4), a na miejsce przyspieszenia a —
druga pochodna przemieszczenia wzgledem czasu, d2x/d¢?(= dv/dt). W ten sposob otrzy-
mujemy

d2x
—kx = m—&—t—z——
albo inaczej
2
ij + —knTx = 0. (15-5)

W skiad tego réwnania wchodzi pochodna, nazywamy je wiec réwnaniem rézniczkowym.
Aby je rozwiazaé, nalezy znalezé taka zalezno$¢ przemieszczenia x od czasu ¢, aby réwnanie
(15-5) bylo spetnione. Kiedy znamy zalezno$¢ x od czasu, znamy ruch punktu material-
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nego. Dlatego tez réwnanie (15-5) nazywamy réwnaniem ruchu oscylatora harmonicznego
prostego. Réwnania tego typu bedziemy rozwiazywaé szczegélowo w nastgpnym pa-
ragrafie.

Zagadnienie prostego oscylatora harmonicznego jest wazne z dwéch powodéw. Po
pierwsze, drgania mechaniczne o malej amplitudzie mozna sprowadzi¢ do drgad harmo-
nicznych prostych albo do kombinacji tych drgaf. Innymi stowy, jezeli rozwazamy dosta-
tecznie maty odcinek krzywej przedstawiajacej site przywracajaca réwnowage (rys. 15-1c)
(w poblizu punktu O), to staje sic on dowolnie bliski odcinkowi linii prostej, a to,
zgodnie z rys. 15-3c, jest charakterystyczne dla ruchu harmonicznego prostego. Z drugiej
strony krzywa energii potencjalnej z rys. 15-1b dla ogélnego ruchu drgajacego sprowadza
si¢ do krzywej z rys. 15-3b dla oscylatora harmonicznego prostego. Dzieje si¢ tak wtedy,
gdy amplituda drgan wzgledem poloZenia réwnowagi O jest dostatecznie mala.

Po drugie, z réwnaniami typu (15-5) spotykamy si¢ przy rozpatrywaniu najréznorod-
niejszych zagadnieti fizycznych, w akustyce, w optyce, w mechanice, w obwodach elektrycz-
nych, a nawet w fizyce atomowej. Prosty oscylator harmoniczny ilustruje wlasciwosci
charakterystyczne dla wielu rodzajéw ukladéw fizycznych.

Réwnanie (15-4) (F = —kx) jest zaleZnosciag empiryczna znana jako prawo Hooke’a.
Jest to specjalny przypadek bardziej ogdlnej zaleznosci dotyczacej deformacji cial sprezys-
tych, odkrytej przez Roberta Hooke’a (1635-1703)*. Prawo to dotyczy sprezyn i innych
cial sprezystych pod warunkiem, 2e deformacja nie jest za duza. JeZeli deformacja ciala
stalego przekracza pewna granicg, zwang granicq sprezystosci, nie wréci ono do swego

15-10%-
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Rys. 15-5. Typowa zalezno§¢ miedzy sila F rozciagajaca pret aluminiowy i wydhuZeniem preta pod wply-
wem naprezenia. Probka miala dtugo$¢ 30 cm i przekr6j 6 cm2. Znana zalezno$é F = kx mozemy stoso-
wa¢ tylko dla odcinka Oa, bowiem dla dalszej czesci krzywej nachylenie linii nie jest stale, lecz zmienia si¢
i zalezy nieliniowo od x. Po przekroczeniu punktu b (granica sprezystosci) probka nie wraca do swej po-
czatkowej dlugosci po usunieciu sily rozciagajacej. Na odcinku bb’ wydhluzenie ro$nie nawet woéwczas,
gdy sila rozciagajaca jest stala; material zaczyna plynaé jak ciecz. Nie mozna osiagnaé wigkszego wydtu-
Zenia niz to, ktére odpowiada punktowi c. Dalsze wydtuzenie powoduje rozerwanie probki. Sila rozcig-
gajaca jest robwna co do wartoéci sile przywracajacej rownowage. Dlatego pominieto znak (—) w réw-
naniu F = kx

* Hooke podat po raz pierwszy swoje prawo w 1676 r. w postaci lacifiskiego kryptogramu ceiiinosssttuv,
ktéry rozszyfrowal w dwa lata p6zniej jako ut tensio sic vis, a ktéry mozemy przettumaczy¢ jako: napre-
Zenie jest proporcjonalne do sily.
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poprzedniego ksztaltu po ustaniu dzialania sity odksztalcajacej (rys. 15-5). Prawo Hooke’a
obowiazuje prawie do granicy sprezystosci, dla wielu powszechnie uzywanych materialéw.
Zakres stosowanych sil, w ktorym obowiazuje prawo Hooke’a, nazywamy obszarem pro-
porcjonalnosci. Przy odksztalceniach przekraczajacych granicg sprezystosci, dziatajacych
sit nie mozemy okresli¢ za pomoca funkcji energii potencjalnej. W tych przypadkach sita
zalezy od wielu czynnikéw, takich jak czas deformacji i rodzaj obrébki materiatu.

Zauwazmy, ze funkcje opisujace sil¢ przywracajaca réwnowage i energie potencjalng
prostego oscylatora harmonicznego sa takie same, jak odpowiednie funkcje dla ciata
sprezystego zdeformowanego jednowymiarowo, w obszarze proporcjonalnosci. Odksztal-
cone i puszczone swobodnie ciato sprezyste bedzie drga¢ podobnie jak oscylator harmo-
niczny. Innymi stowy, dopdki amplituda jest tak mata, Ze nie przekracza granicy sprezys of-
ci, drgania mechaniczne maja ten sam charakter co drgania oscylatora harmonicznego,
Mozna tatwo uogolni¢ te rozwazania i pokazaé, ze dowolne zagadnienie drgafi mecha-
nicznych o matych amplitudach w przestrzeni tréjwymiarowej sprowadza si¢ do odpo-
wiedniej kombinacji prostych oscylatoré6w harmonicznych.

Drgajace struny albo membrany, drgania akustyczne lub elektryczne we wnekach
rezonansowych czy tez drgania atoméw w sieciach krystalicznych, mozna opisaé¢ za po-
mocg tego samego aparatu matematycznego co uklad oscylatoré6w harmonicznych. Ta
analogia pozwala z powodzeniem stosowa¢ metody rozwigzywania zadan opracowane dla
jednych dziatéw w innych dzialach.

15-3. Ruch harmoniczny prosty

Rozwiazmy réwnanie ruchu prostego oscylatora harmonicznego

dx  k

T + = 0. (15-6)
Przypominamy, ze kazdy uklad o masie m, na ktéry dziala sita F = —kx, podlega temu
réwnaniu. W przypadku sprezyny wspélczynnik proporcjonalnosci k jest jej wspotczyn-
nikiem sprezystosci. Okresla on sztywnos$¢ sprezyny. W innych ukladach drgajacych moze
on okresla¢ inne cechy fizyczne ukladu, jak zobaczymy pézniej. Uklad masa-sprezyna
bedzie naszym prototypem oscylatora.

Roéwnanie (15-6) jest rownaniem rézniczkowym. Jest to zwigzek miedzy funkcja czasu
x(¢) i jej druga pochodng wzgledem czasu d2x/d¢2. Aby znaleZé potozenie czastki jako
funkcje czasu, musimy znalezé funkcje x(¢), ktéra ten zwiazek spetnia.

Réwnanie (15-6) przepisujemy w postaci

2
in = - —:Tx. (15-7
Rozwiazaniem tego réwnania musi by¢ pewna funkcja x(¢), ktérej druga pochodna réwna
si¢ jej samej ze znakiem przeciwnym i ze stalym wspoétczynnikiem k/m. Z rachunku réznicz-
kowego wiemy, Ze taka wlasnoé¢ ma funkcja sinus i cosinus*. Na przyktad

2

. d .
—CO0St = —siInt ——5-C0St = — —sint = —cost.
dt * de? dt

* Ruch harmoniczny jest nie tylko okresowy, lecz takze ograniczony. Tylko funkcje sinus i cosinus
albo ich kombinacje maja obydwie te wlasciwosci.
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Wiaéciwo$é ta zostaje zachowana, jezeli funkcj¢ t¢ pomnoZymy przez staly czynnik A.
Biorac pod uwage, ze funkcja sinus ma wymagane wlasciwosci i ze réwnanie (15-7) zawiera
staly czynnik, napiszmy rozwiazanie prébne w postaci

x = Acos(wt+ ). (15-8)
Poniewaz
cos(wt+ @) = cospcoswt —singsinwt = acoswt+bsinwt,

stala ¢ pozwala nam otrzymaé rozwigzania zawierajace dowolne kombinacje funkcji
sinus i cosinus. W wyniku tego réwnanie (15-8), z nieznanymi (jeszcze) stalymi 4, w i ¢,
jest najbardziej ogélnym rozwiazaniem réwnania (15-7). Aby okresli¢ stale w rozwiazaniu
ogélnym (15-8) i uzyskaé pelne rozwiazanie réwnania (15-7), rézniczkujemy dwukrotnie
wzgledem czasu réwnanie (15-8). Otrzymujemy

—(31—’: = —wAsin(wt+ @)
oraz

2

?it: = —w?Acos(wt +¢).

Po podstawieniu tego do réwnania (15-7) otrzymujemy

k
~w?Acos(wt+¢) = ——’;Acos(wt-i-tp).
Jezeli zatem przyjmiemy, Ze

w? = i_’ (15-9)
m
to
x = Acos(wt+¢)

jest rozwiazaniem réwnania oscylatora harmonicznego prostego.

Stale 4 i @ pozostaja w dalszym ciagu nieokre$lone i moga przyjmowaé zupetnie do-
wolne wartosci. Znaczy to, ze funkcja x z dowolnie wybranymi 4 i ¢ spelnia réwnanie
(15-7), co fizycznie odpowiada wielkiej réznorodnosci mozliwych ruchéw oscylatora.
Jest to charakterystyczna wiasciwos¢ rézniczkowego réwnania ruchu, ktére nie opisuje
jednego szczegblnego ruchu, lecz cata klasg albo rodzing ruchéw majacych pewne cechy
wspélne, a réznigcych si¢ tylko pod pewnymi wzgledami. W tym przypadku w jest wspSlne
dla danej grupy ruch6w drgajacych, a ¢ i 4 moga réznié si¢ migdzy soba. Zobaczymy p6z-
niej, ze A i g okreslamy dla danego szczeg6lnego ruchu z warunkéw, w jakich ten ruch sie
rozpoczat.

Przejdzmy do oméwienia fizycznego znaczenia stalej w. Jezeli w réwnaniu (15-8)
zwigkszy¢ czas ¢t o 2xm/w, to funkcja x przyjmie postaé:

x = Acos[w(t+27/w)+ @] = Acos(wt+2n+ @) = Acos(wt+ ).

Widzimy, ze funkcja ta po czasie 2n/w przyjmuje swoja poprzednia warto§¢. Zatem 27/w
jest okresem ruchu T. Poniewaz w? = k/m, mamy

(0]
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Wszystkie ruchy opisane réwnaniem (15-7) maja ten sam okres drgan, zalezny tylko od
masy m drgajacego punktu materialnego i wspdiczynnika sprezystosci k. Czgstoscig »
oscylatora nazywamy liczb¢ pelnych drgan na jednostke czasu:

pe— =2 /X, (15-11)

Zatem
w =2t = —. (15-12)

Wielko$é w nazywamy czestosciq kolowq (lub czestosciq kqtowq) ; 18zni si¢ ona od czgstosci
o czynnik 27. Wymiarem czgsto$ci kotowej jest odwrotnosé czasu (tak samo jak dla pred-
kosci katowej), a jej jednostka jest radian na sekund¢. Geometryczne znaczenie czgstosci
kotowej podamy w paragrafie 15-6.

Stala A ma proste znaczenie fizyczne. Funkcja cosinus przyjmuje wartosci od —1 do
+ 1. Wychylenie x z polozenia réwnowagi x = 0 osiaga warto$¢ maksymalng réwna wiasnie
stalej A. Zatem A (= Xmax) jest amplitudq ruchu. Nasze réwnanie rézniczkowe nie ustala
wartoéci A4, stad ruchy opisane przez dane réwnanie maja rézne amplitudy, a ten sam
okres i czestosé. Okres prostego ruchu harmonicznego nie zalezy od amplitudy ruchu.

Wielko$é (wt+ ¢) nazywamy fazq ruchu, przy czym ¢ jest fazq poczatkowq (stalq fa-
zowq). Dwa ruchy moga mie¢ te same amplitudy i czgstosci, lecz rézne fazy. Jezeli np.
p=—=/2, to

x = Acos(wt+¢) = Acos(wt—90°) = Asinwt,

czyli przemieszczenie jest zerowe w chwili ¢ = 0. Jezeli ¢ = 0, przemieszczenie x = Acoswt
osiaga maksimum w chwili # = 0. Inne stale fazowe daja posrednie wartosci przemieszcze-
nia poczatkowego. Amplituda 4 i faza poczatkowa ¢ drgan zaleza od poczatkowego po-
lozenia i predkosci punktu materialnego. Te dwa warunki poczatkowe pozwalaja okresli¢
dokladnie 4 i p*. Czastka raz wprawiona w ruch bedzie drga¢ ze stala amplituda, czes-
toscia i stata fazowa tak dlugo, jak dlugo inne sily nie podziataja na uklad.

Na rysunku 15-6 przedstawiliémy wychylenie x jako funkcj¢ czasu ¢ dla réznych pros-
tych ruchéw harmonicznych (podane sa trzy przypadki). Na rysunku 15-6a przypadki
Ii I maja te same amplitudy i czgstosci, ale ich fazy réznig si¢ o ¢ = /4 czyli 45°. Na ry-
sunku 15-6b przypadki I i III maja t¢ sama czestos¢ i fazg, lecz ich amplitudy réznig sig
o czynnik 2. Na rysunku 15-6¢ przypadki I i IV maja te same amplitudy i fazy, a ich
czestosci réZnig si¢ o czynnik } albo okresy o czynnik 2. Czytelnik powinien starannie
przypatrzy¢ si¢ tym przykladom, aby przyswoi¢ sobie terminologi¢ ruchu harmonicznego
prostego.

Druga charakterystyczna cecha prostego ruchu harmonicznego jest zalezno$¢ migdzy
przemieszczeniem, predkoscia i przyspieszeniem drgajacego punktu materialnego. Poréw-
najmy te wartoéci dla typowego ruchu, ktérym jest przypadek I z rys. 15-6. Na rysunku
15-7 przedstawiamy oddzielnie przemieszczenie x w zaleznosci od czasu ¢, predkos

* Do stalej fazowej mozemy dodaé dowolng wielokrotnoéé kata 2w, czyli 360° i rownanie zawierajace
ja bedzie w dalszym ciagu opisywalo ten sam ruch.
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Rys. 15-7, Zalezno$¢ miedzy przyspieszeniem,
predkoécia i przemieszczeniem w prostym ruchu
harmonicznym, Stala fazowa ¢ réwna sie zeru,
poniewaz przemieszczenie jest maksymalne w
chwili ¢ = 0; patrz réwnanie (15-8)

23 D. Halliday, Fizyka t. 1

Rys. 15-6. Rozne rozwigzania réwnania oscyla-
tora harmonicznego. (a) Obydwa rozwigzania
maja taka sama amplitude i okres, lecz roznia si¢
fazami o 45°. (b) Taki sam okres i faza, lecz
amplitudy réznig si¢ o czynnik 2. (¢) Taka sa-
ma faza i amplituda, lecz okresy réznia sie
o czynnik 2

przemieszczenie,
x

€
S
T

~<

predkos¢,
dx/dt

<

przyspieszenie,
d2x/dt?
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o = dx/dt oraz przyspieszenie a = dv/dt = dx/dt?, réwniez jako funkcje czasu t. Krzywe
te okreslone s3 réwnaniami
x = Acos(wt+9),

dx .
0 = T —wAsin(wt+ @), (15-13)
_dv 2
=g ="° Acos(wt+ ).

Sporzadzajac wykresy tych réwnan przyjelismy, ze ¢ = 0. Aby ulatwi¢ poréwnanie
tych trzech krzywych, nie zaznaczono na rysunku jednostek i skal. Zauwazmy ze [patrz
réwn. (15-13)] maksymalne przemieszczenie réwna si¢ 4, maksymalna predkos¢ wA,
a maksymalne przyspieszenie w?4.

Przy maksymalnym wychyleniu w obydwu kierunkach prgdkos¢ réwna si¢ zeru, po-
niewaz musi wtedy zmieni¢ kierunek. Przyspieszenie w takiej chwili, podobnie jak sila
przywracajaca rownowage, osiaga warto$¢ maksymalna, lecz jest skierowane przeciwnie do
przemieszczenia. Kiedy wychylenie jest zerowe, predko$é punktu materialnego osiaga maksi-
mum, a przyspieszenie znika, tak jak to si¢ dzieje z sila przywracajaca réOwnowage. Pred-
koéé wzrasta w miarg zblizania si¢ punktu materialnego do potozenia réwnowagi i maleje
w miarg zblizania si¢ do maksymalnego wychylenia, podobnie jak dla cigzarka wahadta.

Na rysunku 15-8 przedstawione sa chwilowe wartosci x, v i a dla drgajacego punktu
materialnego przytwierdzonego do kotica sprezyny, w kolejnych czterech chwilach czasu.

P \

TUTTOTD s
l
% // |
\—:—a;:‘f-kx g EE
v=0 x —p

F
x
a

\ x=-=A

\
N |

‘6?)7)“0‘0’0“0“07)

I

0,

0! \
:o| N\
|

|

\

A

. SN
Rys. 15-8. Sila dzialajaca na mas¢ m, przyspieszenie, predko$¢ i przemieszczenie masy m poruszajacej sig
ruchem harmonicznym prostym. Poréwna¢ z rys. 15-7
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15-4. Energia w prostym ruchu harmonicznym

Z réwnania (15-2) wynika, 2e dla ruchu harmonicznego, wiaczajac w to ruch harmo-
niczny prosty, w ktérym nie wystepuja Zadne sily rozpraszajace, catkowita energia mecha-
niczna E (= K+ U) jest zachowana (pozostaje stala). Zajmiemy si¢ teraz dokladniej energia
catkowita w ruchu harmonicznym prostym. Przemieszczenie w tym ruchu dane jest za-
leznoscia

x = Acos(wt+¢). (15-8)
Energia potencjalna U w kazdej chwili wyraZa si¢ zaleznoscia
U = }kx? = $kA%cos*(wt+¢). (15-14)

Maksymalna warto$¢ energii potencjalnej wynosi 4kA2. Podczas ruchu energia po-
tencjalna zmienia si¢ od zera do wartosci maksymalnej, jak to widzimy na rys. 15-9a
i 15-9b.
Energia kinetyczna K w kazdej chwili réwna si¢ 4 mv2. Stosujac zaleznosci
dx

V== —owdsin(wt+¢), o

2

L3
m

otrzymujemy
K = 1mv? = Imw?A4%sin*(wt+ ¢) = 1kA%sin?(wt+@). (15-15)

VA NA Tauire K 4 U = Kyax = Unax=5 hA’=E

energla
=—
— —T

AU A L N
\ \ !

/ \ AN ANANY

0 VARN: t ;

T‘& = Unax =5 A*=E

8 %
\ g o
\ o/
[\ 7\
\ 4
[\ 7\
' \ / \
[ N \
~ - b
-A 0 x )
Rys. 15-9. Energia prostego oscylatora harmonicznego. (a) Energia potencjalna (— — —), energia ki-
netyczna (— - —) i energia catkowita (— — —) jako funkcje czasu. (b) Energia potencjalna, kinetyczna

i catkowita jako funkcje wychylenia wzgledem polozenia réownowagi. Por6wnaé z rys. 8-4
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Maksymalna warto$¢ energii kinetycznej wynosi zatem 4 k42 albo Im(wA)?, co zgadza si¢
z podana poprzednio maksymalng wartoscia predko$ci w4. Podczas ruchu energia kine-
tyczna przyjmuje wartosci od zera do wartosci maksymalnej, co przedstawiaja krzywe
na rys. 15-9a i 15-9b.
Calkowita energia mechaniczna jest suma energii kinetycznej i potencjalnej. Korzysta-
jac z réwnan (15-14) i (15-15) otrzymujemy
E = K+ U = 3 kA%in?(wt+ @)+ kA%cos*(wt+¢) = 1 kA% (15-16)

Widzimy, ze catkowita energia mechaniczna jest stala, jak tego oczekiwali$my, a jej war-
to$¢ wynosi 4 k42. Przy maksymalnym wychyleniu energia kinetyczna réwna si¢ zeru,
a energia potencjalna osigga maksimum, czyli $k4>. Natomiast w potoZeniu réwnowagi
energia potencjalna réwna si¢ zeru, a pozostaje tylko energia kinetyczna o wartosci 3 k42,
Przy posrednich poloZeniach energia kinetyczna i potencjalna zmieniajq si¢ tak, 2e ich suma
jest zawsze réwna $kA>2. Ta stala warto$¢ energii catkowitej jest przedstawiona na rys.
15-9a i 15-9b. Calkowita energia punktu materialnego poruszajqcego si¢ ruchem harmo-
nicznym prostym jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy tego ruchu. Z rysunku 15-9a
widaé wyraznie, Ze Srednia energia kinetyczna ruchu w czasie jednego okresu jest dokladnie
réwna Sredniej energii potencjalnej w tym samym czasie i kazda z tych $rednich energii
réwna si¢ kA2
Réwnanie (15-16) mozemy napisaé w zupelnie ogélnej postaci:

K+U = 3mv?+3kx? = 1kA>. (15-17)
Z zaleznosci tej otrzymujemy: v? = (k/m)(4%—x?) albo
_dx k 2 2
- Y (1518

skad widaé wyraZnie, 2¢ maksimum predkosci przypada w polozeniu réwnowagi x = 0,
a warto$¢ zerowa przy wychyleniu maksymalnym x = 4. Rzeczywiscie, na podstawie
zasady zachowania energii, czyli réwnania (15-17) (w ktérym $kA? = E), i po scatkowa-
niu réwnania (15-18) otrzymujemy przemieszczenie jako funkcj¢ czasu. Uzyskane wyniki
sg identyczne z réwnaniem (15-8), ktére wyprowadzili$my z rézniczkowego réwnania ruchu
(15-6) (patrz zadanie 29).

Wplyw sit hamujacych ruch oméwimy w paragrafie 15-9.

Przyklad 1. Pozioma sprezyna, przedstawiona na rys. 15-4, pod wplywem sily 0,75 kG rozciagngta
si¢ 0 3,0 cm w poréwnaniu z jej stanem swobodnym (réwnowagowym). Nastepnie do jej kofica przycze-
piono cialo o cigzarze 1,5 kG i rozciagnigto ja o 4,0 cm powyzej diugosci rownowagowej. Cialo to lezy
na doskonale gladkiej poziomej powierzchni, po jego puszczeniu obserwujemy wigc ruch harmoniczny
prosty.

(a) Jaki jest wspolczynnik sprezystosci sprezyny?

Sila 0,75 kG dzialajaca na sprezyne powoduje przemieszczenie kofica sprezyny o 0,03 m, stad

F 0,75 kG
= =2 =25kG/m.
x 0,03 m
Dlaczego nie uzywamy tu zaleznosci ze znakiem minus, czyli k = —F[x?
(b) Jaka sila dziala sprezyna na cialo zaraz po jego puszczeniu?
Sprezyna zostala rozciagnigta o 4 cm, czyli o 0,04 m, stad
= —kx = —(25 kG/m)- (0,04 m) = —1 kG.
Znak minus wskazuje, ze sila dzialajaca ma kierunek przeciwny do  przemieszczenia.
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(c) Poda¢ okres drgan ruchu.

_ 1,5/9,81
T = 27:'/-—-2]/ 2% s =049 s.

Odpowiada to czestosci v (= 1/T) = 2,0 Hz i czgstosci kolowej w(= 2nv) = 13 rad/s.

(d) Obliczy¢ amplitude ruchu.

Maksymalne przemieszczenie odpowiada zerowej energii kinetycznej i maksymalnej energii poten-
cjalnej. Wielko§¢ t¢ wyznaczamy wigc z warunku poczatkowego, z ktorego wynika, ze przed puszczeniem
ciala sprezyna byla wydluzona o 4 cm i wlasnie taka bedzie amplituda 4.

(e) Obliczy¢ maksymalna predko$¢ drgajacego ciala.

Z réwnania (15-13), Umex = 04 = 2%[T) A,

Umax = 0,04 m

T 0,51 m/
= 0,51 m/s.

0,49 s s
Drgajace cialo osiaga maksymalng predkos¢ przechodzac przez polozenie rownowagi, gdzie x = 0. Pred-
ko$¢ osiaga wartos¢ 0,51 m/s dwa razy w ciagu jednego okresu; raz —0,51 m/s, kiedy cialo przechodzi
przez punkt x = 0, zaraz po jego puszczeniu, i nastgpnie +0,51 m/s w drodze powrotne;.

(f) Jakie jest maksymalne przyspieszenie ciala?

Z roéwnania (15-13) amax = 024 = (k/m) A,

0,04 m-25 kG/m m

1,5 kG/9,81 m/s®
Maksymalne przyspieszenie wystepuje przy skrajnych wychyleniach, gdzie x = +4 i v = 0. Stad a =
= —64 m/s?dlax = +4 i a= 6,4 m/s®dla x = —A. Przyspieszenie i przemieszczenie sa wzgledem
siebie przeciwnie skierowane.

(g) Obliczyé predkos¢, przyspieszenie, energi¢ kinetyczna i potencjalng ciala, kiedy znajduje sie ono
w polowie drogi miedzy polozeniem poczatkowym a polozeniem réwnowagi.

W punkcie tym

Qmax = B

sz’

x=44=0,02m,
tak ze z réwnania (15-18) mamy

v= ——]/A’—x’ = ———4/004z 0,022 m/s = —0,44 m/s.

0,49

k =5 _ o0 /s* = —3,3 m/s?

=——x=———0,02 m/s? = -3, s2,
T T Tt
1 1,5

K=%m? = .0,44* kGm = 0,015 kGm,
' 2 981

U=3kx? = —2—-25.0,022 kGm = 0,005 kGm.

(h) Obliczyé calkowita energi¢ ukladu drgajacego.

Dzigki temu, ze energia calkowita jest stala podczas ruchu, mozemy znalezé jej warto§é obliczajac
ja w jakim$§ wybranym punkcie. Korzystajac z poprzednich wynikéw otrzymujemy E = K+ U = 0,015+
+ 0,005 kG - m = 0,020 kG- m (cialo w punkcie x+% 4),

E = Upax = $kx3ax = 40,042 kGm = 0,020 kGm
(cialo w punkcie x = A),

115
E = Kna = $ mvlax = ——~.0,51 kGm = 0,020 kGm
s = Fm0n = oot m=

(cialo w punkcie x = 0).
(i) Napisa¢ réwnanie ruchu ciala.
Ogolne réwnanie ma postaé
x = Acos(wt+¢).
Wiemy juz, ze A = 0,04 m. Nalezy jeszcze okredli¢ o i @. Otrzymujemy

2r 2r 13 rad
W= = —— = .
T 049 rad/s
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Po wstawieniu do ogblnego réwnania:
x = 0,04cos(13¢+¢).

W chwili z =0, x = 0,04 m, zatem

x = 0,04cosgp = 0,034,
a stad

¢ = 0 rad.
Ostateczne rownanie ruchu ma postaé
x = 0,04cos13z.

Jest to rownanie ruchu naszego ciala przy zalozeniu, Ze x jest mierzone w metrach, t — w sekundach,
a kat 137 — w radianach.

15-5. Zastosowania ruchu harmonicznego prostego

Rozwazymy tu kilka przykladéw ukladéw fizycznych, ktérych ruch jest ruchem har-
monicznym prostym. Z innymi ukladami b¢dziemy si¢ spotykali od czasu do czasu w dal-
szych partiach podrecznika.

Wahadlo proste. Wahadlo proste jest to wyidealizowane cialo o masie punktowej,
zawieszone na cienkiej, nierozciagliwej nici. Kiedy cialo wytracimy z réwnowagi, zaczyna
si¢ ono waha¢ w plaszczyznie pionowej pod wptywem sity cigzZkosci. Jest to ruch okresowy.
Znajdziemy okres tego ruchu.

Rysunek 15-10 przedstawia wahadlo o dlugosci ! i masie m, odchylone od pionu
o kat 0. Na mas¢ m dziala sila przyciagania grawitacyjnego mg i naprezenie nici T. Jako
osie wspétrzednych przyjmujemy styczna do tuku i przedtuzenie promienia. Site cigzkosci
mg rozkladamy na skladowa radialng mgcos0 i sktadows styczng mgsinf. Skladowa ra-
dialna dostarcza niezbednego przyspieszenia dosrodkowego do utrzymania ruchu po luku

mgcosa\\ Rys. 15-10. Sily dzialajace na wahadlo proste: naprezenie
nici T i cigzar mg masy m. Zaznaczone s wartosci skladowej
stycznej i radialnej sily mg
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okregu. Skladowa styczna jest sila przywracajaca réwnowagg ukfadu i sprowadza mase m
do poloZenia réwnowagi. Sila ta wynosi

F = —mgsin.

Podkreslamy, e sila F nie jest proporcjonalna do przemieszczenia katowego 8, lecz do
sinf. Zatem ruch nie jest prostym ruchem harmonicznym. JeZeli kat 0 jest maly, to sin6
jest bardzo bliskie 6 mierzonemu w radianach*. Przemieszczenie wzdiuz tuku wynosi
x =10 i dla matych katéw ruch jest w przyblizeniu prostoliniowy. Przyjmujac przeto, ze

sinf ~ 0,
otrzymujemy

F= —mgl = —mg% = —%x.
Zatem dla malych przemieszczen sita F jest proporcjonalna do przemieszczenia ze znakiem
przeciwnym. Jest to wlasnie wymagane kryterium dla prostego ruchu harmonicznego.
Stala mg/l okresla stala k w réwnaniu F = —kx. (Nalezy poréwnaé wymiar k i mg/l)

Przy malej amplitudzie okres wahadla prostego wynosi wiec

m m T
T=2n]/7_2n]/m lub T—ZRI/?. (15-19)

Zauwazmy, Ze okres nie zalezy od masy wahadla.
Dla wahafi o wigkszej amplitudzie wzér na okres ma postaé

2
T=2n ]/-:7(1+2i,sin202—”'+zl—zu%-sin‘oT"q-...). (15-20)
0, jest tu maksymalnym katowym przemieszczeniem, a kolejne wyrazy w nawiasie sa coraz mniejsze.
Okres mozna wyliczy¢ z dowolng dokladnoscia urywajac sumowanie nieskoficzonego szeregu na odpo-
wiednim wyrazie. Dla kata 0,, = 15° okres rzeczywisty r6zni sie od okresu otrzymanego z wzoru (15-19)
o niecale 0,5%.

Poniewaz okres wahadla prostego praktycznie nie zalezy od amplitudy, wigc takie wahadlo stosujemy
do mierzenia czasu. Gdy sily hamujace zmniejsza amplitude wahaf, okres pozostanie prawie zupelnie
niezmieniony. Dla wyréwnania strat spowodowanych tarciem do wahadla zegarowego energia dostarczana
jest automatycznie przy pomocy dopowiedniego mechanizmu. Whadlo zegarowe z takim mechanizmem
wynalazl Christian Huygens (1629—1695).

Wahadlo proste jest rowniez wygodnym narzedziem pomiaru przyspieszenia ziemskiego g. Zamiast
wykonywaé do$wiadczenie ze spadkiem swobodnym cial, wystarczy po prostu zmierzyé /i T.

Wahadlo torsyjne. Na rysunku 15-11 przedstawiony jest krazek zawieszony w $rodku
masy. Drut, na ktérym wisi krazek, jest sztywno zamocowany z obydwu stron. W poloze-
niu réwnowagi zaznaczono lini¢ radialng przechodzaca przez punkt P. Jeéli krazek obré-

* Na przyklad:
0 sinf Roinica w %
0° = 0,00000 rad  0,00000 0,00
2° = 0,03491 rad  0,03490 0,03
5° = 0,08727 rad  0,08716 0,24
10° = 0,17453 rad  0,17365 0,50
15° = 0,26180 rad  0,25882 1,14
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cimy w plaszczyznie poziomej do potozenia Q, to drut zostanie skregcony. Wtedy na kraZek
dziata moment sity skrgconego drutu j stara si¢ przywrdci¢ krazek do polozenia P. Moment
ten jest momentem sily przywracajacej réwnowage. Jest on proporcjonalny do wielkosci
skrecenia, czyli do katowego przemieszczenia (prawo Hooke’a), zatem

T = —x0. (15-21)
Stala » zalezy od wlasciwosci drutu, nazywamy ja stalq skrecenia albo momentem kieru-
Jacym. Znak minus wskazuje, Ze¢ moment sily ma zwrot przeciwny niZz przemieszczenie
katowe 6. Réwnanie (15-21) okresla warunki, przy ktérych moze zachodzié¢ kqtowy ruch
harmoniczny prosty.

E ﬂ!‘ sztywne

amocowanie

Rys. 15-11. Wahadlo torsyjne. Linia taczaca $rodek z punktem P oscyluje
<O > hN pomiedzy Q i R, zakreSlajac kat 20,,, gdzie 6, jest (katowa) amplituds
o 20, wahan

Rdéwnanie ruchu dla takiego ukladu ma postaé

dw dz6
=lo=Ig=Tge
a po podstawieniu do réwnania (15-21) otrzymujemy
d20
—x0 = IF,
albo
d20 ®

Widzimy, Ze réwnanie (15-22) dla katowego ruchu harmonicznego prostego jest podobne
do réwnania (15-7) dla liniowego ruchu harmonicznego prostego. Po prostu podstawili§my
wielkosci katowe : przemieszczenie katowe 8 i moment bezwladnosci I na miejsce przemiesz-
czenia liniowego x i masy m. Miejsce stalej k zajat moment kierujacy ». Korzystajac z tej
odpowiednio$ci mozemy napisaé, Ze rozwigzaniem réwnania (15-22) jest proste drganie
harmoniczne we wspodlrzegdnej katowej 0, a mianowicie

0 = Opncos(wt+¢). (153
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0, jest tutaj maksymalnym przemieszczeniem katowym, czyli amplituda drgan. Na rysunku
15-11 przedstawiony jest krazek drgajacy wokol polozenia réwnowagi 6 = 0 (linia OP).
Catkowity kat obrotu wynosi 20,, (od OQ do OR). Okres drgan, przez analogi¢ z réwna-

niem (15-10), wynosi
T= 21:]/ % : (15-24)

Znajac » i mierzac T mozemy wyznaczy¢ moment bezwladnosci drgajacego ciala sztyw-
nego. Natomiast znajac I i mierzac T mamy mozliwos¢ wyznaczenia stalej » dla dowolnego
drutu. Wiele przyrzad6éw laboratoryjnych zawiera w sobie wahadlo torsyjne, np. galwa-
nometry. Wahadlem torsyjnym jest waga Cavendisha (rozdziat 16). Innym przykiadem
katowego ruchu harmonicznego jest ruch balansu w zegarkach; przywracajacy réwnowage
moment sily pochodzi tam od spiralnego wlosa-sprezyny.

Przyklad 2. Cienki pret o masie 0,10 kg i dlugosci 0,10 m zawieszony jest na drucie, ktory prze-
chodzi przez jego §rodek cigzkosci i jest prostopadly do preta. Po skreceniu drutu pret zaczyna drgac.
Okres wahatt wynosi 2,0 s. Kiedy w podobny spos6b zawieszono ciato plaskie o ksztalcie trojkata réwno-
bocznego, okazalo si¢, ze okres wahan wynio6st 6,0 s. Znalez¢é moment bezwladnosci tego trojkata wzgledem
osi obrotu.

Moment bezwladnosci preta wynosi ;’5Ml2 (patrz tablica 12-1).

Zatem
0,1 kg- (0,1 m)?

=8,3:10"5 kg-m?.
12

Ipreta =

Z rownania (15.24) mamy

Tpreta _( Ipreta

1/2 Tiroik 2
ata

= ) lub  Lirsjkata = Iprqta( )

Ttréjkata Itrsikata

Tpreta
tak ze

6,0 s

2
Ttroikata = 8,3+ 1075 kg- m’(—-) =175-10"% kg-m2,
20s

Czy w tym przypadku amplituda wplywa na okres?

Wabhadlo fizyczne. Dowolne cialo sztywne zawieszone tak, Zze mozZe si¢ wahaé dookola
pewnej osi przechodzacej przez to ciato, nazywamy wahadlem fizycznym. Wahadto proste,
czyli pojedynczy punkt materialny zawieszony na niewazkiej nici, jest szczegélnym przy-
padkiem wahadta fizycznego. W rzeczywistosci wszystkie realne wahadla sa wahadtami
fizycznymi.

Dla wygody przyjmijmy, ze nasze wahadlo jest cialem plaskim, wycigtym na przyklad
ze sklejki przy pomocy pily wltosowej, i zalézmy, Ze 0§ oscylacji jest prostopadia do po-
wierzchni tego ciala. Robiac takie ograniczenia nie tracimy niczego istotnego.

Na rysunku 15-12 przedstawione jest cialo o nieregularnym ksztalcie, ktére moze si¢
obracaé¢ bez tarcia dookola poziomej osi przechodzacej przez punkt P. Zostato ono od-
chylone od polozenia réwnowagi o kat 6. PoloZeniem réwnowagi jest takie polozenie,
w ktérym srodek masy ciala C lezy na linii pionowej przechodzacej przez P. Odlegtosé
migdzy osig obrotu przechodzaca przez punkt P a $rodkiem masy C oznaczamy przez d,
a moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu przez I. Masa ciala wynosi M. Przywraca-
jacy réwnowage moment sity przy katowym przemieszczeniu 6 réwna si¢

T = —Mgdsin0;
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pochodzi on od skladowej stycznej sily cigzkosci. Poniewaz 7 jest proporcjonalne do
sinf, a nie do 6 wigc, w ogdlnosci, nie jest tu spetniony warunek konieczny do tego, zeby
ruch byl ruchem harmonicznym prostym. Jednak2e dla matych wychylen zaleznosé sin6 20,
jak poprzednio, jest dobrym przyblizeniem. Zatem dla malych amplitud
T=—Mgdd albo t= —ul,
gdzie
x = Mgd.

Rys. 15-12. Plaskie wahadlo fizyczne o $rodku masy C za-
wieszone w punkcie P. Odchylenie jest okre$lone przez kat 6
zawarty mi¢dzy pionem a odcinkiem d (kiedy C lezy dokladnie
pod P, wahadlo jest w stanie rOwnowagi). Ciezar wahadia Mg
dostarcza momentu sily przywracajacego réwnowage

Lecz
d26
T=Iaz—=1d,
tak Ze
d26 T _
a2 1 T

Stad, okres drgan wahadtla fizycznego przy malych amplitudach wychylenia wynosi

va -
= = - 15-
T 27:'/% zn]/Mgd (15:29)

Przy wyzszych amplitudach wahadlo fizyczne zachowuje ruch okresowy, lecz nie jest to
juz prosty ruch harmoniczny.

Podkreslamy, Ze rozwazanie nasze dotyczy obiektu o dowolnym ksztalcie, zawieszonego
na dowolnej osi. Jako przypadek szczegélny rozwazmy punktowa mas¢ m zawieszona na
niewazkiej nici o dlugoéci /. Wéwczas

I=ml?, M=m, d=I,
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tak ze

T=2rn ——2 l/

a zatem jest to okres wahadla prostego przy malych amplitudach. Wahadto fizyczne czesto
stosuje si¢ przy dokladnych pomiarach g.

Z réwnania (15-25) mozemy otrzymaé¢ moment bezwladno$ci w postaci

I= T*Mgd 15-2
T 4mr (15-26)

Wszystkie wielkosci po prawej stronie réwnania daja si¢ bezposrednio zmierzyé. Srodek masy znajdujemy
sposobem przedstawionym na rys. 14-4. Moment bezwladnosci wzglgdem osi obrotu (inne niz o§ przecho-
dzaca przez $rodek masy) dla ciala o dowolnym ksztalcie mozna wigc okre$li¢ zawieszajac je jako whadlo
fizyczne na tej osi.

Przylad 3. Znalez¢ dlugo$¢ wahadla prostego, ktorego okres jest rowny okresowi danego wahadla
fizycznego.

Poréwnujac ze soba okresy wahadel fizycznego i prostego otrzymujemy

T= 2n'/—=2n'l/ Med

I
. 1527
I=a (1527)

Jesli interesuje nas tylko okres wahafi, to mase¢ wahadla fizycznego mozna uwazaé za skoncentrowana
w punkcie odleglym od osi obrotu o / = I/Md. Punkt ten nazywamy Srodkiem wahan wahadla fizycznego.
Podkre§lamy, ze polozenie tego $rodka zalezy od wyboru osi obrotu dla danego ciala.

albo

Przyklad 4. Krazek jest zawieszony w punkcie lezacym na jego obwodzie (rys. 15-13). Znalez¢ okres
matych drgan i poda¢ dlugoé¢ rownowaznego wahadia prostego.

Rys. 15-13. Przykiad 4. Wahadlo fizyczne w ksztalcie
krazka zawieszonego w punkcie P, na obwodzie. Obok
wahadlo proste majace ten sam okres drgaf. Punkt O
jest §rodkiem wahan

Moment bezwladnosci krazka wzgledem osi przechodzacej przez jego $rodek wynosi 4 Mr?, gdzie r
jest promieniem, a M masa krazka. Natomiast moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez
punkt lezacy na obwodzie wynosi

I=4Mri+Mr? = $Mr2.
Zatem okres dla d = r wynosi

1 3 Mr?2 3r
T=2r V——Zn]/i Mgr =2r ??

i jest niezalezny od masy krazka.
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Wahadlo proste o tym samym okresie ma dlugo$é
1
l = — =
i

albo # srednicy krazka. Krazek zawieszony w punkcie P ma $rodek wahai w O, czyli 3r ponizej punktu
zawieszenia. Czy réwnowazne wahadlo proste powinno mie¢ okre§lona mase?
Jesdli zawiesimy krazek w dowolnym punkcie lezacym w polowie odlegloéci miedzy obwodem a $rod-
kiem, np. w punkcie O, to okaze si¢, ze I = 3 Mr?, d = }r, a okres
3r
T=2=n 27’

czyli tak samo jak poprzednio. Widzimy tu ogdlna wlasciwoéé srodka wahafi O i punktu zawieszenia P,
Jezeli wahadlo zawiesimy na osi przechodzacej przez punkt O, to okres nie zmieni si¢, a punkt P bedzie no-
wym $rodkiem wahan. Jaki okres drgafi mialby krazek zawieszony w $rodku symetrii C?

Przyklad 5. Srodek wahan wahadla fizycznego ma jeszcze inng interesujaca wlasciwosé. Jezeli w punk-
cie bedacym $rodkiem waharni podzialamy sita impulsowa (skierowana poziomo w plaszczyZnie drgar),
w punkcie zawieszenia wahadla nie pojawi sig sita reakcji. Udowodnimy to dla sily impulsowej F skierowa-
nej w lewo i dzialajacej na punkt O na rys. 15-13. Zaktadamy, ze w chwili poczatkowej wahadto znajdowato
si¢ w spoczynku.

W rozwazanym przypadku nakladaja si¢ na siebie przesuniecie i obrot (patrz § 12-7). Gdybyémy roz-
wazali jedynie ruch postepowy, punkt P na rys. 15-13 przesunalby sie w lewo z przyspieszeniem

a = FIM.
Przy rozwazaniu jedynie obrotu, pojawiloby si¢ przyspieszenie katowe wzgledem punktu C, o kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwek zegara i wartosci
a=t/l
= (F) 31/ Mr?)
= F|Mr.
Dzigki temu przyspieszeniu punkt P przesunalby si¢ w prawo z przyspieszeniem liniowym
ar = ar
= (F/Mr) (r) = F/M.
Latwo zauwazy¢, ze @ = —a,, wobec czego punkt P pozostaje w spoczynku.

Biorac pod uwage omawiang wlasciwos¢ srodek wahan nazywa sie czesto srodkiem uderzenia. Grajacy -
w baseball wiedza dobrze, Ze jezeli pilka nie zostanie uderzona odpowiednim miejscem palanta (Srodkiem
uderzenia), kij szarpie ich r¢ke. Kierunek szarpniecia zalezy od tego, po ktérej stronie rozwazanego miejsca
pitka zderzyla si¢ z palantem.

Przyklad 6. Okres drgai krazka o promieniu 10,2 cm wykonujacego male drgania wzgledem punktu
na obwodzie wynosi 0,784 s. Znalez¢ warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g w miejscu, gdzie znajduje si¢
krazek.

Ze wzoru T = 2}/ rlg otrzymamy

Dla T= 0,784 s i r = 10,0 cm przyspieszenie g wynosi
61210,2

W cm/sz = 982 Cn'l/s2 = 9,82 m/sz.

g=

15-6. Zwiqzek miedzy ruchem harmonicznym prostym

a ruchem jednostajnym po okregu '

Rozwazmy zalezno$¢ migdzy prostym ruchem harmonicznym a ruchem jednostajnym
po okregu. Zalezno$¢ ta ulatwia opisanie wielu cech prostego ruchu harmonicznego.
Pozwala ona réwniez okresli¢ geometryczne znaczenie czestosci kolowej w i stalej fazo-

wej @. Ruch jednostajny po okregu jest takze przykladem kombinacji prostych ruchéw
harmonicznych; ze zjawiskiem tym bedziemy si¢ czesto spotykaé w ruchu falowym.
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Na rysunku 15-14 przedstawiono punkt Q poruszajacy si¢ po okregu o promieniu A
ze stalg predkoscia katowa w rad/s. Punkt P jest rzutem prostopadlym punktu Q na o$
pozioma, czyli Srednic¢ wzdhuz osi x. Nazwijmy punkt Q punktem odniesienia, a okrag po
ktérym on si¢ porusza, okregiem odniesienia. Kiedy punkt odniesienia obiega okrag,
punkt P porusza si¢ tam i z powrotem wzdluz poziomej $rednicy. Skladowa x przemiesz-
czenia punktu Q jest zawsze taka sama, jak przemieszczenie punktu P; podobnie skladowe
v, i a, predkosci i przyspieszenia punktu Q sa takie same, jak predkosci i przyspieszenie
punktu P.

<
<

Q Q
| l
Vi !
oj * P *
a) t=0 b) t>0

-2
@

Q o
| w A
w'A : 4 -\“’“’77 : wt+g
| |
— x \ x
U\ P O/ P a O
o) d)

Rys. 15-14. Zaleinoéé miedzy ruchem harmonicznym a ruchem jednostajnym po okregu. Punkt Q porusza
si¢ ruchem jednostajnym po okregu, a jego rzut P — ruchem harmonicznym prostym. Q ma predkosé
katowa o, Pma czgsto$é kolowa w. (a) i (b) Skladowa x przemieszczenia punktu Q jest zawsze réwna prze-
mieszczeniu punktu P. (c) Skladowa v, predkosci punktu Q jest zawsze réowna predkosci punktu P. (d)
Skladowa a, przyspieszenia punktu Q jest zawsze rowna przyspieszeniu punktu P

Niech kat migdzy promieniem OQ i osiag x w chwili # = 0 wynosi ¢. W dowolnej p6z-
niejszej chwili 7 kat miedzy OQ i osia x réwna si¢ (w?+ @), bowiem punkt Q porusza si¢
ze stalg predkoscia katowa. Wspéirzedna x punktu Q w dowolpnej chwili wynosi

x = Acos(wt+¢). (15-28)
Przeto punkt P bedacy rzutem punktu Q porusza si¢ prostym ruchem harmonicznym wzdhuz
osi x. Ruch harmoniczny prosty mozina zatem opisaé jako rzut jednostajnego ruchu po okregu
na jego Srednice.

Czgsto$¢ kolowa w w ruchu harmonicznym prostym réwna si¢ predkosci katowej
punktu poruszajacego si¢ po okregu. Natomiast czgstosé » ruchu harmonicznego prostego
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réwna sig liczbie pelnych obiegéw punktu odniesienia w jednostce czasu. Zatem » = /2%
albow = 2mv. Czas jednego obiegu po okregu pokrywa si¢ z okresem ruchu harmonicznego
T, czyli T = 2x/w albo w = 2/T. Faza ruchu harmonicznego prostego (w?+ ¢) réwna sig
katowi, jaki tworzy promien OQ z osiag x w dowolnej chwili ¢ (rys. 15-14b, c, d). Stala fa-
zowa ¢ czyli poczatkowa faza ruchu (rys. 15-14a) jest kat, jaki tworzy promien OQ z osig x
w czasie t = 0. Amplituda prostego ruchu harmonicznego jest taka sama, jak promien
okregu odniesienia.

Predkos¢ styczna punktu odniesienia Q wynosi po prostu w4, a skladowa v, tej pred-
kosci (rys. 15-14c)

v, = —wdsin(wt+¢).
Znak minus wskazuje na to, Ze v jest ujemne, kiedy punkty Q i P poruszaja si¢ w lews stro-
ng, a dodatnie, kiedy poruszajg si¢ w prawa strong; v, znika w skrajnych polozeniach punk-
tu P, w ktérych (wz+ @) przyjmuje warto$¢ 0 i .

Przyspieszenie punktu Q jest skierowane wzdtuz promienia do srodka okregu i wynosi
?A. Przyspieszenie rzutu, czyli punktu P, réwna si¢ skladowej a, przyspieszenia punktu @
(rys. 15-14d). Stad

a, = —w?Acos(wt+¢)
wyraZa przyspieszenie punktu poruszajacego si¢ prostym ruchem harmonicznym; a, znika
w punkcie srodkowym, gdzie wt+¢ = 47 albo $=, jak nalezalo oczekiwaé

Wszystkie te wzory sa identyczne z wzorami otrzymanymi dla prostego ruchu harmo-
nicznego. [Patrz réwnanie (15-13).]

Gdybysmy rzutowali punkt Q na o$ y, to réwnanie ruchu rzutu miatoby postaé

y = Asin(wt+¢), (15-29)
czyli bylby to réwniez ruch harmoniczny prosty. Jedyna réznica w poréwnaniu z (15-28)
bylaby réznica faz; jezeli bowiem zastapimy ¢ przez ¢—=/2, to cos(wt+¢) przejdze
w sin(w?+@). Z tego wyraznie wida¢, Ze rzut ruchu jednostajnego po okregu na dowolng
jego srednicg daje prosty ruch harmoniczny.

I przeciwnie, jednostajny ruch po okregu mozna przedstawi¢ jako kombinacje dwéch
ruchéw harmonicznych prostych. Jest to suma dwéch ruchéw harmonicznych prostych
zachodzacych wzdtuz linii wzajemnie prostopadtych, majacych te sama amplitude i czestosé,
lecz rézniacych si¢ w fazie o 90°. Kiedy jedna ze sktadowych ma maksymalne wychylenie,
druga skladowa znajduje si¢ w polozeniu réwnowagi. Jezeli weZmiemy kombinacje tych
skladowych [réwnania (15-28) i (15-29)], natychmiast otrzymamy zaleZno$é

r= Y3ty = 4.
Jezeli napiszemy wyrazenie na v, i a, i wezmiemy kombinacj¢ odpowiednich wielkosci, to
v = )02+ = wA,
a=yal+a? = w’4.
Zaleznosci te przedstawiaja kolejno wielko$é przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia
w ruchu jednostajnym po okregu kota.

Mozemy analizowa¢ znacznie bardziej skomplikowane ruchy bedace kombinacjami

indywidualnych ruchéw harmonicznych prostych. Ruch po okregu kota jest szczegélnie

prosta kombinacja. W nastgpnym paragrafie bedziemy rozwazaé inne kombinacje ruchéw
harmonicznych prostych.
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Przykiad 7. W przykladzie 1 rozwazalimy poziomy ruch harmoniczny prosty pewnego ciala. Row-

nanie tego ruchu (jednostki?) mialo postaé

x = 0,04cos13z.
Ruch ten moze by¢ réwniez przedstawiony jako rzut punktu poruszajgcego si¢ ruchem jednostajnym po
okregu na pozioma $rednice.

(a) Okresli¢ wiasciwosci odpowiedniego ruchu Jednostajnego po okregu. Skiadowa x ruchu po
okregu wyraza si¢ wzorem

x = Acos(wt+@).

Azeby réwnanie mialo posta¢ x = 0,04cos13¢ dla rzutu na kierunek poziomy, wspomniany okrag
musi mie¢ promiefi 4 = 0,04 m, faza poczatkowa czyli stala fazowa ¢ musi byé réwna 0, a predkosé
katowa w musi byé réwna 13 rad/s.

(b) Na podstawie ruchu punktu po okregu okresli¢ czas potrzebny na to, aby cialo przebylo potowe
drogi w kierunku §rodka toru, liczac od polozenia poczatkowego.

Rys. 15-15. Przyklad 7. Pokazane jest polozenie punktow Q
i Pzrys. 15-14, dla ot = 60°

Gdy cialo przebedzie polowe drogi, punkt na okregu wykona obrét o kat wt = 60° (rys. 15-15).
Predkosé katowa jest stala, 13 rad/s, a wigc czas potrzebny na wykonanie obrotu o 60° wynosi
60° d
280 _dmrad w45,
w 13 rad/s 39
Czas ten moze byé réwniez wyliczony bezpo$rednio z réwnania ruchu. A wiec

x =0,04cos13t, x=44=0,02,
zatem

0,02 = 0,04cos13t lub 13f = arccos} = %;
ostatecznie

T
t=—s=0,045 s.
39

15-7. Skladanie ruchéw harmonicznych

W wielu przypadkach dodaje si¢ dwa liniowe ruchy harmoniczne proste wzajemnie
prostopadle. Powstaly w wyniku tego ruch jest suma dwoch niezaleznych drgan. Rozwazmy
na poczatku przypadek, w ktérym czgstosci drgan sa takie same, np.

x = A cos(wt+q,),
xcos(wt +y) (15-30)
y = Aycos(wt+@,).
Ruchy wzdluz x i y maja jednak rézne amplitudy i fazy.
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Gdy fazy poczatkowe sa takie same, a wigc ¢, = @, = @, tor powstalego ruchu jest
linia prosta. Mozna to wykazaé na drodze analitycznej. Eliminujac ¢ z rownan
x = Acos(wt+¢), y = A,cos(wt+¢),
otrzymujemy

y= (Ay/Ax)x°
Jest to rownanie linii prostej o nachyleniu okreslonym przez stosunek A4,/A4,. Na rysunku
15-16a i b pokazany jest tor wypadkowego ruchu dla dwéch przypadkow, gdy 4,/4, =1
oraz A,/A, = 2. W tych przypadkach obydwa wychylenia y i x osiagaja jednocze$nie
maksimum i jednocze$snie minimum. Moéwimy wtedy, Ze sa one w jednakowej fazie.

y y
Ay A4~
. 63,5°
45° x ! x
0 Ax 0 Ax

Ay/Ax=1 Px=Qy Ay/Ax=2 Px=@Qy
a) b)

y y

Ay

N M
Co—

Ay/Ax=1 =g+ 5 Ay/Ax=2 =g+ 3

c) d)

y y

z A z _Ap

Aysing Ay sin 1
7 l 7 1
O/AAX x % . x
Axsin%‘ Axsinz—‘t

Ay/Ax=1 q;x-q)y—% Ay/Ax=2 ¢x=¢y_%

e f)

Rys. 15-16. Ruch harmoniczny prosty w przestrzeni dwuwymiarowej. (a) Amplitudy ruchéw w kierunkach
x i y, mianowicie A4x i 4,, sa takie same, podobnie jak ich stale fazowe. (b) Amplituda A, jest dwukrotnie
wicksza od amplitudy A, lecz ich stale fazowe sa jednakowe. (c) Amplitudy obu ruch6w sa réwne, lecz ,,x"
wyprzedza,,y” w fazie 0 90°. (d) Tak samo jak w (c), z ta roznica, ze amplituda 4, jest dwukrotnie wigksza
od amplitudy A4.. (¢) Amplitudy sa rowne, lecz x opOZnia si¢ w fazie wzgledem y o 45°. (f) Tak samo jak
w (¢), z ta réznica, ze amplituda A4, jest dwukrotnie wigksza od amplitudy A4,
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Jezeli fazy poczatkowe sg rézne, tor powstalego ruchu nie jest linig prostg. Na przyklad,
jezeli r6znia si¢ one o 3w, to maksymalne wychylenie x nastepuje wtedy, gdy wychylenie y
réwna si¢ zeru i na odwrét. Gdy amplitudy sa réwne, wtedy tor powstalego ruchu jest
okregiem; gdy amplitudy sa rézne, wtedy tor powstalego ruchu jest elipsa. Na rysunku
15-16c i d pokazane s3 dwa przypadki 4,/4, = 1i 4,/4, = 2 dla ¢, = ¢,+ 4. Przypadki
4,/4; =11 A4,/A, =2 dla ¢, = ¢,—} 7 sa przedstawione na rys. 15-16e i f.

Poniewaz okrag i odcinek prostej sa szczegélnymi przypadkami elipsy, wiec wszystkie
moZliwe kombinacje dwéch prostych ruchéw harmonicznych odbywajacych sie pod katami
prostymi i majacych t¢ sama czgstos¢, odpowiadaja torom eliptycznym. Mozna to wykazaé
na drodze analitycznej eliminujac czas z réwnan (15-30). Czytelnik moze przekonaé sie,
Ze otrzymane réwnanie przedstawia elipsg. Ksztatt elipsy zalezy tylko od stosunku amplitud,
4,y/Ax, oraz od rézinicy faz pomigdzy tymi dwoma drganiami, ©x— @,. Rzeczywisty ruch
moze by¢ zgodny ztuchem wskazéwek zegara albo przeciwny do ruchu wskazéwek zegara,
zaleznie od roéznicy faz ruchéw skladowych.

Obrazy skladanych ruchéw harmonicznych mozna otrzymaé w najprostszy sposéb
przy pomocy oscyloskopu. Elektrony w oscyloskopie sa odchylane przez dwa pola elek-
tryczne skierowane wzgledem siebie pod katem prostym. Natezenia tych pél zmieniaja sie
tak jak funkcje sinus, czgstosci sq takie same, natomiast fazy i amplitudy moga by¢ zmie-
niane. Dzigki temu elektrony moga wykres$la¢ na ekranie fluorescencyjnym rézne, omawiane
wyZej, obrazy. Takie obrazy mozemy réwniez wytworzyé mechanicznie za pomoca pros-
tego wahadla wykonujacego drgania o matej amplitudzie, ktérego ruch nie jest ograniczony
do jednej plaszczyzny pionowej. Kombinacje dwéch fuchéw harmonicznych prostych
wzajemnie prostopadiych i majacych te same czgstosci sa szczegdlnie wazne w badaniu
$wiatla spolaryzowanego i obwodéw pradu zmiennego.

Kombinacje prostych ruchéw harmonicznych o tej samej czestosci i odbywajacych si¢
w tym samym kierunku, lecz o réznych amplitudach i fazach, s3 specjalnie interesujace przy
badaniu dyfrakcji i interferencji $wiatta, dzwigku i promieniowania elektromagnetycznego.
Zagadnienia te beda omawiane pézniej.

Jezeli skladane sa dwa drgania o rézmych czestoSciach, wzajemnie prostopadte, to
powstaly w wyniku tego ruch jest bardziej skomplikowany. Ruch ten nie jest nawet okre-
sowy, chyba Ze stosunek czgstosci sktadowych o, i w, jest réwny stosunkowi liczb catko-
witych (patrz zadanie 49). Mozna réwniez sktadaé drgania o réznych czgstosciach odby-
wajace si¢ w tym samym kierunku. Rozpatrywanie takiego ruchu jest szczegélnie wazne
w przypadku drgan dzwigkowych; sprawa ta bedzie omawiana w rozdziale 20.

15-8. Drgania dwu cial

Prosty oscylator harmoniczny przedstawiony na rys. 15-4 sklada si¢ z masy m polaczonej z nieruchoma
dciang za pomoca sprezyny o stalej sprezystosci k. Sciana jest sztywno polaczona z ziemia, uklad taki jest
wiec w rzeczywistosci uktadem dwéch ciat (z ktérych jedno ma mase nieskoriczenie wielka) polaczonych
sprezyna. Sciana w czasie ruchu drgajacego tego ukladu pozostaje w spoczynku w inercjalnym ukladzie
odniesienia, a zmiana dtugosci sprezyny jest réwna przemieszczeniu masy m. Koniec sprezyny przycze-
piony do $ciany nie zmienia swego polozenia. Energi¢ potencjalng U(x) tego ukladu drgajacego (patrz
1ys. 15-4) zdefiniowali$my jako funkcje przemieszczenia x samej tylko masy m (patrz rys. 15-3, 15-9).
Takie przedstawienie energii potencjalnej jest uzasadnione faktem, ze jeden koniec sprezyny jest potaczony
z nieskoficzenie duzg masa, tak ze wydtuzenie sprezyny jest okreslone wylacznie przez ruch masy m.
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W przyrodzie czgsto mozemy spotkaé drgajace uklady dwoch cial, ktorych masy sa poréwnywalne
(nie mozemy przyjac, ze masa jednego z ciatl jest nieskoficzona). Wowczas musimy rozwazaé ruch obydwu
cial w odpowiednio wybranym inercjalnym ukladzie odniesienia. Czasteczki dwuatomowe, takie jak H,
CO, HCl i inne, sa przykladami takich drgajacych ukladow dwoch cial. Atomy moga wykonywac¢ oscylacje
wzdhuz osi symetrii czasteczek. Miedzy atomami w takich czasteczkach wystepuje sprzgzenie elektromagne-
tyczne. Ale dla naszych celow mozemy sobie wyobrazié, ze atomy w czasteczce dwuatomowej s3 polaczone
delikatna niewazka sprezyna.

Zadziwiajaca rzecza w ruchu drgajacym dwéch ciat jest to, ze mozemy opisa¢ ten ruch, postugujac si¢
tymi samymi r6wnaniami, ktére wyprowadziliSmy dla ukladu z jednym cialem (rys. 15-4). Nalezy tylko
wprowadzié nowe pojecie (masy zredukowanej) i nieco zmieni¢ oznaczenia. Postaramy si¢ to wykazaé
ponizej.

Rysunek 15-17a przedstawia dwa ciala o masach m, i m; potaczonych (niewazka) sprezyna o wspél-
czynniku sprezystosci k. Uklad moze wykonywa¢ oscylacje na poziomej, doskonale gladkiej powierzchni.
Polozenia koricow sprezyny okreSlamy wspétrzednymi x,(¢) i x2(f). Diugos¢ sprezyny w kazdej chwili
jest dana réznica x;—Xz. Jezeli dugo§¢ swobodnej sprezyny wynosi /, to zmiana dlugoci sprezyny x(r)
w czasie wyraza si¢ rOwnaniem

x = (x1—x2)—!. (15-31)
Jezeli x jest dodatnie, to sprezyna jest rozciagnigta, jezeli x = 0, to sprezyna jest swobodna i ma dlugoé
normalna /, a jezeli x jest ujemne, to sprezyna jest cisnigta.

a) b)

Rys. 15-17. Dwa ciala o masach m; i m, polaczone (niewazka) sprezyna o dtugosci swobodnej /. (b) Jedno
ciato o masie pu (masa zredukowana) polaczone identyczna sprezyna ze sztywna $ciana

Zaczynamy od konkretnego przypadku, w ktérym spreZyna jest rozciagnigta, czyli x > 0 (rys. 15-17a).
Sprezyna oddziatuje sila F ma mas¢ ms i sita —F na mase m,. Te dwie sity sq przeciwnie skierowane, jak
to przedstawia rysunek, i maja te sama warto§¢ bezwzgledna F = kx.

Stosujac druga zasade Newtona, F = ma, dla mas my i ma otrzymujemy

dle
my a = —kx
oraz
d%x
m; 2 = +kx.

Pomno6zmy teraz pierwsze réwnanie przez ms, a drugie przez m, i odejmijmy je od siebie stronami. Otrzy-
mujemy

dle d’xz k k
mym; —— —mym = —mzkx—mykx,
11782 dt’ 1772 d'z 2 1
co mozemy przepisaé jako
mum, d2
o (x1—x3) = —kx. 15-32)
m_‘-l-m;'dt’( 1—X2) (

Nazwijmy wielko§¢ mym2/(m;+m,), majaca wymiar masy, masq zredukowanq ukladu, i oznaczmy:j§
symbolem u; czyli

g2 (15-33)
my+m;
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Poniewaz [ jest wielkoscia stata, wiec d2(x, —x,)/dt? = d?x/d¢? [patrz réwn. (15-31)] i réwnanie (15-32)
przyjmuje znang nam postaé

dx  k

G TEE=0 (15-34)

Jest to rownanie identyczne pod wzglgdem formy z réwnaniem (15-5), ktére wyprowadziliémy dla drgan

pojedynczego ciala przedstawionego na rys. 15-4. Wystepuja tu dwie roznice: (1) x w réwnaniu (15-34)

oznacza wzgledne przemieszczenie dwu mas z ich polozer réwnowagi [patrz réwnanie (15-31)], a nie prze-

mieszczenie pojedynczego ciala z jego polozenia rownowagi; (2) u oznacza tu zredukowanq mase dwu cial,

a nie mas¢ pojedynczego ciala. Latwo zauwazy¢ na podstawie réwnania (15-33), napisanego w postaci
my my

pu=m =m;
my+m; my+m;

albo
1 1 1

u my m; ’
Ze (dla skoriczonych mas) u jest zawsze mniejsze niz m; oraz m,; dlatego nosi ono nazwe¢ masy zredukowanej.
Z réwnania (15-34) otrzymujemy, postepujac analogicznie jak w przypadku réwnania (1 5-6), wyrazenia

_ 1 /& _ 3 _
v—ﬁ"/g, T—21c]/7, (15-35)

na czgsto$¢ i okres drgafi ukfadu z rys. 15-17a. Widzimy, ze rozwazany uklad ma t¢ sama czestosé i okres
jak pojedyncze cialo o masie x zwiazane podobna sprezyna z nieruchoma éciana (rys. 15-17b). Innymi
stowy, ruch drgajacy dwoch ciat przedstawiony na rys. 15-17a jest réwnowazny ruchowi drgajacemu jed-
nego ciala zilustrowanemu na rys. 15-17b. Jedno cialo porusza si¢ wzgledem drugiego tak, jakby to drugie
bylo nieruchome. Masa ciala poruszajacego si¢ jest w tym przypadku zredukowana do wartosci u. Pojecie
masy zredukowanej jest szeroko stosowane w fizyce.
Mozemy rozwigza¢ réwnanie (15-34), podobnie jak to uczyniliémy w paragrafie 15-3, otrzymujac

zaleznosci

x = Acos(wt+¢),

v = dx/dt = —wAsin(wt+¢),

a = dv/dt = —w2A4cos(wt+¢).

S3 one takie same jak zaleznosci (15-13), ale teraz x, v ia oznaczaja odpowiednio wzgledne przemieszczenie,
predkos¢ i przyspieszenie obu mas. Tak wiec
x = (x1—x2)—1,
v = dx/dt = v;—v,, (15-36)
a =dv/dt = a;—a,;
wskazniki 1 i 2 odnosza si¢ do dwéch mas.

Energia potencjalna dwucialowego oscylatora harmonicznego prostego wyraza sie przez U(x) = 4 kx.
Poniewaz x zalezy od polozenia obydwu mas [patrz réwnanie (15- 36)], to energia potencjalna jest wnelkoéclq
charakterystyczna dla ukladu jako calosci.

Wiele rzeczywistych oscylatoréw skladajacych sie z dwoch ciat zaliczamy do grupy oscylatoréw harmo-
nicznych, chociaz nie sa one oscylatorami harmonicznymi prostymi. Wykresy ich energii potencjalnych nie
54 krzywymi parabolicznymi, podobnie jak krzywa z rys. 8-7a odnoszaca si¢ do czasteczki dwuatomowej.
Ale nawet takie oscylatory zachowuja sie jak oscylatory harmoniczne proste, jezeli ich amplitudy drgan
wzgledem punktu réwnowagi sa dostatecznie mate. Zwracamy uwagg, Ze x na rys. 8-7a ma inne znaczenie
niz to, ktére przypisalismy tej wielkosci w tym rozdziale; jest to po prostu rzeczywista odlegtosé cial, a nie
réznica migdzy rzeczywista odlegloicia a odlegloscia w stanie rownowagi [patrz réwnanie (15-36)]. Dlatego
polozeme réwnowagi trwalej na rys. 8-7a nie odpowiada wartoéci x = 0, jak na rys. 15-2, ale wartosci

x= ]/ 2a/b. Wynika to tylko z innego polozenia poczatku osi x, wzgledem ktorej zostala wykre§lona
krzywa energii potencjalnej. Nie jest to wiec réznica zasadnicza.
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15-9. Ruch harmoniczny tlumiony

Dotychczas zakladali§my, ze na rozpatrywany oscylator nie dzialajq zadne sily tarcia. Gdyby tak bylo,
wtedy wahadlo lub ciezarek na sprezynie drgatby nieskoficzenie dlugo. W rzeczywisto$ci w wyniku dzia-
lania tarcia amplituda drgah zmniejsza si¢ stopniowo, az do zera. Moéwimy, ze taki ruch jest tlumiony
przez tarcie; nazywamy go ruchem harmonicznym tlumionym. Tarcie czesto powstaje na skutek wystgpowania
oporu powietrza lub sit wewnetrznych. Warto$¢ sily tarcia zalezy od predkosci. W wigkszo$ci przypadkow,
stanowiacych przedmiot naszego zainteresowania, sila tarcia jest proporcjonalna do predkosci ciala i prze-
ciwnie do niej skierowana. Na rysunku 15-18 pokazany jest przyklad oscylatora ttumionego.

Rys. 15-18. Przyklad oscylatora thumionego. Krazek jest przymoco-
wany do ciala o masie m i zanurzony w cieczy, ktéra thumi jego ruch
sila rowna —bdx/dt. Sila sprezysta przywracajaca réwnowage jest
rowna —kx

Rownanie ruchu dla prostego ttumionego oscylatora harmonicznego daje nam zasada dynamiki, F =
= ma. W tym réownaniu F jest suma sily —kx sprowadzajacej drgajace cialo do polozenia réwnowagi oraz
sily thumiacej —bdx/dt. Stala b jest dodatnia. Otrzymujemy wigc w rezultacie

F = ma,
czyli
dx dz
—kx—b— = m——x
dr dr2
lub
d2x dx
——+b—+kx=0. 15-37
m az + ar +Kkx ( )
Jezeli stala b jest mala, to rozwiazaniem tego réwnania (podanym bez dowodu)* jest wyrazenie
x = Ae~b'2"cos(w't+ @), (15-38)

* Patrz: W. Rubinowicz, W. Krélikowski, Mechanika teoretyczna, PWN, Warszawa 1978 (przyp.
tlum.).
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gdzie

. = 2me k b \2
o =2y’ = ;—(2”1) . (15-39)
Na rysunku 15-19 przedstawione jest przemieszczenie x jako funkcja czasu ¢, dla ruchu drgajacego o stabym
tlumieniu.

Rozwigzanie to mozemy interpretowa¢ w nast¢pujacy sposdb. Po pierwsze, gdy wystepuje tarcie,
czgstos¢ jest mniejsza, a okres dluzszy. Tarcie powoduje spowolnienie ruchu, czego nalezalo si¢ spodzie-
waé. Gdyby tarcie nie wystepowalo, b byloby rowne zeru, a w byloby rowne |/ k|m, czyli o, tzn. czestosci
kolowej ruchu niettumionego. Gdy wystepuje tarcie, w’ jest mniejsze od w, co widaé z réwnania (15-39).
Po drugie, amplituda ruchu stopniowo maleje do zera. Przedziat czasu 7, po ktérym amplituda ruchu drga-
jacego thumionego spada do 1/e wartoici poczatkowej, nazywamy Srednim czasem zycia oscylacji. Czynnik
amplitudowy wynosi de~"*/*™, tak ze T = 2m/b. I znowu, gdyby tarcie nie wystgpowalo, b byloby réwne
zeru i amplituda zachowalaby stala warto§é¢ 4 w miare uplywu czasu.

A -
{_\\/ Ae bt/2m

Aeb2™ o5 't (9= 0)

t Rys. 15-19. Wykres ruchu harmonicznego thumio-
nego w zaleznoéci od czasu. Taki ruch jest drganiem
o stale zmniejszajacej si¢ amplitudzie. Krzywa
-1l Y A-bt/2m (— — —) jest wykresem amplitudy w zaleznosci od
- —ae czasu. Z rysunku widaé, ze wielko$¢ amplitudy
Ak w chwili poczatkowej rOwna si¢ 4 i zanika wyklad-
niczo, dazac do zera, gdy t — oo

Jedli sita tarcia jest dostatecznie duza, b staje si¢ tak wielkie, ze rownanie (15-38) nie moze byé dtuzej
prawdziwym rozwigzaniem réwnania ruchu. Wtedy ruch w ogéle nie bedzie okresowy. Cialo powraca je-
dynie do polozenia réwnowagi, po uwolnieniu ze swego poczatkowego wychylenia A.

W ruchu harmonicznym tlumionym energia oscylatora w wyniku tarcia ulega stopniowemu rozpra-
szaniu i z biegiem czasu zmniejsza si¢ do zera.

15-10. Drgania wymuszone i rezonans

Dotychczas omawialiSmy jedynie naturalne drgania ciala, tzn. drgania, ktére pojawiaja si¢ wtedy,
gdy ciato zostaje wychylone z polozenia rownowagi, a nastepnie puszczone swobodnie. Dla ciata o masie m,
przymocowanego do sprezyny, czgsto$§é wlasna wynosi

w=2m="/£,

m

o’ = 2m’ —_——],
m (Zm

w przypadku kiedy wystgpujace sily tarcia bv sa niewielkie.

Jednak odmienna sytuacja powstaje wtedy, gdy na cialo dziala zewnetrzna sita okresowa. Jako przyklad
mozna wymieni¢ nastepujace zjawiska: most drga pod wplywem maszerujacej przez niego kolumny. zol-
nierzy; oslona silnika drga wskutek impulséw wywotanych przez nieregularnosci watu, widelki stroikowe
(kamerton) wykonuja drgania, gdy sa poddane dzialaniu sily okresowej pochodzacej od fali glosowe;.

jezeli nie wystepuja sily tarcia, oraz
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Drgania, ktore powstaja w tych zjawiskach, nazywamy drganiami wymuszonymi. Drgania wymuszone
maja czgstosé taka, z jaka dziala sila zewnetrzna, a nie taka, jaka jest czgstos¢ wlasna ciala. Jednak reakcja
ciala zalezy od stosunku, jaki zachodzi pomiedzy czgstoscia wymuszona a czestoscia wlasna. Kolejne im-
pulsy, nawet niewielkie, ale nastgpujace w odpowiednich chwilach (zsynchronizowane), moga doprowadzié
do drgan o duzej amplitudzie. Dziecko bawiace si¢ hustawka stwierdza, ze przez popychanie jej w odpo-
wiednich odstgpach czasu mozna doprowadzi¢ do ruchu drgajacego o duzej amplitudzie. Zagadnienie drgai
wymuszonych jest zagadnieniem bardzo ogélnym. Rozwigzanie tego zagadnienia zostalo wykorzystane
w urzadzeniach akustycznych, w obwodach pradu zmiennego, w fizyce atomowej oraz w mechanice.

Réwnanie ruchu dla oscylatora o wymuszonej czgstosci drgan wynika z drugiej zasady dynamiki.
Procz sily —kx sprowadzajacej ciato drgajace do polozenia réwnowagi i sily ttumienia —bdx/dr wystepuje
jeszcze okresowa sila zewnetrzna. Niech sila zengtrzna wyraza si¢ dla prostoty nastgpujaco: Fncosw™t,
gdzie F,, jest maksymalna wartoscia sily zewngtrznej, a w”’(= 2mv”) jest jej czestodcia kotowa. Mozemy
sobie wyobrazié, ze sila ta jest przylozona bezposrednio do ciala o masie m zawieszonego tak jak na
rys. 15-18.

Z réwnania F = ma otrzymujemy

dx d2x
—kx—b—+Fucosw”’t = m—
dr dr?
lub
mE* 6% 4 kx = Fucosot. (15-40)
dr? dt
Rozwiazaniem tego réwnania (podanym bez dowodu)* jest
Fm
x = 3 sin(w”t—@), (15-41)
gdzie
G = Ym* (0" —w?)?+b*w’"? (15-42)
oraz
@ = arccos bo (15-43)

Rozwazmy przedstawiony wyzej ruch pod wzgledem jakosciowym.

Zwréémy uwage [rownanie (15-41)), ze uklad drga z czgstoscia rowna czgstosci sity wymuszajacej w”,
a nie z czestoécia wlasna w, oraz ze ruch ten jest ruchem harmonicznym niettumionym.

Jest to najprostszy przypadek, gdy nie wystepuje tlumienie, tzn. gdy w réwnaniu (15-42) b = 0. Czyn-
nik G, ktéry dla b = 0 ma warto$¢ bezwzgledna |m(w’’? —w?)|, jest duzy, gdy czesto$¢ sity wymuszajacej w”
bardzo rézni sie od nietlumionej czestosci wlasnej ukladu . Oznacza to, ze amplituda F,./G powstalego
ruchu jest mata. Jedli czestosé wymuszajaca zbliza si¢ do niettumionej czgstosci wlasnej, tzn. gdy 0" - o,
to G — 0, a amplituda F,,/G — 00. W rzeczywistosci zawsze wyst¢puje tlumienie, tak ze amplituda drgad,
chociaz moze staé si¢ bardzo duza, pozostaje jednak w praktyce wielkoscia skonczona.

Dla rzeczywistych oscylatoréw tlumionych [dla ktorych b # 0 — rownanie (15-42)] przy pewnej cha-
rakterystycznej wartosci czesto$ci wymuszajacej o/, amplituda oscylacji osiaga maksimum. Takie zjawisko
nazywa sie rezonansem**. Czestoéé w”’, przy ktdrej pojawia si¢ maksymalna amplituda drgaf wymuszonych
danego ukladu, nazywamy czestoscig rezonansowq. Im mniejsze ttumienie ukfadu, tym czgsto$¢ rezonansowa
blizsza jest czestosci w ukladu niettumionego. Czgsto tlumienie jest na tyle male, ze popetniajac niewielki
blad mozemy uwazaé czesto$é rezonansowa za réwna czgstosci wlasnej w ukladu niettumionego. Podobnie,
przy malym tlumieniu czestoéé ukiadu tlumionego [patrz réwnanie (15-39)] jest w przyblizeniu réwna
czgstosci wlasnej ukladu niettumionego w (= ]/ﬁn;)

* Patrz przypis na str. 372 (przyp. tlum.).

** Rezonans, zdefiniowany tu jako zjawisko zachodzace przy czgstosci, dla ktoérej drgania wymuszone
maja najwigksza amplitude, moze byé zdefiniowany inaczej, np. jako zjawisko zachodzace przy czgstosei,
dla ktérej z urzadzenia wymuszajacego drgania do ukladu drgajacego jest dostarczana maksymalna moc,
lub dla ktérej szybkosé drgajacej masy jest najwigksza. Definicje te nie sa rownowazne; bedziemy jeszcze
omawia¢ to zagadnienie, gdy zajmiemy si¢ wymuszonymi drganiami elektrycznymi; patrz zadanie 55.
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Na rysunku 15-20 przedstawiliSmy pie¢ wykresow amplitudy drgaii wymuszonych jako funkgji sto-
sunku czgstosci wymuszajacej w” do czgstosci wlasnej w. Kazda z tych pieciu krzywych odpowiada innej
wartosci stalej ttumienia b. Krzywa (a) pokazuje amplitudg przy braku tlumienia, tzn. gdy b = 0. Jak juz
widzieliSmy w tym przypadku przy o’ = w, amplituda przyjmuje warto$¢ nieskoriczona, poniewaz energia
jest dostarczana do ukladu w spos6b ciagly przez dziatajaca z zewnatrz sile i nie jest ona rozpraszana w uk-
ladzie. W rzeczywisto$ci pewne tarcie zawsze jest obecne, tak ze amplituda osiaga wartos¢ bardzo duza,
ale skoficzong. Oczywiscie, jesli amplituda jest na tyle duza, ze nie obowiazuje juz prawo Hooke’a i zostaje
przekroczona granica sprezystosci ukladu, wowczas ukiadu tego nie opisuje juz réwnanie (15-40). Czesto
w takim przypadku uklad ulega zniszczeniu, jak bylo z mostem Tacoma (rys. 15-21). Krzywe (b) i (c)
podaja amplitudy drgann wymuszonych dla dwu przypadkéw o wzrastajagcym tlumieniu.

3Fn [k

2Fnfk

Fn/ft

| | p— '
0 05 10 15 20 25 w

Rys. 15-20. Wykres amplitudy drgan wymuszonych, tlumionego oscylatora harmonicznego w zaleznosci
od stosunku czesto$ci wymuszajacej »”’ do niettumionej cz¢stoéci wlasnej w. Na rysunku przedstawiono
krzywe dla pieciu réznych stopni ttumienia. Krzywa (a) przedstawia przypadek bez tlumienia, a krzywa (c)
przypadek o silnym tlumieniu. Zwréémy uwage na to, Ze rezonansowy wierzcholek krzywej przesuwa sig
coraz blizej ku linii przerywanej (w”/w = 1), gdy b staje si¢ coraz mniejsze

Przemieszczenie wywolane stala sila F,, przylozona do ukladu o stalej sprezystosci k, jest po prostu
réwne F,/k. Zwr6émy uwage na to (rys. 15-20), ze amplituda drgan wymuszonych jest duza w pordwnaniu
z tym statycznym przemieszczeniem. Kolumna zohierzy maszerujacych rownym krokiem przez most moze
doprowadzié do powstania drgan tego mostu. Jesli zdarza sig, ze czgsto$¢ drgan wywolana ich krokiem
bedzie rowna czgstosci wlasnej mostu, to amplituda powstalych drgan moze staé si¢ katastrofalnie duza.
Aby tego uniknaé, zolnierze przechodza most krokiem dowolnym. Zjawisko rezonansu, jak przekonamy si¢
poiniej, jest zjawiskiem bardzo istotnym dla wielu urzadzen elektrycznych, akustycznych i atomowych.

Pytania

1. Poda¢ kilka przykladéw ruchow, ktore w przyblizeniu sa ruchami harmonicznymi prostymi. Dla-
czego rzadko spotyka sie ruchy bedace ruchami harmonicznymi prostymi?

2. Typowa sprezyna drzwiowa w swoim normalnym stanie jest naprezona w kierunku Sciskajacym,
to znaczy sasiednie zwoje silnie przylegaja do siebie. Czy taka sprezyna podlega prawu Hooke’a.

3. Czy choéby w przyblizeniu podlega prawu Hooke’a trampolina ? Zwojowa sprezyna wykonana z olo-
wianego drutu?
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Rys. 15-21. W dniu 1 lipca 1940 r. zostat ukoriczony i otwarty dla ruchu most nad cie$nina Tacoma w Pu-
get Sound, w stanie Washington. Most ten miatl przeslo, ktére wowczas pod wzgledem dlugosci zajmowalo
trzecie miejsce na §wiecie. Zaledwie w cztery miesiace pozniej, niezbyt silna wichura wprawila most w ta.
kie drgania, ze glowne przeslo zostalo ztamane i po oderwaniu si¢ od lin runeto do wody. W wyniku dzia-
fania wiatru o stalej predkosci powstala sita fluktuujaca, bedaca w rezonansie z drganiami wlasnymi kons-
trukcji. Spowodowalo to tak silny wzrost amplitudy, ze most zostal zniszczony. Po tym wypadku popra-
wiono konstrukcje¢ wielu innych mostéw, aby uczynié je stabilnymi pod wzgledem aerodynamicznym
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4. Na sprezynie o wsp6lczynniku sprezystosci k zawieszone jest cialo o masie m. Po przecigciu spre-
Zyny na polowy, to samo cialo zawieszono na jednej poléwce sprezyny. Jaki jest stosunek czestosci drgan
przed i po przecigciu sprezyny?

5. Nie naprezona sprezyna ma wspolczynnik sprezystosci k. Ulega ona rozciagnieciu przez zawieszony
cigzar i pozostaje w stanie rownowagi przed przekroczeniem granicy sprezystoéci. Czy sprezyna ma ten
sam wspblczynnik sprezystosci dla przemieszczefh wzgledem nowego polozenia réwnowagi?

6. Przypus¢my, ze nie znamy masy ciala ani wspolczynnika sprezystosci sprezyny, na ktorej to cialo
jest zawieszone. Pokaza¢, w jaki spos6b mozemy wyznaczy¢ okres drgari ukladu cialo-sprezyna przez zwykly
pomiar wydluzenia spr¢zyny pod wplywem tego ciala.

7. Kazda rzeczywista spr¢zyna ma masg. Wyjasni¢ jakosciowo, jak zmieni si¢ wyrazenie na okres
drgan dla ukladu sprezyna-cigzarek, jezeli wezmie si¢ pod uwage te masg. (Patrz zadanie 31.)

8. Czy mozna sobie wyobrazi¢ oscylator, ktory nawet przy malych amplitudach nie jest prostym oscy-
latorem harmonicznym? To znaczy, czy sita przywracajaca rownowage w oscylatorze moze byé nieliniowa
dla dowolnie matych amplitud?

9. Jak wplynie podwojenie amplitudy na nastgpujace cechy ruchu harmonicznego prostego: okres,
stala sprezysta, catkowita energia mechaniczna, maksymalna predkos¢, maksymalne przyspieszenie?

10. Jakie zmiany w oscylatorze harmonicznym moga doprowadzi¢ do podwojenia maksymalnej pred-
kofci masy drgajacej?

11. O wymianie energii w ukladzie masa-spr¢zyna myslimy jako o przemianach Uw Ki K w U, ta-
kich, by ich suma E pozostawala stata; patrz rys. 15-9. Badamy drgania masy znajdujacej si¢ miedzy dwiema
napietymi spr¢zynami, jak na rys. 15-23. Student méwi: ,,Przyjmijmy, ze masa jest chwilowo w spoczynku,
w polozeniu skrajnego wychylenia. W tym stanie K = 0. Gdy masa zaczyna sie porusza¢ w kierunku swo-
jego polozenia réwnowagi, K rosnie. Poniewaz dla sprezyny U = 4kx® [réwn. (8-11)], obie sprezyny
2wickszaja swoja energie potencjalna, gdyz znak x ($ciskanie lub rozciaganie) nie ma tu znaczenia. A wiec
zaréwno X jak i U rosna. Jak wiec ich suma (= E) moze byé stala? Jaki jest blad w tym rozumowaniu?

12. Mezczyzna stoi na wadze, jaka miewamy w lazienkach, spoczywajacej na platformie zawieszonej
na poteznej spre¢zynie. Caly uklad wykonuje proste drgania harmoniczne w kierunku pionowym. Opisz
zmiany wskazan wagi w ciagu jednego okresu ruchu.

13. Czy jest mozliwe zbudowanie wahadla prostego?

14. Czy wzorce masy, dlugosci i czasu moglyby by¢ oparte na wlasciwosciach wahadla? Wyjasnié to.

15. Pokaza¢, ze kiedy amplituda 6,, w rownaniu (15-20) zbliza si¢ do 180°, to okres dazy do nieskoriczo-
noéci. Czy tak moze byé rzeczywiscie?

16. Przewidzie¢ za pomoca rozwazan jako§ciowych, czy okres wahan wahadla drgajacego z duzymi
amplitudami bedzie wigkszy, czy tez mniejszy od okresu tego wahadla drgajacego z matymi amplitudami.
(Rozwazyé przypadki krafcowe.)

17. Co si¢ dzieje z czgstoscia hustawki, gdy amplituda jej wahan zmniejsza si¢?

18. Jak wplywa na okres wahadla ruch jego punktu zawieszenia? (a) Punkt zawieszenia porusza si¢
poziomo z przyspieszeniem a; (b) porusza si¢ pionowo w gore z przyspieszeniem a; (c) porusza si¢ pionowo
w do6t z przyspieszeniem a < g.

Czy ktory$ przypadek odnosi si¢ do wahadla przytwierdzonego do wézka staczajacego sie w dot po
réwni pochylej?

19. Dlaczego nie mozna stosowa¢ réwnania (15-26) do okre$lenia momentu bezwladnosci I w przy-
padku, gdy of obrotu przechodzi przez $rodek masy? Czy rownanie to stosuje si¢ do takiej osi? Jak mo-
Zemy okresli¢ J dla tej osi poslugujac si¢ wahadlem fizycznym?

20. Pusta kule napelniono woda przez maly otwér i zawieszono na dlugiej nici otworem w dél, tak
e woda powoli wycieka. Obserwujac wahania tego wahadta zauwazono, ze w miare wyplywu wody okres
poczatkowo wzrasta, a p6zniej maleje. Wyjasni¢ dlaczego?

21. a) Masa m sznurka wahadla, na ktérym wisi ciezarek o masie M, powoduje wzrost okresu wahan
w poréwnaniu z okresem wahadla prostego, dla ktérego m = 0. Uzasadnij to. b) Chociaz masa sznurka
wahadla powoduje wzrost jego okresu, sam sznurek o dtugosci /, bez jakiejkolwiek masy na koficu (M = 0),
waha si¢ z okresem mniejszym niz okres wahadla prostego o dlugosci /. Uzasadnij to. (Patrz artykut:
Effect of the Mass of the Cord on the Period of a Simple Pendulum, napisany przez H. L. Armstronga,
w American Journal of Physics, June, 1976.)

371



22. Dwa wahadla, z ktorych kazde sklada si¢ z krazka przytwierdzonego do lekkiego preta s3 identycz-
ne, z wyjatkiem sposobu polaczenia krazka z pretem. W jednym wahadle pret jest polaczony sztywno
z krazkiem, a w drugim za pomoca lozyska kulkowego (krazek zatem moze swobodnie obraca¢ si¢ dookota
kofica preta). Obydwa wahadlta wychylono do tej samej wysokosci i puszczono w ruch. Ktére ma wigkszy
okres wahai? Wyjaséni¢, dlaczego.

23. Czy zmieni si¢ po przeniesieniu na Ksigzyc czesto$¢ drgani wahadtla torsyjnego? wahadla prostego?
oscylatora masa-sprezyna? wahadla fizycznego?

24. W jaki sposéb mozemy uzyé wahadla do wykreslenia Krzywych sinusoidalnych?

25. Jakie skladowe ruchy harmoniczne proste dadza w wyniku figur¢ o ksztalcie cyfry 8?

26. Czy istnieje zwiazek pomigdzy sila jako funkcja odlegltosci migdzy dwoma atomami w czasteczce,
a makroskopowa zaleznoscia pomigdzy sila i odlegloscia x w sprezynie?

27. a) W jakich okolicznosciach masa zredukowana ukladu dwoch ciat bytaby réwna masie jednego
ciala? Wyjasnij to. b) Ile wynosi masa zredukowana, gdy ciala maja réwne masy? ¢) Czy przypadki a) i b)
daja ekstremalne wartosci masy zredukowanej.

28. Dlaczego w wielu maszynach stosuje si¢ urzadzenia thumiace drgania? Podaj przyklad.

29. Podaé przyklad znanego zjawiska, gdzie duza rol¢ odgrywa rezonans.

30. Ksiezycowe przyplywy oceanu sa o wiele wazniejsze niz przyptywy sloneczne (patrz pytanie 18
z rozdziatu 16). Jednakze przyplywy ziemskiej atmosfery zachowuja si¢ przeciwnie. Uzywajac pojecia re-
zonansu i wiedzac, ze atmosfera ma okres drgan wlasnych réwny okoto 12 godzin, wyja$nié réznice w za-
chowaniu si¢ wéd oceanu i powietrza atmosferycznego.

Zadania

Paragraf 15-3

1. Cialo o masie 4 kg rozciaga sprezyne wydluzajac ja o 16 cm w poréwnaniu z jej dtugoscia przed
rozciagnigciem. Cialo to zostaje usunigte, a na jego miejsce zawieszamy cialo o masie 0,5 kg. Obliczyé
okres drgaf sprezyny po obciazeniu drugim cialem.

Odp.: 0,28 s.

2. Cialo o masie 2 kg wisi na sprezynie. Sprezyna ta ulega dodatkowemu rozciagnigeiu o 2 cm, jezeli
pod tym cialem zawieszamy cialo o masie 300 g. Nastepnie ostatnie cialo usuwamy i sprezyna zostaje
wprawiona w ruch drgajacy. Znalei¢ okres drgan tego ruchu.

3. Skala wagi sprezynowej ma zakres od 0 do 32 kG oraz dlugos¢ 20 cm. Na wadze tej zawieszono
paczke, ktéra wykonuje drgania pionowe o czgstosci 2 Hz. Ile wazy ta paczka?

Odp.: 9,94 kG.

4. W odniesieniu do drgan pionowych samoch6d mozna traktowaé jako cialo zamocowane na spre-
zynach. Dla pewnego samochodu tak dobrano te sprezyny, ze czgsto$¢ jego drgafi wynosi 3,0 Hz. (a) Jaka
jest stala sprezystosci tych sprezyn, jesli samoch6d wazy 1600 kG? (b) Z jaka czgstoscia beda si¢ odbywaly
drgania, gdy samochodem jedzie pigciu pasazeréw, wazacych $rednio po 70 kG?

5. (a) Pokazaé, ze dla kazdego prostego ruchu harmonicznego ogélne wyrazenia na okres oraz czgstosé

sa nastgpujace:
T.—.znl/-i, v=L‘/—-"-.
a 2% x

(b) Pokaza¢, ze dla kazdego prostego, katowego ruchu harmonicznego ogélne wyrazenia na okres oraz

czesto$é sa nastepujace:
/] 1 o
T—Zﬂ:"/——a, v= ]/—?.

6. Gdy do korica sprezyny przymocowane jest ciato o masie m, drga ono z okresem 2,0 s. Po zwigkszeniu
tej masy o 2,0 kg stwierdzono, ze okres wynosi 3,0 s. Znalezé warto$¢ m.

7. Punkt materialny wykonuje ruch harmoniczny prosty wokét punktu x = 0. W czasie £ = 0 ma
przemieszczenie x = 0,37 c¢m i predkos¢ zerowa. Przy czestosci ruchu 0,25 Hz okresli¢ (a) okres, (b)
czestosé kolowa, (c) amplitudg, (d) przemieszczenie w chwili £ (dowolnej), (e) predkosé w chwili # (dowolnej),
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(f) maksymalna predkos¢, (g) maksymalne przyspieszenie, (h) przemieszczenie w chwili # = 3,0 s j @i)
predko$é w chwili £ = 3,0 s.

Odp.: (a) 4,0 s, (b) 7/2 rad]s, (¢) 0,37 cm, (d) 0,37cos(n#/2) w centymetrach, () —0,58 sin(r#/2)
w centymetrach na sekunde, (f) 0,58 cm/s, (g) 0,91 cm/s?, (h) zero, (i) 0,58 cm/s.

8. Cialo o masie 0,10 kg wykonuje ruch harmoniczny prosty o amplitudzie 1,0 m i okresie 0,20 s.
(a) Jaka jest maksymalna warto$¢ sily dzialajacej na to cialo podczas ruchu? (b) Jaki jest wspéiczynnik
sprezystoéci k sprezyny, jezeli drgania te odbywaja si¢ pod wplywem dzialania sprezyny?

9. Czestoéci drgan atoméw w cialach stalych, w temperaturze normalnej, sa rzedu 10'® Hz. Przy-
puémy, ze atomy sa polaczone ze sobg za pomoca ,,sprezyn”. Przypusémy, ze jeden atom srebra drga
z podana czestoscia, natomiast pozostale sa nieruchome. Obliczy¢ wspolczynnik sprezystosci pojedynczej
sprezyny. Jedna gramoczasteczka srebra ma mase 108 g oraz zawiera 6,02 - 102 atoméw. Zalozyé, ze atom
oddzialuje tylko z najblizszymi sasiadami.

Odp.: 710 N/m.

10. Cialo lezy na tloku, ktéry porusza si¢ prostym ruchem harmonicznym w kierunku pionowym
z okresem 1 s. (a) Przy jakiej amplitudzie cialo oddzieli si¢ od tloka? (b) Jezeli drgania tloka maja ampli-
tude 5 cm, to jaka jest maksymalna czgsto$¢, przy ktoérej tlok i cialo jeszcze si¢ stykaja?

11. Cialo znajduje si¢ na poziomej powierzchni, ktéra porusza si¢ poziomo prostym ruchem harmo-
nicznym z czgstoécia 2 Hz. Wspolczynnik tarcia statycznego migdzy cialem a ta powierzchnia wynosi 0,5.
Jak duza moze by¢ amplituda tego ruchu, aby ciato nie $lizgalo si¢ po powierzchni?

Odp.: 3,1 cm.

12. Widelki stroikowe wykonuja ruch harmoniczny prosty o czgstosci 1000 Hz. Amplituda drgan
kofica jednego z ramion widelek wynosi 0,40 mm. Znalezé: (a) maksymalne przyspieszenie oraz maksy-
malna predko$¢ konca widetek, (b) predkos¢ oraz przyspieszenie konica widelek w chwili, gdy przemiesz-
czenie wynosi 0,20 mm. (c) Wyrazié¢ polozenie korica widetek jako funkcje czasu, przy zalozeniu, ze w chwili
t =0 jest on w polozeniu réwnowagi.

13. Cialo wykonuje ruch harmoniczny prosty zgodnie z réwnaniem

x = 6,0cos (3nt+1m),
gdzie x jest podane w metrach, # w sekundach, a zawarto$¢ nawiasu w radianach. Jakie jest: (a) przemiesz-
czenie, (b) predkosé, (c) przyspieszenie i (d) faza w chwili ¢ = 2,0 s. Znalez¢ rowniez (e) czestosé » i (f)
okres drgan.

Odp.: (a) 3,0 m, (b) —49 m/s, (c) —270 m/s?, (d) 20 rad, (e) 1,5 Hz, (f) 0,67 s.

14. Gloénik wytwarza dZwigki muzyczne dzigki drganiom membrany. Jakie czestosci moga powstawaé
dla drgan, w ktérych przyspieszenia przekraczaja g, jesli amplituda drgan jest ograniczona do 1,0+ 10~3 mm.

15. Dwa punkty materialne wykonuja proste ruchy harmoniczne o réwnych amplitudach i czgstos-
ciach wzdluz jednej linii prostej. Spotykaja si¢ one, posuwajac si¢ w kierunkach przeciwnych, wowczas,
gdy ich przemieszczenia réwnaja si¢ polowie ich amplitudy. Jaka jest réznica faz obu tych ruchéw?

Odp.: 120°.

16. Dwa punkty materialne drgaja ruchem harmonicznym prostym wzdtuz wspdlnego odcinka prostej,
o dlugosci A. Kazdy z punktéw drga z okresem 1,5 s, a réznica faz ruchow wynosi 30°. (a) Jaka jest od-
leglos¢ migdzy punktami (wyrazona w utamkach A) po uplywie 0,50 s od chwili, gdy opdzniajacy si¢ punkt
znalazt si¢ na skraju odcinka? (b) Czy w tym momencie punkty zblizaja si¢ do siebie, czy oddalaja i czy
poruszaja si¢ w tym samym kierunku?

Rys. 15-22. Zadanie 17 Rys. 15-23. Zadanie 19



17. Sprezyne o stalej sprezystosci 7,0 N/m i zaniedbywalnej masie przecigto w polowie dlugosci.
(a) Jaka jest stala sprezystosci kazdej potowki? (b) Dwie polowki, zaczepione oddzielnie podtrzymujg
klocek o masie M (patrz rys. 15-22). Uklad drga z czgstoscia 3,0 Hz. Obliczy¢ mase M.

Odp.: (a) 14 N/m, (b) 79 g.

18. Jednorodna sprezyna o dlugosci normalnej (nie napr¢zona ani nie rozciagnigta) réwnej I ma
wspolczynnik sprezystosci k. Sprezyne przecigto na dwie czesci o diugosciach normalnych 1, i 1, gdzie
I, = nl, przy n rébwnym liczbie calkowitej. Obliczy¢é odpowiadajace tym odcinkom wspolczynniki spre-
zystosci ky i k2, w zaleznosci od n i k. Sprawdzi¢ otrzymany wynik dla n = 1in = co.

19. Dwie sprezyny przymocowane sa do ciala o masie m i do nieruchomych $cian, jak na rys. 15-23,
Pokazaé, ze czgsto$é drgan w tym przypadku wyraza si¢ wzorem

_ 1 Jktks

P o= —

2r m

(Odpowiednikiem elektrycznym tego ukiadu sa dwa kondensatory polaczone szeregowo.)

20. Dwie réwne masy m i trzy identyczne sprezyny o stalej sprezystosci k tworza uklad przedstawiony
na rys. 15-24. (a) Niech x; i x; oznaczaja przemieszczenie kazdej masy w stosunku do ich polozefi réwno-
wagi.

Pokazaé, ze
d2x
m dt; = k(x;-le),
d2x
m—- = k(i —2x,).

(b) Znalez czgstosci drgah ukladu zakladajac rozwiazania rownaf w postaci x; = A4;sinwt i x; =
= A;sinwt.

(R D ; NI

DONA000IND BB

Rys. 15-24. Zadanie 20 Rys. 15-25. Zadanie 21

21. Dwie sprezyny zlaczono i doczepiono do nich cialo o masie m (rys. 15-25). Ciato porusza si¢ po
powierzchni bez tarcia. Wykazaé, ze jezeli wspolczynniki sprezystosci, oddzielnie dla kazdej sprezyny,
wynosza k; i kz, to czesto$§¢ drgan tego ciala wyraza si¢ wzorem

R
=2z V Gitkm’

(Odpowiednikiem elektrycznym tego ukladu sa dwa kondensatory potaczone réownolegle.)

22, Sile oddziatywania pomi¢dzy dwoma atomami w pewnej dwuatomowej czasteczce mozna opisaé
wzorem F = —alr?+b[r3, w ktorym a i b sa dodatnimi stalymi, a r jest odlzgloscia miedzy atomami,
Wykonaj wykres zaleznosci F od r. Nastepnie (a) wykaz, ze odleglos¢é w stanie rownowagi wynosi b/s,
(b) wykaz, ze dla malych drgan wokét polozefi rownowagi, stala sprezystosci wynosi a*/b3, (c) oblicz okres
tego ruchu.

Paragraf 15-4

23. Sprezyna o zaniedbywalnej masie i wspdlczynniku sprezystosci 19 N/m wisi w pozycji pionowej,
Do jej wolnego korica zostalo przymocowane ciato o masie 0,20 kg, ktore puszczono w chwili, gdy spre.
zyna znajdowala si¢ w stanie nierozciagnietym. Znalezé: (a) odleglo$é od poczatkowego potozenia na jakg
przemiesci si¢ to cialo, (b) czestos¢ oraz (c) amplitude prostego ruchu harmonicznego, w jaki zostanie
wprawione to ciato.

Odp.: (a) 0,21 m, (b) 1,6 Hz, (c) 0,11 m.
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24. Drgajacy uklad masa-sprezyna ma energi¢ mechaniczng 1,0 J, amplitude 0,10 m i predkosé
maksymalng 1,0 m/s. Obliczy¢: (a) wspolczynnik sprezystosci sprezyny, (b) masg i (c) czestosé drgaf.

25. (a) Jaka czg$¢ catkowitej energii stanowi energia kinetyczna, a jaka potencjalna, jezeli w ruchu
harmonicznym prostym przemieszczenie w pewnej chwili wynosi p6t amplitudy A4? (b) Przy jakim prze-
mieszczeniu energia kinetyczna réwna jest energii potencjalnej?

Odp.: (a) 2: 4, (b) AlY2.

26. (a) Wykaza¢, ze w prostym ruchu harmonicznym $rednia energia potencjalna réwna jest sredniej
energii kinetycznej, jezeli Srednie te wyznaczamy dla calego okresu 7. Wykazaé, ze warto$¢ érednia réwna
jest JkA%. (Patrz rys. 15-9a.) (b) Wykaza¢, ze gdy wyznaczamy $rednie energie na drodze réwnej 24,
$rednia energia potencjalna wynosi ; kA2, a $rednia energia kinetyczna 1kA?. (Patrz rys. 15-9b) (c)
Wyjasnié, dlaczego powyzsze wyniki (a) i (b) sa rézne.

_______ x=0
T me - ————-— x=mglk
h
l poziom

odniesienia Rys. 15-26. Zadanie 27

27. Pionowa spreiyna w jednorodnym polu grawitacyjnym. Rozwazmy niewaika sprezyne o wspdl-
czynniku sprezystosci k£ w jednorodnym polu grawitacyjnym. Przywiagzmy mas¢ m do tej sprezyny. (a)
Pokaza¢, ze jezeli x = 0 oznacza poloZenie kofica sprezyny nierozciagnigtej, to polozenie réwnowagi
statycznej po obciazeniu sprezyny masa m wynosi x = mg/k (patrz rys. 15-26). (b) Wykazaé, ze rownanie
ruchu ukladu masa-spr¢zyna jest nastgpujace:

dx

dti
i ze rozwiazanie na przemieszczenie masy w funkcji czasu ma postaé x = Acos(wt+¢)+mglk, gdzie
© = VkJm, jak poprzednio. (c) Wykazaé nastepnie, ze uklad ten ma takie same wartosci @, v, a,vi T
w jednorodnym polu grawitacyjnym, jak i w nieobecnosci tego pola, z jedna tylko réznica. Mianowicie,
inne jest teraz polozenie rownowagi, okreslone wzorem mg/k. (d) Energia ukladu wynosi wiec § mov?+
+4 kx?+mg(h—x) = const. Pokazaé, ze zrézniczkowanie tego wyrazenia wzglegdem czasu doprowadzi do
rownania ruchu podanego w punkcie (b). (¢) Pokazaé, ze kiedy masa spada z polozenia x = 0 do polo-
Zenia rownowagi statycznej x = mg/k, polowa straty grawitacyjnej energii potencjalnej idzie na wzrost
energii potencjalnej sprezyny, a polowa na wzrost energii kinetycznej ukladu. (f) Rozwazyé ruch ukladu
wokot polozenia réwnowagi statycznej. Wyliczyé oddzielnie zmiany grawitacyjnej energii potencjalnej
i energii potencjalnej zwiazanej z sila sprezysta, gdy masa porusza si¢ w gore na odlegloéé A i kiedy porusza
si¢ w dot na t¢ sama odleglo$¢ A. Pokazaé, ze calkowita zmiana energii potencjalnej jest taka sama w obu
przypadkach i wynosi 4kA42.

W $wietle wyniku (c) i () przy analizie ruchu drgajacego mozna po prostu pominaé jednorodne pole
grawitacyjne. Jedyna zmiana, jaka wprowadza to pole, jest przesuniecie punktu odniesienia z x = 0 do
Xo = x—mg|k = 0. Krzywa nowej energii potencjalnej U(x,) = }kxj+const ma taki sam paraboliczny
ksztalt jak krzywa energii potencjalnej przy nieobecnoéci pola grawitacyjnego U(x) = Lkx2,

28. Klocek o cigzarze 8,0 kG zawieszono na sprezynie o wspolczynniku sprezystosci k = 3,0 kG/cm.
Z dolu w kierunku klocka wystrzelono z predkoécia 500 m/s pocisk wazacy 0,10 kG. Pocisk ten utknal
w klocku. (a) Znalez¢ amplitude powstalego ruchu harmonicznego prostego. (b) Jaka czeé¢ poczatkowej
energii kinetycznej pocisku zostala zmagazynowana w oscylatorze harmonicznym? Czy mamy tu do czy-
nienia ze stratg energii? Wyjasni¢ odpowiedz.

29. Na podstawie réwnania (15-17), wyrazajacego zasade zachowania energii (3kA? = E), znalext
wychylenie jako funkcje¢ czasu przez scatkowanie réwnania (15-18). Poréwnaé z réwnaniem (15-8).

30. Petny walec przywiazano do poziomej niewazkiej sprezyny w ten sposob, ze moze sie on toczyé
bez poslizgu wzdluz poziomej powierzchni (rys. 15-27). Wspélczynnik sprezystoSci k sprezyny wynosi

m

+kx = mg
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3,0 N/m. Sprezyng rozciagnigto o 0,25 m i puszczono. Znalezé (a) energie kinetyczna ruchu postgpowego
i (b) obrotowego, w chwili gdy walec przechodzi przez polozenie réwnowagi. (c) Pokazaé, ze w tych wa-
runkach §rodek masy walca wykonuje proste drgania harmoniczne z okresem

T = 2n V3M2k,
gdzie M jest masa walca.

—>

S d ,

7, Rys. 15-27. Zadanie 30

31. Jezeli masy sprezyny m; nie mozemy pominaé w poréwnaniu z masa ciala m zawieszonego na niej,

to oktes wahafi wynosi
T = 2n )/ (m+ms3)|k.

Wyprowadzi¢ t¢ zalezno$¢. (Wskazowka: warunek ms <€ m réwnowazny jest zalozeniu, ze sprezyna roz-
ciaga si¢ jednakowo wzdiuz swej dlugosci). (Pelne rozwiazanie ogblnego przypadku w artykule: H. L.
Armstronga, American Journal of Physics, 37, 447 (1969)).

Paragraf 15-5

32. Jaka jest dlugos¢ wahadta prostego, ktérego okres wynosi 1,00 s w punkcie, gdzie przyspieszenie
grawitacyjne g = 981 cm/s??

33. W pewnej miejscowosci wahadlo proste o dlugoéci 1,00 m wykonuje 100 calkowitych wahniet
w ciagu 204 s. Jakie jest przyspieszenie ziemskie w tej miejscowosci?

Odp.: 9,49 m/s2.

34. Na nici wisi kula o masie 2,0 kg oraz §rednicy 0,30 m. Znale#¢ okres drgaii skretnych dla matych
przemieszczeti katowych, jezeli moment kierujacy nici wynosi 6,0 10~3 N - m/rad.

35. Na poziomym gwozdziu zawieszono kolowa obrecz o promieniu 2,0 m i cigzarze 8,0 kG. (a)
Jaka jest jej czgsto$¢ drgan dla malych wychylen z polozenia rownowagi? (b) Jaka jest dlugo$é réwnowaz-
nego jej wahadla prostego?

Odp.: (a) 0,45 Hz, (b) 4,0 m.

36. Okresl najwicksza amplitud¢ drgat wahadla prostego, przy ktérej wzor (15-19) na okres jest po-
prawny z dokladno$cia 1,0%.

37. Jednorodny pret o dlugosci / i masie m moze obraca¢ si¢ w plaszczyznie poziomej wokot pionowej
osi przechodzacej przez jego Srodek. Koniec preta polaczono z nieruchoma $ciana pozioma sprezyna o wspol-
czynniku sprezystosci k, jak to przedstawiono na rys. 15-28. Jaki jest okres matych drgan, ktore rozpo-
czynaja si¢ dzigki lekkiemu popchnieciu jednego korica preta?

Odp.: 2% ]/ m

Rys. 15-28. Zadanie 37

38. Balans zegara wykonuje drgania o amplitudzie katowej © rad oraz okresie 0,50 s. Znalezé (a)
maksymalna predkos¢ katowa tego wahadta, (b) predko$é katowa wahadla, gdy jego wychylenie wynosi
4w rad oraz (c) przyspieszenie katowe wahadla, gdy wychylenie wynosi 4111: rad.

39. (a) Jaka jest czgstosé wahafi wahadta prostego o diugosci 2,0 m? (b) Jaka jest jego czestosé w przy-
padku, gdy wahadlo znajduje si¢ w windzie poruszajacej si¢ do gory z przyspieszeniem 2,0 m/s2, jezeli
amplituda wahan jest mata? (c) Jaka bedzie jego czgstoéé, gdy winda spada swobodnie w d61?

Odp.: (a) 0,35 Hz, (b) 0,39 Hz, (c) zero.

40. Wahadlo proste o dtugosci / i masie m zawieszono w samochodzie, ktéry porusza si¢ ze staly
predkoscia v po okregu o promieniu R. Jaka bedzie czesto$é oscylacji, jezeli wahadlo wykonuje male
oscylacje wokot swego polozenia réwnowagi?
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41. Sprawdz, ze dla uogdlnionego wahadta fizycznego z rys. 15-12 §rodek drgafi pokrywa si¢ ze $rod-
kiem uderzenia. Zapoznaj si¢ z przykiadami 4 i 5 jako szczeg6lnymi przypadkami.

42, Mamy wahadto, ktorym jest cienki pret o dtugosci / i masie m zamocowany obrotowo w punkcie
odlegtym o d od $rodka preta. (a) Obliczy¢ okres malych drgan tego wahadla, wyrazajac go przezd, /, mig.
(b) Pokazaé, ze okres przyjmuje wartosé minimalng, gdy d = I/)/12 = 0,289 /.

43, Z blachy metalowej wycigto krazek o $rednicy 1,0 m. W krazku wywiercono maly otwor i za-
wieszono go na gwozdziu na Scianie jako wahadlo. Oznaczmy przez / odleglos¢ od gwozdzia do $rodka
krazka. (a) Dla jakiej albo jakich wartosci / okres tego wahadta wyniesie 1,7 s? (b) Przypusémy, ze chcemy
mie¢ najmniejszy mozliwy okres wahafi; jaka bedzie wéwczas dlugos¢ I?

Odp.: a) 0,30 m; 0,42 m. b) 0,35 m.

44, (a) Wykazaé, ze maksymalne naprezenie nici wahadla prostego poruszajacego si¢ z mala ampli-
tuda 0, wynosi mg(1+62). (b) W jakim polozeniu wahadia naprezenie jest maksymalne?

Paragraf 15-7
45. W oscyloskopie elektrony sa odchylane przez dwa wzajemnie prostopadie pola elektryczne. Od-
chylenie w danej chwili ¢ jest dane za pomoca wzoru

x = Acoswt, y = Acos(wt+g,).

(a) Opisaé¢ droge elektron6w i napisa¢ réwnanie dla ¢, = 0°. (b) To samo dla ¢, = 30°. (c) To samo dla
@y = 90°

Odp.: (a) Linia prosta, y = +x. (b) Elipsa, y*— }/ 3xy+x2 = A%[4. (c) Okrag, x>+y? = A2

46. Narysuj tor punktu poruszajacego si¢ na plaszczyznie x-y zgodnie z réwnaniami x = Acos(wt—
—n/2), y = 2Acoswt.

47. Krzywa przedstawiona na rys. 15-29 jest wynikiem nalozenia dwoch ruchéw harmonicznych
prostych x = A.cosw,t oraz y = A,cos(w,?+¢,). (a) Jaka jest warto$¢ A./4,? (b) Jaka jest wartosé
wx/w,? c) Jaka jest warto$¢ ¢,?

Odp.: (a) 1,0, (b) 0,50, (c) +3r=.

——————t<

|
|
l
' Rys. 15-29. Zadanie 47

48, Czastka o masie m porusza si¢ na plaszczyznie tak, Ze jej polozenie okresla réwnanier = iAcoswt+
+jAcos3wt. (a) Narysuj tor czastki. (b) ZnajdZ zalezno$¢ momentu pedu od czasu. (c) Znajdz sil¢ dziala-
jaca na czastke. Znajd? takze (d) jej energie potencialng i (e) jej energie catkowita jako funkcje czasu.
(f) Czy ruch jest okresowy? Jesli tak, jaki jest okres?

49, Figury Lissajous. Kiedy dodajemy dwa drgania liniowe do siebie prostopadle, to czestoéei ruchu
czastki wzdluz kierunkéw x i y nie musza byé réwne. W og6lnym przypadku réwnania (15-30) przechodza
w réwnania o postaci

x = Acos(wst+@s), ¥ = A,cos(w,t+e,).

Tor, po ktérym porusza si¢ czastka, nie jest juz elipsa, lecz nosi nazwe krzywej Lissajous, pochodzaca
od nazwiska Jules Antoine Lissajous (1822—1880), ktory po raz pierwszy zademonstrowat te krzywe w roku.
1857,

(a) Jezeli s /o, jest liczba wymierna, to krzywa, ktéra zakreéla punkt materialny, jest krzywa zamknieta -
i ruch powtarza sie w regularnych odstgpach czasu. Przyjmijmy, Ze 4; = 4, i ¢ = @, i wyrysujmy krzywe
Lissajous dla w./w, =4, 1 i 2.

(b) Niech w,/w, bedzie liczba wymierna réwna 4, 1 albo 2. Pokazmy, ze ksztalt krzywej Lissajous
zalezy od ré6znicy faz ¢.—¢,. Narysowaé krzywe dla p.—¢, = 0, %/4 i /2 rad.
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(¢) Jezeli wx/w, nie jest liczba wymierna, to krzywe sa ,,otwarte”. Dowie$¢, ze po dostatecznie dtugim
czasie krzywa przejdzie przez kazdy punkt lezacy w prostokacie o boku x = A, i y = +4,, i ze punkt
materialny nigdy nie przejdzie dwa razy przez ten sam punkt z ta sama predkoscia. Przyja¢ wszedzie p, = 0.

Paragraf 15-8

50. (a) Obliczy¢ mas¢ zredukowana nastepujacych czasteczek dwuatomowych: O,, HCI i CO. Wy-
razi¢ wynik w atomowych jednostkach masy; masa atomu wodoru wynosi w przyblizeniu 1,00 u. (b)
Wiadomo, ze czasteczka HCl wykonuje drgania z czgstoscia podstawowa v = 8,7- 10' Hz. Jaki jest
efektywny ,,wspolczynnik sprezystosci” k migdzy atomami w tych czasteczkach? Czy na podstawie dog-
wiadczenia ze zwyklymi spr¢zynami mozna powiedzie¢, ze ta ,,molekularna sprezyna” jest wzglednie
sztywna, czy tez nie?

51. (a) Pokazaé, ze gdy m, — o0 w réwnaniu (15-33), to u — m;,. (b) Pokazaé, ze przy skoficzonej
masie §ciany (m; < o0) drgania masy m, na koricu sprezyny przywiazanej do §ciany maja mniejszy okres
w pordwnaniu z drganiami z punktu (a). (c) Pokaza¢, ze gdy m, = m;,, uklad zachowuje sie tak, jak gdyby
sprezyna byla przecigta w polowie i kazda masa drgala niezaleznie wzgledem $rodka masy ukladu.

52. Sprezyna z rys. 15-17a ma wspolczynnik sprezystosci £ = 250 N/m. Niech m; = 1,0 kg i m, =
= 3,0 kg. (a) Jaka jest czgstos¢ drgani ukladu dwoéch cial? (b) Jaki jest stosunek K,/K, energii kine-
tycznych tych ciat?

53. Pokaza¢, ze energia Kinetyczna oscylatora skladajacego si¢ z dwoch ciat (rys. 15-17a) wyraza sig
wzorem K = }uv?, gdzie u jest masa zredukowana, a v (= v;—v,) jest predkosicia wzgledna.

Wskazowka: podczas ruchu drgajacego ped ukladu jest zachowany.

Paragraf 15-9

54. W ukladzie z rys. 15-18 cialo ma masg 1,5 kg, a wspdlczynnik sprezystosci sprezyny k = 8,0 N/m.
Zal6zmy, ze cialo wychylono o 12 cm w dél, a nastgpnie puszczono. Przy zalozeniu, ze sila tarcia jest dana
wyrazeniem —bdx/ds, w ktérym b = 0,23 kg/s, znalez¢ liczbg oscylacji wykonanych przez cialo w prze-
dziale czasu potrzebnym na to, by amplituda spadia do trzeciej czesci wartoéci poczatkowe;j.

Paragraf 15-10

55. Wychodzac z réwnania (15-41), znalez¢ predko$¢ v (= dx/dr) ruchu drgajacego wymuszonego,
Pokazaé, ze maksymalna predkos$¢ v = Fn/[(mo” —k|w’)?+ b1/,

Roéwnania paragrafu 15-10 s3 identyczne pod wzgledem formy z réwnaniami opisujacymi obwéd
elektryczny zawierajacy op6r R, indukcyjno$é L i pojemno$¢ C polaczone szeregowo ze zmienng sila elektro-
motoryczna V = Vcosw”t. Dlatego b, m, k i F,, sa odpowiednikami R, L, 1/Ci V,,, a x i v sa odpowied-
nikami fadunku elektrycznego g i pradu i. Odpowiednikiem maksymalnej predkosci v, w ruchu drgajacym
wymuszonym jest w obwodzie elektrycznym prad maksymalny in, ktéry uzywany jest do opisu jakosci
rezonansu elektrycznego.



