11. Kinematyka ruchu
obrotowego

11-1. Ruch obrotowy

Dotad zajmowaliSmy si¢ gléwnie ruchem pojedynczych punktéw materialnych albo
ruchem postgpowym ciat sztywnych, tj. takich cial, ktérych wszystkie punkty maja stake
potozenie wzgledem siebie. Oczywiscie, w rzeczywistosci nie ma ciat doskonale sztywnych,
lecz bardzo wiele cial, takich jak: czasteczki, stalowe belki, planety i inne, moZemy uwazaé
za dostatecznie sztywne, aby méc w wielu zagadnieniach poming¢ fakt, ze moga one np.
krzywic sig, wygina¢ albo drgac. Jak to ilustruje rys. 3-1, cialo sztywne porusza si¢ czystym
ruchem postgpowym, jezeli kazdy punkt tego ciala doznaje jednakowych przemieszczen
w miar¢ uplywu dowolnego przedzialu czasu.

W tym rozdziale jednakze bedziemy zajmowali si¢ ruchem obrotowym a nie po-
stgpowym. Nasze rozwazania znow ograniczymy do pojedynczych punktéw material-
nych i cial sztywnych, co oznacza, Ze nie bgdziemy opisywa¢ takich ruchéw obrotowych,
jak ruch Ukladu Stonecznego albo ruch wody w wirujacej zlewce. Z kolei ruchy obrotowe
ograniczymy tylko do ruchéw obrotowych dookola osi pozostajqcej w spoczynku w ukladzie
odniesienia, w ktérym dokonujemy obserwacji ruchu obrotowego.

Rysunek 11-1 przedstawia ruch obrotowy ciala sztywnego dookota nieruchome;j osi,
w przypadku gdy o z jest naszym ukladem odniesienia. Niech punkt P przedstawia punkt
materialny ciata sztywnego, dowolnie wybrany, ktérego polozenie opisuje wektor r.
Mowimy, ze cialo sztywne porusza sie czystym ruchem obrotowym, jezeli kazdy punkt tego
ciala (tak jak P na rys. 11-1) porusza si¢ po okregu, a Srodki wszystkich okregow lezq na linii
prostej, zwanej osiq obrotu (0§ z na rys. 11-1). Jezeli przeprowadzimy lini¢ prostopadly do
osi obrotu z jakiegokolwiek punktu ciala sztywnego, to kazda taka linia bedzie zakreslata

X Rys. 11-1. Cialo sztywne obraca si¢ dookota osi z. Kaidy
punkt ciala (np. punkt P) zakreSla okrag
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ten sam kat w tym samym przedziale czasu. Zatem mozemy opisa¢ czysty ruch obrotowy
ciata sztywnego, opisujac ruch dowolnie wybranego punktu tego cialta (takiego jak np. P).
Musimy jednak wykluczy¢ tu punkty, ktore znajduja si¢ na osi obrotu. Dlaczego?)

Zwykle jednak ruch ciala sztywnego jest wynikiem natoZenia si¢ ruchu postepowego
i ruchu obrotowego. Bardzo rzadko wystgpuje czysty ruch obrotowy. Polozenie ciala
sztywnego poruszajacego si¢ czystym ruchem postgpowym mozemy opisaé podajac trzy
wspotrzedne x, y, z, dowolnego punktu tego ciata (np. srodka masy) w wybranym ukla-
dzie odniesienia. Dla ciala, ktére porusza si¢ réwniez ruchem obrotowym podczas ruchu
postgpowego, potrzebne sa takze, w najbardziej ogélnym przypadku, trzy dalsze wspél-
rzgdne. Sa to np. katy, ktore okreslaja orientacje ciala wzgledem ukladu odniesienia.
Rysunek 11-2 (patrz takze rys. 9-1) ilustruje szczeg6lny przypadek ruchu ciala sztywnego,
skladajacy si¢ z naloZenia przesunigcia i obrotu. Rysunek ten jest rozszerzeniem rys. 3-1;
przedstawia on teraz, cialo obracajace si¢ podczas ruchu postgpowego. Do okreslenia
polozenia tego ciala nie wystarczy poda¢ wspolrzedne punktu O w ukladzie odniesie-
nia xy, lecz takze trzeba wiedzie¢, jak uklad odniesienia x'y’, ktory jest sztywno zwia-
zany z cialem, jest ustawiony wzgledem ukladu xy.

~
S
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x

Rys. 11-2. Cialo sztywne porusza si¢ ruchem zlozonym postepowo-obrotowym wzgledem ukladu odnie-
sienia x, y. Uklad odniesienia x’, 3’ zwiazany z cialem zmienia podczas ruchu swoje ustawienie wzgledem
ukladu x, y. (Poré6wna¢ z rysunkami 3-1 i 9-1.) Rysunek ten przedstawia szczeg6lny przypadek ruchéw,
tj. ruchu postgpowego w plaszczyznie xy i ruchu obrotowego dookola osi z’ o ustalonym kierunku

Jak juz méwilimy w rozdziale 9, ruch postepowy dowolnego ukladu punktéw ma-
terialnych — sztywnego lub niesztywnego, obracajacego si¢ lub nie — mozemy opisaé,
przyjmujac zaloZenie, Ze cata masa M ciala jest skoncentrowana w $rodku masy i ze F,,,
tzn. wypadkowa sit zewngtrznych dzialajacych na to cialo, dziala na ten punkt. Przyspie-
szenie Srodka masy okresla réwnanie (10-9) albo zalezno$¢ F., = Mag. m. Jest bardzo
wygodnie przedstawi¢ ruch postgpowy ciala sztywnego za pomoca ruchu pojedynczego
punktu, to jest — srodka masy. Pozostaje wtedy do okreélenia tylko ruch obrotowy. Takie
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natozenie ruchu postgpowego omowimy w nastepnym rozdziale. Bedzie to o wiele latwiejsze
po przestudiowaniu czystego ruchu obrotowego dookola nieruchomej osi.

Powréémy zatem do czystego ruchu obrotowego dookota nieruchome;j osi (rys. 11-1).
Przede wszystkim musimy opisa¢ ruch obrotowy. Opis ten nazywamy kinematyka ruchu
obrotowego. Definiujemy wielkosci kinematyczne ruchu obrotowego i podajemy zaleznosci
pomigdzy nimi. Postgpujemy tak jak w kinematyce ruchu postgpowego (patrz rozdziat 4)
definiujac wielkosci kinematyczne i ustalajac zaleznosci pomigdzy nimi. Nastgpng czgscia
naszego programu jest powiazanie ruchu obrotowego ciala z wlasciwosciami tego ciala
i jego otoczenia. Jest to juz dynamika ruchu obrotowego. Kinematyka ruchu obrotowego
zajmujemy si¢ w tym rozdziale, a do dynamiki ruchu obrotowego przejdziemy w nastgp-
nym rozdziale.

11-2. Wielkosci kinematyczne ruchu obrotowego

Poprowadzmy plaszczyzng przez punkt P, pod katem prostym do osi obrotu, jak to
widaé na rys. 11-1. Plaszczyzna ta przecina cialo wirujace i zawiera okrag, po ktérym
porusza si¢ punkt P. Na rysunku 11-3 widzimy t¢ plaszczyzne, patrzac z gory wzdtuz osi z

(z rys. 11-1).

Rys. 11-3. Przekrdj ciala sztywnego z rys. 11-1. Polo-
zenie punktu P okre$la wektor r. Punkt P zwiazany
z cialem obraca si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara, wokol poczatku ukladu, po okregu
kota o promieniu r

Mozemy dokladnie okresli¢ polozenie calego wirujacego ciala w naszym ukladzie
odniesienia, jeZeli znamy potozenie chociaZ jednego punktu materialnego (P) tego ciala
w tym ukladzie. Przeto zadanie kinematyczne sprowadza si¢ do rozwazenia ruchu punktu
materialnego po okrggu w przestrzeni (dwuwymiarowej).

Kat 0 widziany na rys. 11-3 okresla katowe polozenie punktu P wzgledem ukiadu odnie-
sienia. Kierunek obrotu punktu na rys. 11-3, przeciwny do kierunku ruchu wskazowek
zegara, wybrali§my za dodatni, tak Ze kat 0 wzrasta dla obrotu w kierunku przeciwnym
do kierunku ruchu wskazéwek zegara i maleje dla obrotu w kierunku zgodnym z kierun-
kiem ruchu wskazéwek zegara. Wygodniej jest mierzy¢ kat 6 w radianach niz w stopniach*.

* Radian jest jednostka czysto geometryczna, nie majaca zadnego fizycznego wymiaru, poniewaz jest

stosunkiem dwoch dlugosci. Ze wzgledu na to, ze obwod kota o promieniu r wynosi 27, kat pelny ma 2x
radianow, czyli ze 0 = 2nr/r = 2x. Zatem 2w radianéw = 360°, = radianow = 180° i 1 radian 2~ 57,3,
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Z definicji kat 6 mierzony jest w radianach, jezeli okresla go zalezno$é:
6=2",
r

gdzie s jest dlugoscia luku przedstawionego na rys. 11-3.

Niech cialo z rys. 11-3 obraca si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
W chwili #, potozenie katowe punktu P jest réwne 0,, a w chwili pdzniejszej ¢, polozenie
katowe réwne jest 0,. Widzimy to na rys. 11-4, ktdry ilustruje potozenia punktu P i po-
lozenia wektora r w dwdch chwilach. Dla uproszczenia rysunku kontury ciala sztywnego
zostaly pominigte. W przedziale czasowym ?,—¢, = At punkt P dozna przemieszczenia
katowego 0, —0, = Af. Srednia predkos¢ katowa @ punktu P, dla okreslonego przedziatu
czasu, definiujemy nastgpujaco:
6,0, Ab
t,—t, t’

w =

Rys. 11-4. Linia OP zwiazana z cialem (rys. 11-1 i 11-3) zostala
x obrocona o kat AO(= 0,—0,) w czasie At(= 1,—1,)

0

Natomiast chwilowa predkosé katowa okreslamy jako graniczng warto$¢ tego stosunku,

gdy At zmierza do zera:

i 20 _ 40
R vir VIR T

Dla ciala sztywnego wszystkie linie radialne sa prostopadle do osi obrotu i w tym samym
czasie zakreslaja te same katy; a wigc predkosc katowa wszystkich tych punktow jest jed-
nakowa. Zatem predkos¢ katowa jest cecha charakterystyczna calego ciala. Wymiarem
predkosci katowej jest odwrotno$¢ czasu (7-1), a powszechnie uzywanymi jednostkami sg:
rad/s i obr/s.

Jezeli predkos¢ katowa ciala nie jest stala, to cialo doznaje przyspieszenia katowego.
Niech w, i w, beda odpowiednio chwilowymi predkosciami katowymi w chwilach ¢, i 7,.
Wowczas srednie przyspieszenie katowe o wynosi

. wy-w; _ Aow
== At
Chwilowe (rzeczywiste) przyspieszenie kqtowe jest granica tego stosunku przy Atr dazacym

do zera:
Aw dw

R v VR T
Poniewaz w jest takie samo dla wszystkich punktéw materialnych ciata sztywnego, to jak
wynika z réwnania (11-2), przyspieszenie katowe o musi by¢ réwniez jednakowe dla kaz-
dego punktu. Podobnie jak w, réwniez o jest wielkoscia charakterystyczna dla calego

ciala sztywnego.

(11-2)
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Przyspieszenie katowe ma wymiar odwrotnosci czasu podniesionego do kwadratu
(T-?) i mierzone jest w rad/s*> lub w obr/s?.

Obrét ciala dookola nieruchomej osi odpowiada formalnie ruchowi postgpowemu
ciata w ustalonym kierunku. Zmiennymi kinematycznymi w pierwszym przypadku sa 6,
o, o, a w drugim — x, v, a. Wielkosci te odpowiadaja sobie parami, mianowicie 0 i x,
wivoraz o i a. Wielkosci liniowe réznia si¢ od katowych czynnikiem o wymiarze dtugosci.
Te wszystkie (sze$¢) wielkosci w pewnym szczegélnym przypadku mozna traktowaé jako
skalary; na przyktad: punkt materialny w kazdej chwili moze posuwac si¢ w jednym albo
w drugim kierunku wzdtuz linii prostej, co odpowiada dodatniej albo ujemnej wartosci v;
podobnie punkt materialny w kazdej chwili moze wirowa¢ w jednym albo w drugim kie-
runku dookota nieruchomej osi, co odpowiada dodatniej albo ujemnej wartosci w.

Kiedy w ruchu postgpowym przestaniemy ogranicza¢ si¢ do ruchu wzdtuz linii prostej,
a rozwazymy bardziej ogdlny przypadek ruchu w przestrzeni tréjwymiarowej wzdtuz linii
krzywej, to zmienne liniowe x, v, a okaza si¢ sktadowymi wektoréw r, v, a. W paragrafie
11-4 zobaczymy, do jakiego stopnia wielkosci kinematyczne ruchu obrotowego okaza sig
wektorami w przypadku ruchu obrotowego dookola ruchomej osi obrotu.

11-3. Ruch obrotowy ze stalym przyspieszeniem kqtowym

Najprostszym rodzajem ruchu punktu materialnego albo ruchu postgpowego ciata
sztywnego w ustalonym kierunku, takiego jak np. o x-6w (widzielismy to w rozdziale 3),
jest ruch z przyspieszeniem a réwnym zeru. Rowniez z prostym ruchem postgpowym mamy
do czynienia wtedy, gdy a = const (# 0). Dla tego rodzaju ruchu wyprowadziliSmy réw-
nania zestawione w tablicy 3-1, ktora tacza wielkosci kinematyczne x, v, a, ¢, we wszystkich
mozliwych kombinacjach.

Najprostszym przyktadem ruchu obrotowego ciala sztywnego dookota statej osi jest
ruch, w ktérym przyspieszenie katowe o jest rowne zeru (tak jak w ruchu jednostajnym po
okregu). Innym rodzajem prostego ruchu obrotowego jest ruch, w ktérym o = const (# 0).

Tablica 11-1
Ruch ze stalym liniowym albo katowym przyspieszeniem

Ruch postgpowy Ruch obrotowy
(staly kierunek ruchu) (nieruchoma 0§ obrotu)

(3-12) v =9vo+at 0 = wo+at 11-3)
(-14) x=20t?, g = 2ot (11-4)
2 2
(3-15) x = 0ot +%at? 0 = wot+Lar? (11-5)
(3-16) v? = v}2ax ? = w}+ 220 (11-6)
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Taki ruch obrotowy odpowiada dokladnie ruchowi postgpowemu z przyspieszeniem
a = const (# 0). Tak jak poprzednio dla ruchu postgpowego, mozemy teraz wyprowadzié
cztery rownania laczace cztery wielkosci kinematyczne 0, w, o oraz t, we wszystkich mozli-
wych kombinacjach. Mozna te réwnania wyprowadzi¢ albo w ten sam sposéb, jak to
uczynilismy w przypadku réwnan dla ruchu postepowego (patrz przyklad 2), albo tez
napisa¢ je od razu, podstawiajac odpowiednie wielkosci charakteryzujace ruch obrotowy
na miejsce wielkosci wystepujacych w ruchu postgpowym.

Obydwa zestawy réwnan zebrane sg w tablicy 11-1 przy zaloZeniu, ze x, = 0i 6, = 0.
Zalozenie to wprowadziliémy dla uproszczenia postaci tych réwnan. W réwnaniach dla
ruchu obrotowego w, oznacza tu predkos¢ katowa w chwili ¢t = 0. Czytelnik, zanim
sprawdzi posta¢ tych réwnan, powinien najpierw sprawdzi¢ ich zgodno$é pod wzgledem
wymiarow. Obydwa zestawy réwnan obowiazuja zaréwno dla punktéw materialnych,
jak i dla ciat sztywnych.

Zwykle z dwéch mozliwych kierunkéw obrotu dookota nieruchomej osi wybieramy ten,
w ktorym kat 0 wzrasta. Wybranie tego kierunku dla 6 jednoznacznie okre$la znak pozosta-
tych wielko$ci katowych.

Na podstawie rownania (11-1) (w = d0/d¢) widzimy, ze jezeli 6 wzrasta w czasie, to w
jest dodatnie. Podobnie zauwazamy [na podstawie réwnania (11-2)] (a = dw/d?), ze
jezeli w wzrasta w czasie, to a jest dodatnie. Dla wielkosci liniowych istnieje podobny spo-
sob ustalania znakéw.

Przyklad 1. Tarcza szlifierska ma stale przyspieszenie katowe « = 3,0 rad/s2. Poczatkowe polozenie
tarczy okre$lone jest linia pozioma OP (rys. 11-5). Znale#¢: (a) katowe przemieszczenie linii OP (a zatem
i tarczy) oraz (b) predkos¢ katowa tarczy po czasie 2,0 s.

(a) « i ¢ sa dane, szukamy 6. Stosujac réwnanie (11-5) otrzymamy

0 = wot+ Lt

Rys. 11-5. Przyklad 1. Linia OP zwiazana jest z kamieniem szlifier-
skim, obracajacym si¢ dookola osi przechodzacej przez punkt O

W chwili £ =0, w = wo = 0 oraz a = 3,0 rad/s?, zatem po dwoch sekundach
0= (0) (2,0 9)+%- (3,0 rad/s?)- (2,0 5)*> = 6,0 rad = 0,96 obr.
(b) « i t sa dane, szukamy w. Stosujac réwnanie (11-3) otrzymujemy
0 = wo+at,
o = 0+(3,0 rad/s?)- (2,0 s) = 6,0 rad/s.
Dla sprawdzenia korzystamy z réwnania (11-6)
w? = wi+2a0,
»? = 0+(2)- (3,0 rad/s?)- (6,0 rad) = 36 rad?/s?,
o = 6,0’rad/s.
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Przyklad 2. Zakladajac, ze przyspieszenie katowe jest stale, wyprowadzi¢ réwnanie o = wo+at,
(a) Na podstawie definicji przyspieszenia katowego:

do
o= a’
mamy
adt = dow,
czyli
Sadt = de.
Poniewaz o jest stale, wigc ant = de. Jezeli dla t = 0 oznaczymy predkosé katowa przez wo, to
t w
as dt = S do,
0 wo
czyli
at = w—wo;
ostatecznie

W = wot+at.
(b) Ten sam wynik mozemy uzyska¢, jezeli za punkt wyjécia przyjmiemy fakt, ze przyspieszenie $rednie
rowne jest przyspieszeniu chwilowemu, gdy to ostatnie jest stale. Przyspieszenie $rednie wynosi
w—Wo

t—ty

x =

Gdy przyjmiemy « = « i 7, = 0, woéwczas

lub
W = wWo+al.

Poréwna¢ to wyprowadzenie z odpowiadajacym mu wyprowadzeniem roéwnania dla ruchu postepo-
wego v = vo+at z paragrafu 3-8.

11-4. Wielkosci kqtowe jako wektory

Przemieszczenie, predko$¢ i przyspieszenie liniowe sa wektorami. Odpowiadajace im
wielkosci katowe moga by¢ takze wektorami, poniewaz oprocz wartosci musimy réwniez
okresli¢ ich kierunek, czyli kierunek osi obrotu. Gdy kierunek ten jest staty w czasie, wiel-
kosci 6, w oraz o mozemy traktowaé jako wielkosci skalarne. Jezeli jednak kierunek osi
Zmienia si¢, nie moZemy unikna¢ pytania: ,,Czy wielkosci katowe sa rzeczywiécie wekto-
rami?”> Odpowiemy na to pytanie, gdy sprawdzimy, czy wielkosci katowe podlegaja pra-
wom algebry wektorowej, m.in. prawu dodawania wektoréw.

Rozpatrzmy najpierw z tego punktu widzenia przemieszczenie katowe 0 ciala. War-
toscig przemieszczenia katowego jest kat, ktory to cialo zakre$la. Przemieszczenia katowe
jednakze nie sa wektorami, poniewaz nie dodaja si¢ tak jak wektory. Jako przyklad wezmy
dwa kolejne obroty (6, i 0,) ksiazki, ktora poczatkowo lezy w plaszczyznie poziomej.
Niech obrét 6, = 90° odbywa si¢ w kierunku zgodnym ze wskazéwkami zegara, dookota
pionowej osi przechodzacej przez $rodek ksiazki, jak to widzimy na rys. 11-6. Niech
nastgpnie obrét 6, = 90° odbywa si¢ w kierunku zgodnym ze wskazéwkami zegara dookola
osi péinocno-potudniowej, przechodzacej przez srodek ksiazki, jak to wida¢ na rysunku,
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patrzac z kierunku péinocnego. W pierwszym przypadku wykonujemy najpierw operacje
0,, a pézniej operacje 6,. W drugim przypadku stosujemy najpierw operacje 0,, a pozniej
operacje 0, . Czytelnik powinien sprawdzié to dos§wiadczenie. Jezeli przemieszczenia katowe
s3 wektorami, to powinny dodawac si¢ jak wektory. W szczegSlnosci powinny one podlegaé
prawu przemiennosci dodawania wektoréw, czyli, ze 6,+0, = 0,+0,. Innymi stowy,
porzadek dodawania wektoréw nie powinien wplywa¢ na wynik dodawania. Jednak zasada
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Rys. 11-6. (a) Ksiazke obracamy o kat 0, (90° zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara patrzac od
przodu), a potem o kat 0, (90° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, patrzac z gory). Jezeli kolejno$é
obrotéw zmieni¢, to korficowe ustawienie be¢dzie rozne. Mowimy, ze dodawanie katéw skonficzonych jest
nieprzemienne 6, +0, # 6,+0,. (b) Takie same obroty, tylko pod katem 45°. Koficowe orientacje rowniez
rdznia si¢, ale roznica jest mniejsza. (c) Te same operacje, ale pod katem 20°. Widzimy tu, ze 0, +0, >~
2 0,40, . Jest rzecza widoczna, ze gdy 0, , 0, — 0, koficowe ustawienia zblizaja si¢ do siebie. Katy skoniczone
w przyblizeniu spelniaja zasade przemiennosci wzglgdem dodawania, gdy staja si¢ bardzo male. Dodawa-
nie nieskoniczenie malych katow jest przemienne, tak Ze mozna je traktowaé jako wektory
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przemiennosci nie stosuje si¢ do skoniczonych przemieszczenn katowych (patrz ¢wiczenie
powyzej, a takze rys. 11-6a). Zatem skoriczone przemieszczenia katowe nie sa wielkosciami
wektorowymi.

Przypusémy, Ze zastapiliSmy obroty o 90° obrotami o 3°. Suma 0, +0, begdzie si¢
w dalszym ciggu réznita od sumy 6,+0,, z tym Ze réznica ta bedzie o wiele mniejsza.
Rzeczywiscie, jezeli dwa przemieszczenia katowe malejg, to réznica miedzy ich dwiema
sumami szybko zanika (rys. 11-6b, ). Przy nieskoficzenie matych przesunigciach katowych
kolejno$é dodawana nie odgrywa juz zadnej roli. Dlatego tez nieskoriczenie male przesu-
niecia kqtowe sq wektorami.

Wielkosci zdefiniowane za pomoca nieskonczenie matych przemieszczefi katowych sa
réwniez wektorami, np. predkosé katowa zdefiniowana jako w = d0/d¢ jest wektorem.
Poniewaz d@ jest wektorem, a dt — skalarem, wigc iloraz jest wektorem. Na rysunku
11-7a predkos¢ katowa w obracajacego si¢ ciala sztywnego przedstawiona jest za pomoca
strzatki narysowanej wzdluz osi obrotu; t¢ sama predkos¢ katowa w ilustruje rys. 11-7b
dla pojedynczego punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu (takiego jak np.
punkt P z rys. 11-7a). Dlugo$¢ strzalki jest proporcjonalna do wartosci predkosci katowe;.
Kierunek strzatki wzdtuz osi obrotu zwiazany jest z kierunkiem wirowania ciala. Jezeli
palce prawej reki okrazaja o$ obrotu zgodnie z kierunkiem wirowania ciata, to duzy palec
wskaze kierunek wektora predkosci katowej. Zatem dla ciata sztwnego z rys. 11-1 wektor
predkosci katowe] bedzie skierowany w kierunku dodatnim osi z. Na rysunku 11-3 nato-
miast wektor w bedzie prostopadly do plaszczyzny rysunku i bedzie skierowany do géry,
gdy ciato bedzie obracalo si¢ przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Predko$¢ katowa
tarczy gramofonu jest wektorem skierowanym na dét wzdtuz osi obrotu. Zwracamy uwage,
ze w ruchu obrotowym nic nie porusza si¢ w kierunku wektora predkosei katowej. Wektor
ten reprezentuje katowa predkosé ruchu obrotowego i jest prostopadly do plaszczyzny
tego ruchu.

! A

) 0
a) b)

Rys. 11-7. Predko$¢ katowa w (a) obracajacego si¢ ciala sztywnego i (b) punktu materialnego wirujacego
dookota nieruchomej osi obrotu

Przyspieszenie katowe jest takze wielkoscia wektorowa. Wynika to z definicji a =
= dw/dt, w ktérej dw jest wektorem, a d¢ skalarem. W ruchu obrotowym spotkamy si¢
pOzniej jeszcze z innymi wielkosciami wektorowymi, jak moment pedu i moment sily.

Przyklad 3. Krazek wiruje na poziomym precie, zamocowanym w lozyskach z predkodcia katowq
®; = 100 rad/s (rys. 11-8a). Krazek razem z pretem umieszczony jest na obrotowym stole, ktéry porusza
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sie ruchem obrotowym dookola osi pionowej, z predkoscia katowa w, = 30,0 rad/s, przeciwnie do ruchu.
wskazowek zegara. Opisaé ruch obrotowy krazka widziany przez obserwatora znajdujacego si¢ w pokoju.

Krazek pedlega dwu ruchom obrotowym jednoczesnie. Opiszemy wypadkowy ruch sumujac wektory
predkosci. Wektor predkosci katowej w;, zwiazany z obrotem preta ma warto$é 100 rad/s i nie jest nieru-
chomy, ale z punktu widzenia obserwatora znajdujacego si¢ W pokoju obraca si¢ w plaszczyZnie poziomej
z predkoscia katowa 30 rad/s. Predko$¢ katowa w, stolu obrotowego ma staly kierunek pionowy i wartoéé
30 rad/s.

Rys. 11-8. (a) Wirujacy krazek na ob-

rotowym stole. (b) Predkosci katowe
a dodajemy jak wielkosci wektorowe

Wypadkowa predkos¢ katowa krazka w jest suma wektoréw w; i w,. Piszemy wiec

o = Ywi+o} = /(100 rad/s)*+ (30,0 rad/s)® = 104 rad/s.
Kierunek wektora w nie jest ustalony w ukladzie odniesienia obserwatora, lecz obraca si¢ z taka sama pred-
koscig katowa, z jaka obraca sig st6l. Wektor w nie lezy w plaszczyZnie poziomej, lecz skierowany jest w gore
pod katem 0 (patrz rys. 11-8b), gdzie
0 = arctg(w,/w;) = arctg(30,0 rad/s)(100 rad/s) = arctg0,300 = 16,7°.

Ruch krazka mozemy opisa¢ jako prosty obrét dookola tej nowej osi (ktérej kierunek w ukladzie odnie-
sienia obserwatora zmienia si¢ w czasie, jak to opisaliémy powyzej) z predkoscia katowa 104 rad/s. Jak
zmienialaby si¢ sytuacja, gdyby kierunek obrotu krazka albo stolu obrotowego zostat zmieniony?

11-5. Zwiqzek miedzy liniowymi i kqtowymi wielkosciami
kinematycznymi punktu materialnego
w ruchu kolowym — postaé skalarna

Ruch punktu materialnego po okrggu omawialiémy w paragrafach 4-4 i 4-5. Kiedy ciato
sztywne obraca si¢ dookola nieruchome;j osi, kazdy punkt tego ciala porusza si¢ po torze
kotowym. Dlatego tez ruch kazdego takiego punktu mozemy opisaé zaréwno za pomoca
wielkosci liniowych, jak i katowych. Zaleznoéci migdzy wielkosciami liniowymi i katowymi
pozwalaja tatwo przejéé od jednego opisu do drugiego.

Rozwazmy ruch punktu materialnego P ciala sztywnego lezacego w odleglosci r od
osi obrotu. Punkt ten porusza si¢ po okregu o promieniu r (rys. 11-9a). Polozeniem wyjscio-
wym jest o§ Ox. Kiedy cialo obréci si¢ o kat 6, punkt P zakresli tuk

s = 0r, (11-7)

gdzie 6 mierzymy w radianach.

Obydwie strony réwnania rézniczkujemy wzglgdem czasu, a poniewaZ r jest stale,
otrzymamy

ds 46,
dt — dt
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ds/dt jest predkoscia liniowa v punktu P, a df/d¢r — predkoscia katowa w wirujacego
ciata. Zatem

v =or. (11-8)
Jest to zalezno$¢ miedzy wartosciami bezwzglednymi predkosci liniowej i katowej. Predkosé
liniowa w ruchu kolowym réwna si¢ iloczynowi predkosci katowej i odleglosci r od osi
obrotu.
Po zrézniczkowaniu réwnania (11-8) wzgledem czasu mamy
dv _ do
dar T ar

Rys. 11-9. (a) Cialo sztywne obraca si¢ dookola osi O prostopadiej do plaszczyzny rysunku. Punkt P
zakre$la luk s odpowiadajacy katowi 0. (b) Przyspieszenie a punktu P ma skladowa a, (styczna), gdzie
a; = ar, oraz a, (radialna), gdzie @, = v%/r = w?r (w = predkos¢ katowa)

Lecz dv/dt jest wartoscia skladowe]j stycznej przyspieszenia punktu materialnego (patrz
paragraf 4-5), a dw/dt — warto$cia przyspieszenia katowego obracajacego si¢ ciala. Zatem
a, = dar. (11-9)
Warto$¢ bezwzgledna skladowej stycznej przyspieszenia liniowego punktu materialnego
bedacego w ruchu kolowym jest iloczynem wartosci bezwzglgdnej przyspieszenia katowego
i odleglosci r punktu materialnego od osi obrotu.
Sktadowa radialna przyspieszenia liniowego punktu materialnego poruszajacego si¢
po okregu wynosi, jak wiemy, v2/r. Po przejsciu do zmiennych katowych, stosujac réwna-

nia (11-8), otrzymujemy
2

a, = —‘z—)r— = w?r. (11-10)

Wypadkowe przyspieszenie punktu P przedstawione jest na rys. 11-9b.

Réwnania (11-7) do (11-10) pozwalaja opisaé ruch danego punktu wirujacego ciala
sztywnego przy pomocy wielkosci katowych lub liniowych. Dlaczego zatem wprowadzi-
lismy wielkosci katowe, skoro mieliémy juz réwnowazne im wielkosci liniowe. Chodzj
bowiem o to, ze opis katowy jest o wiele wygodniejszy od liniowego, gdy musimy braé
pod uwage rézne punkty tego samego obracajacego si¢ ciala. Rézne bowiem punkty tego
samego obracajacego si¢ ciala moga mie¢ rézne przemieszczenia, predkosci lub przyspie-
szenia katowe. Postugujac si¢ wielkosciami katowymi mozemy w prostszy sposob opisaé
ruch ciala jako catosci.
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Przyklad 4. Przyjmujac, Zze promien tarczy szlifierskiej z przyktadu 1 wynosi 0,50 m obliczy¢: (@)
liniowa, czyli styczna predkos¢ punktu na obwodzie tarczy; (b) przyspieszenie styczne tego punktu; (c)
przyspieszenie dosrodkowe po 2 s.

Wiemy, ze « = 3,0 rad/s?, o = 6,0 rad/s oraz r = 0,50 m. Stad:

(@) v = wr = (6,0 rad/s)* (0,50 m) = 3,0 m/s (predkosé liniowa).

(1) a; = ar = (3,0 rad/s?)- (0,50 m) = 1,5 m/s? (przyspieszenie styczne).

©) a = v%/r = w*r = (6,0 rad/s?)(0,50 m) = 18 m/s? (przyspieszenie dosrodkowe).

(d) Czy takie same wyniki otrzymamy dla punktu tarczy, odleglego od osi obrotu o r = 0,25 m?

Wielkoéci katowe sa te same, czyli

a = 3,0 rad/s?, o = 6,0 rad/s.
Poniewaz r = 0,25 m, wiec

v=15m/s, a =075 m/s?3, a =90 m/s

11-6. Zwiqzek miedzy liniowymi i kqtowymi wielkosSciami
kinematycznymi punktu materialnego
w ruchu kolowym — postaé wektorowa

Zwracamy uwagg, ze zaleznosci dotychczas wyprowadzone sa zaleznosciami miedzy wielko$ciami
skalarnymi, tzn. migdzy wartoéciami bezwzglednymi wielkosci liniowych i katowych. Rozwazmy teraz
zaleznosci wektorowe migdzy tymi wielkosciami. Wprowadzajac wielkosci katowe wykorzystamy zasad-
niczo wyniki analizy wektorowej z paragrafu 4-5. Bedzie to ilustracja bardziej ogolnego ujecia, w ktérym
rozwazania wektorowe staja si¢ zasadnicze. W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do obrotu wokot stalej osi.

Rysunek 11-10a przedstawia punkt materialny P, obracajacy si¢ dookota nieruchomej osi przechodza-
cej przez poczatek ukladu wspotrzednych, w chwilach ¢ oraz £+ At. Punkt materialny porusza si¢ po okregu
o stalym promieniu r. Poza tym nie ma zadnych ograniczer na ruch punktu materialnego P; ogolnie biorac
wektory @ i & moga mie¢ rozne wartosci podczas ruchu tego punktu. Ograniczenie ruchu punktu material-
nego do ruchu po okregu o stalym promieniu zapiszemy nastepujaco:

r=u,r, (11-11)
gdzie u, jest wektorem jednostkowym w kierunku wektora .

Auy
Au, ug(t)
u.(t+ At)
) ug(t+ At) a8
Ad
b) c)

Rys. 11-10. (a) Punkt materialny P przebywa droge katowa A0 w czasie Ar. W kazdym polozeniu punk-
tu P zaznaczono wektory jednostkowe we wspotrzednych biegunowych. (b) Zmiana wektorowa u,; Au, ma
kierunek wy, gdy A6 — 0. (c) Zmiana wektorowa uy; Auy ma kierunek —u,, gdy A6 — 0

Rozniczkujac réwnanie (11-11) oraz majac na uwadze, ze r (lecz nie r albo u,, poniewaz ich kierunki
zmieniaja sig) jest stale, mamy
de _ dw 1-12)
dr dr
W rownaniu tym dr/dt jest predkoscia liniowa v czastki. Dla obliczenia du,/drt, rozwazmy rysunek 11-10b,
ktory przedstawia jednostkowy wektor u, dla dwoch réznych polozent punktu materialnego P, odpowiada-
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jacych obrotowi o (maly) kat Af. Stosujac definicj¢ miary kata w radianach, otrzymujemy warto$¢ (wekto-
rowej) zmiany Au, w postaci
Au, = (1)A0,

gdzie czynnik (1) przypomina nam, ze te dwa jednostkowe wektory na rys. 11-10b maja jednostkowe diu-
gosci. Réwnanie powyzsze jest poprawne, jezeli A9 jest dostatecznie male; a wiec wtedy réznice miedzy
cigciwg a fukiem w malym tréjkacie na rys. 11-10b mozemy pomingé. Zmiana u, jest zmiang wektorowa Au,,
ktorej wartos¢ bezwzgledna otrzymujemy z powyzszego réwnania, a kierunek zmiany (znowu zakladamy,
Ze kat A0 jest dotatecznie maly) definiuje nam jednostkowy wektor u,. Eatwo si¢ przekonaé, ze tak jest
istotnie, bo gdy Au, na rys. 11-10b przesuniemy do punktu P na rys. 11-10a, wtedy zobaczymy, ze kierunek
r6znicy Au, pokrywa si¢ z kierunkiem u, (gdy oczywiscie AG — 0). Znajdujemy zatem, ze

Au, = uyAf.
Dzielac to réwnanie przez At, przy zalozeniu, ze At dazy do zera, otrzymujemy

a0 e 11-13)
Tar T TN -

Podstawiajac otrzymane wyniki do réwnania (11-12) widzimy, ze

v = uyor. (11-14a)
Zalezno$¢ skalarna dla tych wielko$ci ma postaé:

v =owr (11-14b)
i jest jedna z zaleznosci otrzymanych poprzednio, taczacych predko$é liniowa v punktu materialnego poru-
szajacego si¢ po okregu z jego predkoscia katowa w.

Dla znalezienia zaleznoéci pomiedzy liniowym i katowym przyspieszeniem rézniczkujemy réw-
nanie (11-14a), pamigtajac, ze r jest stale, chociaz Uy i w zmieniajg sie:

dv dw duy
- =y — — 2. 11-15
PR P TR P (13
‘Wiemy, ze dv/dt jest liniowym przyspieszeniem a punktu materialnego, a dw/d¢ jest przyspieszeniem kato-

wym a. Postugujac si¢ rys. 11-10c i wyprowadzeniem réwnania (11-13), Czytelnik moze latwo do-
wiesé, ze

—_— = -u0. 11-16

7 (11-16)
Znak minus pojawia si¢ tutaj dlatego, ze przy przenoszeniu Au, (na rys. 11-10c) do punktu P, w wypadku

gdy A6 — 0, Au, skierowana jest wzdluz promienia do $rodka, czyli przeciwnie do kierunku u,.
Dokonujac tych podstawiefi w réwnaniu (11-15), otrzymujemy

a = uyar—u,w’r. (11-17)

Zatem zgodnie z tym, co wiemy juz z paragrafu 4-5, a ma skladowa radialna (albo doérodkowq) a, i styczng
a,. Wartosci bezwzgledne tych skladowych, otrzymane z réwnania (11-17), sq rowne

a = ar (11-18a)
oraz [stosujac rownanie (11-14b))
02

a, = 0 =—, (11-18b)
r

Ostatnig zalezno¢ otrzymali$my juz w paragrafie 4-4. W uzupetnieniu I wyprowadzamy zaleznosci pomiedzy
kinematycznymi wielkosciami katowymi i liniowymi dla punktu materialnego poruszajacego si¢ swobodnie
na plaszczyznie, lecz ktérego ruch nie jest ograniczony do ruchu po okregu. Réwnania (11-14a) i (1 1-17)
okaza si¢ specjalnymi przypadkami, bardziej ogélnych zaleznosci wyprowadzonych w tym uzupehieniu.

Roéwnania (11-14a) i (11-17) s zaleznosciami pomigdzy kinematycznymi zmiennymi liniowymi w pos-
taci wektorowej i zmiennymi kinematycznymi w postaci skalarnej. Powinni$my teraz wyprowadzi¢ zalez-
nosci, w ktérych kazdy ukiad zmiennych wyrazony jest w postaci wektorowej. Zrobimy to teraz. Bedzie to
szczegblnie uzyteczne dla przypadkéw, dla ktorych o§ obrotu jest osia ruchoma,.
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Rysunek 11-11 przedstawia wektory r, v, a;, a,, w, a dla obracajacego si¢ punktu materialnego z rys.
11-7b. Wielkosci katowe zaznaczone s3 na osi obrotu i skierowane zgodnie z reguta prawej reki (str. 35).
Napiszemy i udowodnimy, Zze szukane zaleznosci maja postaé:

V=wxr (11-19)
oraz
a=a+a,, (11-20a)
gdzie
a, =axr, a, =wxv. (11-20b)
I
w Wb a /\
vib a
R p z
r
y
Rys. 11-11. Kierunek wektorow r, v, a;, a,, @ i a dla punktu
0 x materialnego poruszajacego si¢ po okregu dookola osi z

W paragrafie 2-4 (do ktérego Czytelnik powinien wrécié) zdefiniowalismy iloczyn wektorowy dwéch
wektorow. Jezeli ¢ = a xb, to wartosé bezwzgledna c = absing, gdzie p jest katem miedzy a i b. Stosujac
te czed¢ definicji iloczynu wektorowego do rownania (11-19) i (11-20), zauwazmy (patrz rys. 11-11), ze
wir,wiv,air, sa wzglgdem siebie prostopadle. Zatem kat ¢ dla kazdej z tych trzech par wektoréw réwna
si¢ 90°. Wartosci bezwzgledne otrzymane z réwnania (11-19) s3 réwne:

v = wrsin90° = or,

co dokladnie pokrywa si¢ z rownaniem (11-14b). Z réwnania (11-20b) wynika, ze warto$é bezwzgledna skla-
dowej radialnej rowna si¢
a, = wv = w(wr) = w?,
a skladowej stycznej:
a; = ar.
Zaleznodci te pokrywaja si¢ calkowicie z réwnaniami (11-18a) i (11-18b).

Pozostaje jeszcze do sprawdzenia, czy réwnania (11-19) i (11-20b) definiuja poprawnie takze kierunki
tych wielkosci. Dla iloczynu wektorowego ¢ = a x b (rys. 2-12) kierunek ¢ zgodnie z regulg ,,prawej reki”’
pokaze duzy palec, gdy zagigte palce wskazuja obrot od a do b przez mniejszy kat miedzy nimi. Patrzac
narys. 11-11i stosujac regule prawej reki tatwo sprawdzimy, ze kierunki wektoréw v, a, i a,, okreslone przez
réwnania (11-9) i (11-20b), sa rzeczywiscie poprawne.

Pytania

1. W paragrafie 11-1 stwierdziliSmy, ze do wyznaczenia polozenia ciala sztywnego wzgledem wybra-
nego ukladu odniesienia, ogdlnie biorac, potrzeba sze§¢ zmiennych. lle zmiennych potrzeba do wyznaczenia
polozenia ciala z rys. 11-2, wzglgdem ukladu wspolrzednych x, y? Jezeli potrzeba mniej zmiennych niz
sze$¢, wyjasnié te¢ réinice.

2. Nieregularne ciato moze si¢ dowolnie obraca¢ dookola swojego §rodka masy, umieszczonego w po-
czatku ukladu odniesienia. Jak nalezy okreslié jego polozenie w przestrzeni?

3. Czy wielkosci katowe 0, w oraz a, wystepujace w réwnaniach kinematycznych, moga byé wyrazone
w stopniach zamiast w radianach?
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4. Wyjaéni¢, dlaczego radian we wszystkich ukiadach jednostek jest wlasciwa jednostka kata. Czy to
samo odnosi si¢ do stopnia?

5. Jezeli szybkosciomierz samochodu odczytuje predkos¢ proporcjonalng do predkosci obrotowej
kot tylnych, to czy nalezy zmodyfikowaé odczyt, gdy opony zwykle zostana zamienione na zimowe?

6. Jak mozna w prosty sposob wyrazi¢ zalezno$¢ migdzy predkosciami katowymi pary két zgbatych,
ktore sa ze soba sprzgzone?

7. Kolo obraca sig¢ dookola osi przechodzacej przez jego $rodek i prostopadlej do jego plaszczyzny.
Wybierzmy punkt na obwodzie kota. Czy punkt ten ma przyspieszenie styczne? Czy punkt ten ma przyspie-
szenie dosrodkowe, gdy kolo obraca si¢ ze stalym przyspieszeniem katowym? A czy ma przyspieszenie
styczne? Czy warto$ci tych przyspieszen zmieniaja si¢?

8. Przypus¢my, Ze trzeba okresli¢ droge, jaka igla gramofonowa zakresla w czasie przegrywania plyty
o $rednicy 30 cm, przy predkosci obrotu 331 obr/min. Jakie dane sa potrzebne do rozwiazania zadania?
Przedyskutowaé zagadnienie w dwoch uktadach odniesienia: (a) zwiazanym z pokojem, w ktérym sig plyta
znajduje, (b) zwiazanym z obracajaca si¢ plyta i (c) zwiazanym z ramieniem gramofonu?

9. (a) Opisa¢ wektor, ktory okresla predkos¢ katowa Ziemi obracajacej si¢ dookola swej osi. (b)
Opisa¢ wektor, ktory okresla predkos$é katowa Ziemi obiegajacej dookota Stofica.

10. Zwykle predkos¢ katowa przedstawia si¢ graficznie w postaci wektora lezacego wzdluz osi obrotu.
Czy jest jaki$ powdd, dla ktorego wektorow tych nie mozna by umieszczaé rownolegle do osi, lecz obok niej?
Przypominamy, ze wektor przemieszczenia mozna przesuwaé wzdluz jego kierunku oraz przesuwaé rowno-
legle, nie zmieniajac przy tym jego wartosci liczbowe;.

11. W wiréwce czastki beda staraly oddzieli¢ si¢ od ptynu, w ktorym sa zawieszone, jezeli ich gestosé
(masa/objgtos¢) rozni sig od gestosci ptynu. Przedyskutowaé dynamiczne zasady, od ktorych zalezy dzia-
fanie wirébwki. Rozpatrzy¢ zagadnienie zaréwno w inercjalnym (laboratoryjnym), jak i nieinercjalnym
(obracajacym si¢) ukladzie odniesienia.

12*. Strzelec wyborowy stojacy w §rodku karuzeli strzela do celu polozonego na zewnetrznym ob-
wodzie karuzeli. W jaki spos6b strzelec musi uwzgledni¢ predkos$é katowa (stala) karuzeli (jesli w ogole
musi ja uwzgledniad), aby trafi¢ w cel? Jak nalezy opisa¢ zagadnienie, gdy pozycja strzelca i celu zostang
zamienione?

13*. Na karuzeli obracajacej si¢ ze stala predkoscia katowa siedzi chlopiec, ktory w pewnej chwili
upuszcza pitke, ktora trzymal w pozycji nieruchomej wzgledem karuzeli w odleglosci ro od jej $rodka.
Opisa¢ ruch pitki w ukiadzie odniesienia: (a) obserwatora bedacego na ziemi i (b) obserwatora bedacego
na karuzeli. Przyjmujemy, Ze sily tarcia pominiemy, ale wszystkie inne sity uwzglednimy.

14* Chlopiec na obracajace;j si¢ karuzeli wyrzuca pitk¢ na zewnatrz, wzdhuz linii radialnej. Jaki bedzie
ruch tej pitki widzianej przez obserwatora zwiazanego: (a) z karuzela, (b) z ziemia? Przyjmujemy, ze sity
tarcia mozna pominac?

Zadania

Paragraf 11-2

1. Ile wynosi predkos¢ katowa dla: (a) wskazéwki sekundowej zegara, (b) wskazowki minutowej?

Odp.: (a) 0,10 rad/s, (b) 1,7 103 rad/s.

2. Plyta gramofonowa obraca si¢ z predkoscia katowa 33 obr/min. Jaka jest predko$¢ liniowa punktu
plyty, w ktérym dotyka igla: (a) na poczatku i (b) na koricu odtwarzania? Odleglosci igly od osi obrotu
wynosza 14 cm na poczatku i 7 cm na koncu.

3. Kolo z¢bate moze stuzy¢ do mierzenia predkosci $wiatla. Wiazka §wiatta przechodzi przez przerwe
miedzy kolejnymi zgbami na przeciwna strong Kola, jak to widzimy na rys. 11-12. Odbija si¢ od odleglego
zwierciadla, zawraca ta sama droga i trafia w sasiednia przerwe migdzy zgbami. Koto z¢bate ma promied
5 cm i 500 z¢gbow na obwodzie. Pomiary przeprowadzone w przypadku, gdy zwierciadlo znajdowalo sig
w odleglosci 500 m od kofa, wykazaly, ze predko$¢ $wiatla wynosi 3+ 10° km/s. (a) Obliczy¢ (stala) pred-
kos¢ katowa kola. (b) Jaka byla predko$¢ liniowa punktu znajdujacego si¢ na brzegu kota?

Odp.: (a) 3,8-10% rad/s; (b) 190 m/s.

* Patrz uzupetnienie I.
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4. Jezeli Smigto samolotu o promieniu 1,5 m obraca si¢ z predkoscia katowa 2000 obr/min i samo-
lot ma predko$¢ 480 km/h, to jaka jest predkos¢ koficowego punktu $migla widziana przez: (a) pilota, (b)
obserwatora na ziemi?

5. Polozenie katowe punktu znajdujacego si¢ na obreczy obracajacego si¢ kola jest nastepujace:
0 = 4¢—3t2+ 13, gdzie 6 podane w radianach, a ¢ w sekundach. Jakie jest srednie przyspieszenie w przedziale
czasu od t=2s do t=4s?

Odp.: 12 rad/s?.

zwierciadto—y,
M, 3 L

Rys. 11-12. Zadanie 3

6. Kat, o jaki obroci si¢ koto zamachowe generatora w ciagu czasu f, wyraza si¢ wzorem:
6 = at+bt3—ct*,

gdzie a, b i ¢ sa stale. Jaki jest wzOr na przyspieszenie katowe?
7. Kolo obraca sie z przyspieszeniem katowym « danym przez wyrazenie
o« = 4at3—3bt2,
gdzie ¢ oznacza czas, a i b sa stale. Jezeli kolo ma poczatkowa predkos¢ katowa wo, napisa¢ rownania dla:
(a) predkoséci katowej i (b) drogi katowej — jako funkcji czasu.

Odp.: (a) wo+at*—bt?; (b) Oo+woet+at®/5—bt*/4.

8. Planeta P porusza si¢ po orbicie kotowej, w ktorej srodku znajduje si¢ Storice. Orbita ta jest wspol-
plaszczyznowa i koncentryczna z orbita kolowa, po ktorej porusza si¢ Ziemia Z. P i Z poruszajg si¢ w tym
samym kierunku. Okresy pelnego obiegu wokot Storica dla P i Z wynosza odpowiednio Tp i Tz. Niech Ts
bedzie okresem, w ktorym P dokonuje jednego pelnego obiegu wokot Storica wzgledem Z. Wykazaé, ze
1/Ts = 1/Tz—1]Tp. Przyjaé Tp > T.

9. Doba stoneczna jest to przedzial czasu pomiedzy dwoma kolejnymi przejsciami Slonca, na okreslo-
nej dlugosci geograficznej, albo innymi slowy, jest to czas calkowitego obrotu Ziemi wzglgdem Stonca.
Doba gwiazdowa jest to czas jednego obrotu Ziemi wzgledem gwiazd stalych, czyli jest to przedzial czasu
miedzy dwoma kolejnymi obserwacjami ustalonego kierunku na niebie, zwanego rownonoca wiosenna.
(a) Pokazaé, ze w roku jest dokladnie o jeden mniej (Srednich) dni stonecznych niz ($rednich) dni gwiazdo-
wych. (b) Jezeli (Srednia) doba sloneczna wynosi dokladnie 24 h, to jak dluga jest $rednia doba gwiaz-
dowa?

Odp.: (b) 23 godz. 56 min.

Paragraf 11-3

10. Predkoé¢ katowa korbowodu samochodu w ciagu 12 s wzrosta z 1200 obr/min do 3000 obr/min. (a)
Obliczy¢ przyspieszenie katowe przyjmujac, ze jest ono stale. (b) Ile obrotow wykonal korbowo6d
w ciggu tego czasu?

11. Po wylaczeniu silniczka talerz adaptera obracajacy si¢ z predkoscia 78 obr/min obracat si¢ jeszcze
w ciagu 30 s. (a) Znalez¢ (stale) przyspieszenie katowe talerza. Ile obrotow wykonat talerz w ciagu tego
czasu?

Odp.: (a) —0,27 rad/s?; (b) 20.

12. Z powodu tarcia cigzkie kolo zamachowe, obracajace sic woko6! wlasnej osi, zaczyna obraca¢ sig
wolniej. Po uptywie 1 min jego predko$é katowa wynosi 0,9 predkosci katowej wo na poczatku tej minuty.
Przyjmujac, ze sily tarcia sa stale, obliczy¢ predkos¢ katowa po uplywie 2 min.
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13. Czekajac na wejécie do srodka helikoptera pasazer zauwazyl, ze predko$é obrotowa wirnika he-
likoptera zmienila si¢ w ciagu jednej minuty z 300 obr/min do 225 obr/min. (a) Znalezé $rednie przyspie-
szenie katowe w tym przedziale czasu. (b) Przyjmujac, Ze to przyspieszenie pozostaje stale, obliczyé, po
jakim czasie wirnik zatrzyma si¢ catkowicie? (c) Ile obrotéw wykona wirnik do zatrzymania sie liczac
od 225 obr/min?

Odp.: (a) —0,13 rad/s?; (b) 4 min; (c) 340.

14. Stale przyspieszenie katowe kola wynosi 3 rad/s®.. W ciagu 4 s obrécilo si¢ ono o 120 rad.
P rzyjmujac, ze predkos¢ katowa na poczatku ruchu wynosita zero, obliczy¢ jak dhugo to koto znajdowalo sie
w ruchu przed rozpoczeciem tego 4-sekundowego okresu?

15. Jednorodny krazek zaczyna obraca¢ si¢ wokol nieruchomej osi i przyspiesza ze stalym przyspie-
szeniem katowym. Poczatkowo obraca si¢ z predkoscia 10 obr/s. Po 60 pelnych obrotach jego predkosé
katowa wynosi 15 obr/s. Obliczy¢: (a) przyspieszenie katowe; (b) czas, w jakim dokonane zostalo wspom-
nianych 60 obrotéw; (c) czas potrzebny do osiagniecia predkosci katowej 10 obr/s i (d) liczbe obrotow
krazka od chwili rozpoczg¢cia ruchu do chwili, w ktérej osiagnat on predkosé katowa 10 obr/s.

Odp.: (a) 1,04 obr/s?; (b) 4,8 s; (c) 9,6 s; (d) 48.

Paragraf 11-4

16. Kolo zamachowe poruszajace si¢ z predkoscia katowa 1,5 obr/s zwalnia, ale do chwili catkowitego
zatrzymania si¢ wykonuje jeszcze 40 obrotéw. Przyjmujac jednostajne przyspieszenie, obliczyé: (a) czas
wymagany do catkowitego zatrzymania si¢ kota; (b) ile wynosi przyspieszenie katowe? (c) czas, w ktorym
dokona si¢ pierwsza polowa z owych 40 obrotow?

17. Samochdd, ktorego kota maja $rednicg 76 cm, jedzie z predkoscia 97 km/h. (a) Obliczyé predkosé
katowa kot wokot ich osi. (b) Jakie bylo przyspieszenie katowe kot, jezeli po wlaczeniu hamulcoéw obrocily
si¢ one jeszcze 30 razy ruchem jednostajnie op6znionym? (c) Obliczyé drogg hamowania.

Odp.: (a) 71 rad/s; (b) —13 rad/s?; (c) 72 m.

18. Wspotrzedne ciala poruszajacego si¢ w plaszczyZnie xy okreslone sa zaleznosciami x = Rcosw?,
» = Rsinwt, gdzie t oznacza czas, a R i w sa wielko$ciami stalymi. (a) Wyeliminowaé z tych réwnaf czas ¢
w celu znalezienia rownania krzywej, po ktorej porusza sig to cialo. Jaki ksztalt ma ta krzywa? Co oznacza
stala w? (b) Rozniczkujac zaleznosci x i y wzgledem czasu znajdujemy skfadowe v, i v, wektora predkosci
ciala w kierunku osi x i y. Znalez¢ warto$¢ i kierunek predkosci v za pomoca v i v,. Opisaé ruch ciala.
(©) Zrozniczkowal v, i v, wzgledem czasu oraz okresli¢ wypadkowe przyspieszenie (kierunek i wartos¢).

19. Koto A4 o promieniu 74 = 10 cm jest polaczone paskiem B z kolem C o promieniu rc = 25 cm,
jak na rys. 11-13. Kolo 4 znajdujace si¢ poczatkowo w stanie spoczynku zwigksza swa predkosé katowa
jednostajnie o /2 rad/s?. Okresli¢ czas, w ciagu ktorego kolo C osiagnie predkosé katowa 100 obr/s,
przyjawszy, ze pasek si¢ nie §lizga.

Odp.: 17 s.
4

B = Rys. 11-13. Zadanie 19
Paragraf 11-5

20. (a) Z jaka predkoscia katowa obraca sic wokét osi Ziemi punkt znajdujacy sie na jej powierzchni
na szerokosci geograficznej poinocnej 45°? Jaka jest predkosé liniowa tego punktu? (b) Obliczyé to samo
dla punktu znajdujacego si¢ na réwniku i poréwnaé ze soba otrzymane wyniki.

21. Ziemia porusza si¢ dookola Slofica po orbicie, ktora mozna uwazaé za kolowa. (a) Obliczyé pred-
kos¢ katowa oraz (b) érednia predko$é liniowa Ziemi w jej ruchu po orbicie (uwazajac Ziemig za punkt
materialny). (c) Ile wynosi przyspieszenie Ziemi w jej ruchu wzgledem Slofica.

Odp.: (a) 2-10-7 rad/s; (b) 3-10* m/s; (c) 6-10~3 m/s2.

8 kzr‘g}h.!?aka jest predkos¢ katowa samochodu jadacego po torze kolowym o promieniu 110 m z predkoscia
4
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23. Jakie jest przyspieszenie dosrodkowe punktu lezacego na brzegu plyty gramofonowej o srednicy
30 cm, obracajacej si¢ z predkoscia 33,3 obr/min?

Odp.: 1,8 m/s?.

24. Jaki jest stosunek przyspieszenia zwigzanego z obrotem Ziemi punktu znajdujacego sie na réw-
niku, do przyspieszenia Ziemi zwigzanego z jej ruchem dookola Storica? Przyjaé kolowe orbity.

25. Kolo zamachowe silnika parowego porusza si¢ ze stala predkoscia 150 obr/min. Gdy doplyw
pary zostaje odcigty, tarcie lozysk i powietrza zatrzymuje kolo w ciagu 2,2 godz. (a) Jakie jest $rednic
przyspieszenie katowe kola? (b) Ile obrotéw wykona kolo przed catkowitym zatrzymaniem sie? (©) Ile
wynosi styczne przyspieszenie liniowe punktu materialnego oddalonego o 50 cm od osi obrotu, gdy koto
zamachowe obraca si¢ z predkoscia 75 obr/min? (d) Jaka jest wartos¢ catkowitego przyspieszenia liniowego
punktu materialnego w pytaniu (c)?

Odp.: (a) —2-1073 rad/s?; (b) 10* obr.; (c) —1 mm/s?; (d) 31 m/s2.

26. Cialo sztywne obraca si¢ wokot stalej osi ze stalym przyspieszeniem katowym «. Predkosé po-
czatkowa réwna si¢ zeru. Niech punkt materialny znajduje si¢ w odleglosci r od osi obrotu. Znalezé: (a)
przyspieszenie dosrodkowe i (b) styczne danego punktu materialnego tego ciala w zaleznosci od «, r i cza-
su . (c) Jezeli w pewnej chwili przyspieszenie wypadkowe tworzy kat 60° z przyspieszeniem stycznym,
to o jaki kat obrécito sie cialo do tej chwili?

Paragraf 11-6

27. Wyprowadzi¢ réwnanie (11-20) rézniczkujac rownanie (11-19).

28*. Mucha o masie 8,0 10~2 g spaceruje ze stala predkoscia 1,6 cm/s wzdtuz linii radialnej zazna-
czonej na talerzu gramofonu obracajacym si¢ ze stala predkoécia katowa 334 obr/min. Znalez¢: (a) predkos¢
i (b) przyspieszenie muchy widzianej przez obserwatora z zewnatrz, kiedy mucha znajduje si¢ 12 cm od osi
obrotu. (c) Jaki musi by¢ minimalny wspolczynnik tarcia, ktéry pozwala musze osiagnaé krawedz wiruja-
cego talerza (promiefn 16 cm) bez ze§liznigcia sie?

29. Wirus o masie 1,0+ 107 g znajdujacy si¢ w roztworze w wiréwce, w pewnym momencie w od-
legtosci 6,5 cm od osi obrotu, porusza si¢ w kierunku radialnym na zewnatrz ze stalg (w przyblizeniu) pred-
koscia wynoszaca 2,0 mm/s. Wiréwka obraca si¢ z predkoscia katowa 55 000 obr/min. Przedyskutowaé
ruch iloSciowo, podajac wielkosci wszystkich sit i przyspieszefi w dwéch ukladach odniesienia: (a) obraca-
jacego sie¢ razem z wiréwka; (b) nieruchomego.

* Patrz uzupetnienie 1.



