4. Ruch na ptaszczyznie

4-1. Przemieszczenie, predkosc i przyspieszenie

Wréémy do rozwazan dotyczacych ruchu dwuwymiarowego. Przyjmijmy, dla wygody,
%e odbywa si¢ on na plaszczyZnie xy. Na rysunku 4-1 widzimy punkt materialny poru-
szajacy si¢ wzdluz pewnej krzywej na plaszczyznie. PoloZenie tego punktu w chwili ¢
czyli jego przemieszczenie wzglegdem poczatku ukiladu, przedstawia wektor r; predkosé
punktu dana jest wektorem v, ktéry, jak widzielismy w paragrafie 3-4, musi by¢ styczny
do toru. Przyspieszenie przedstawia wektor a; kierunek a, jak zobaczymy pdzniej, nie
tworzy 2adnego stalego kata z torem, lecz zalezy od tego, jak zmienia si¢ w czasie predkosé
poruszajacego si¢ punktu.
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Rys. 4-1. Punkt materialny porusza si¢ po torze krzywoliniowym na plaszczyZnie xy. Przedstawiono (a)
jego potozenier, (b) predkosé v i (c) przyspieszenie a w chwili ¢ oraz wektorowe skladowe wszystkich tych
wektoréw. Zwracamy uwage, Ze X, J, Ux, Uy 1 ax 53 dodatnie, ale a, jest ujemne. Poréwnaé ten rysunek
z rys. 3-3

Wektory r, v i a s3 wzajemnie zalezne od siebie [patrz réwnanie (3-4), (3-5) i (3-10)]
i dadzg si¢ przedstawi¢ za pomoca sktadowych w postaci

r =ix+jy, “1)
ar . .

V= ar = 10 +)9,, 4-2)
dv. . .

a=-o= ia,+ja,. “4-3)

Réwnania te mozna latwo rozszerzy¢ na przypadek przestrzeni tréjwymiarowej, dodajac
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do nich odpowiednio wyrazy kz, kv, oraz ka,, gdzie k jest jednostkowym wektorem
o kierunku osi z.

W rozdziale 3 rozwazaliémy szczegolny przypadek ruchu — ruch jednowymiarowy.
Jezeli punkt materialny poruszat si¢, powiedzmy, wzdtuz osi x, wektory r, v oraz a mialy
kierunek zgodny z kierunkiem dodatnim lub ujemnym osi x. Sktadowe v, i a, byty wéwczas
réwne zeru i ruch mozna bylo opisa¢ za pomocg skalarnych réwnan wiazacych v, i a,.
Natomiast jesli punkt poruszat si¢ wzdtuz osi y, sktadowe v, i a, byly réwne zeru, a ruch
byl opisany za pomoca réwnan wigzacych skalarne wielkosci v, i a,. W tym rozdziale
bedziemy rozwazaé ruch na plaszczyZnie xy; tutaj wigc, ogélnie biorac, oba zespoly skla-
dowych beda mialy niezerowe wartosci.

4-2. Ruch na plaszczyinie ze stalym przyspieszeniem

Rozwazmy najpierw specjalny przypadek ruchu na plaszczyznie, ruch ze statym przy-
spieszeniem. W czasie tego ruchu nie zmienia si¢ ani kierunek, ani warto$¢ przyspieszenia.
Nie beda si¢ rowniez zmienia¢ sktadowe przyspieszenia, tzn. a, = const i a, = const.
Mamy wigc do czynienia z ruchem, ktéry mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwéch
ruchéw sktadowych, odbywajacych si¢ jednoczesnie, ze stalymi przyspieszeniami, wzdluz
dwéch wzajemnie prostopadtych kierunkéw. Punkt materialny bedzie si¢, ogélnie biorac,
poruszal wzdtuz pewnej krzywej lezacej na plaszczyznie. Tak bedzie réwniez wtedy, gdy
jedna ze sktadowych przyspieszenia, powiedzmy a,, jest réwna zeru, gdyz wéwczas od-
powiednia skladowa predkosci, powiedzmy v,, moze by¢ rézna od zera. Przykladem tego
ostatniego ruchu jest ruch pocisku, ktéry porusza si¢ wzdtuz linii krzywej w plaszczyznie
pionowej i, jezeli pominiemy opor powietrza, ma stale przyspieszenie, skierowane w dét
wzdtuz osi y.

Ogodlne réwnanie opisujace ruch ze statym przyspieszeniem a na plaszczyZnie mozemy
otrzymaé przyjmujac po prostu, Ze

a, = const, a, = const.

Wéwcezas rownania dla stalego przyspieszenia zebrane w tablicy 3-1 mozna zastosowaé
zaréwno do skladowej x wektora polozenia r, wektora predkosci v i wektora przyspiesze-
nia a, jak i do skladowej y tych wektoréw (patrz tablica 4-1).

W obu zespotach réwnan podanych w tablicy 4-1 wystepuje ten sam parametr czasu ¢,
poniewaz ¢ okresla chwilg czasu, w ktérej punkt poruszajacy si¢ wzdtuz linii krzywej na
plaszczyznie xy zajmuje potozenie opisane skladowymi x i y wektora r.

Tablica 4-1
Ruch ze stalym przyspieszeniem na plaszczyznie xy
Numer Roéwnanie opisujace ruch wzdhuz Numer Roéwnanie opisujace ruch wzdhuz
réwnania osi x rOéwnania osi y
4-4a Vx = Uxot+axt 4-4a’ Vy = Uyot+ayt
4-4b x =vo+3(Wxo+v)t 4-4b’ ¥ = yo+1(v,0+v,)¢
4-4c X = Xo+Usolt+4a,t? 4-4c’ Y = Yo+vy0t+3a,t?
4-4d v? = vZo+2a,(x—xo) 4-4d’ v3 = v3e+2a,(y—yo)
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Roéwnania kinematyczne podane w tablicy 4-1 mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
wektorowej. Na przyklad podstawiajgc réwnania (4-4a) i (4-4a’) do réwnania (4-2) otrzy-
mujemy ‘

vV= ivx+.ivy = i(vxo+axt)+j(vy0+ayt) = (ivx0+jvy0)+(iax+jay)t'

W pierwszym nawiasie mamy wektor predkosci poczatkowej v, [patrz réwnanie 4-2)),
a w drugim nawiasie wektor przyspieszenia a [patrz réwnanie (4-3)]. Réwnanie wektorowe

V = vo+at (4-5a)
jest wigc réwnowazne dwom réwnaniom skalarnym (4-4a) i (4-4a’) podanym w tablicy
4-1. Z réwnania tego jasno widac, ze pregdkos¢ v w dowolnej chwili jest suma predkosci
poczatkowej Vo, jaka mialby punkt materialny, gdyby nie wystepowalo przyspieszenie,
oraz wektorowej zmiany predkodci at, uzyskanej w przedziale czasu od 0 do ¢, dzigki

stalemu przyspieszeniu a. Podobnie réwnania skalarne (4-4c) i (4-4c’) sa réwnowazne
pojedynczemu réwnaniu wektorowemu

r =ro+Vol+iat? (4-5b)

ktére mozna réwnie latwo zinterpretowaé. Udowodnienie tej i pozostalych zaleznosci
odkladamy do zadania 3.

4-3. Rzut ukosny

Przykladem ruchu krzywoliniowego ze stalym przyspieszeniem jest rzut ukos$ny. Jest
to dwuwymiarowy ruch ciala rzuconego pod katem do poziomu. Przykladem tego ruchu
jest idealny — z pomini¢ciem oporu powietrza — ruch pitki do gry w golfa, czy w ba-
seball.*

Rzut uko$ny ciala jest ruchem o stalym przyspieszeniu g skierowanym w dét; jest on
wigc opisany przez réwnania podane w tablicy 4-1. Przyspieszenie nie ma skladowej
poziomej. Jezeli wigc wybierzemy taki uklad wspéirzgdnych, w ktérym o$ y jest skiero-
wana w gorg, bedziemy mogli przyjaé, ze a, = —g oraz a, = 0.

Przyjmijmy ponadto, Ze poczatek naszego ukladu wspéirzegdnych pokrywa si¢ z punk-
tem, z ktérego wylatuje cialo (patrz rys. 4-2). Poczatek ten moze wigc znajdowaé sie
w punkcie, w ktérym pitka odrywa si¢ od reki lub paliwo wybucha w rakiecie. Przy takim
wyborze poczatku ukladu w réwnaniach podanych w tablicy 4-1 mamy x, = yo = 0.
Predkos¢ w chwili ¢ = 0, tzn. w chwili gdy cialo zaczyna swdj lot, jest réwna v, i tworzy
kat 0, z dodatnim kierunkiem osi x. Skladowe x i y predkosci v, (patrz rys. 4-2) sa wiec
réwne

Uxo = Uoc0s0p, 1 9,0 = vosinb,.

Poniewaz nie ma poziomej skladowej przyspieszenia, pozioma skladowa predkosci za-
chowuje swoja wartos¢ podczas calego lotu (jest stala). Jezeli w réwnaniu (4-4a) podsta-
wimy a, = 0 i v, = voc0s0,, otrzymamy

v, = vocos0. (4-62)

* Patrz Galileo Galilei, Dialogues Concerning Two New Sciences, the ,,Fourth Day”, gdzie opisana jest
fascynujaca dyskusja o badaniach Galileusza nad rzutami ukoénymi,
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Rys. 4-2. Tor pocisku. Przedstawiono predko$¢ poczatkowa v, oraz jej skladowe wektorowe, a takze
predkos¢ v oraz jej skladowe wektorowe w pieciu innych p6zniejszych chwilach czasu. Zwracamy uwage,
2e podczas catego lotu vx = v,o. Odleglos¢ R nazywamy zasiggiem poziomym

Pozioma skltadowa predkosci zachowuje swoja poczatkowa warto$¢ w ciagu calego
lotu. Pionowa skladowa predkosci zmienia si¢ z czasem zgodnie z réwnaniem (4-4a’)
opisujacym ruch pionowy do goéry ze stalym przyspieszeniem skierowanym w dél. Jezeli
w réwnaniu tym podstawimy @, = —g oraz v,, = v,sinf,, otrzymamy

v, = Vosinby — gt (4-6a")
Pionowa skladowa predkosci jest taka sama przy spadku swobodnym. Rzeczywiscie,
gdybySmy rozpatrywali ruch przedstawiony na rys. 4-2 z punktu widzenia ukladu odnie-
sienia poruszajacego si¢ w prawo z predkoscia v,o, bylby to ruch ciala rzuconego pionowo
w gore z predkosécia poczatkowa v,sinf,. B
Wartos¢ wypadkowego wektora predkosci w dowolnej chwili czasu wynosi

v = yv,+9;, (C5))

a kat 0, jaki tworzy ten wektor z poziomem, w tej samej chwili czasu jest okreslony réw-
naniem

=2
tge—v.

x

Wektor predkosci, jak widaé na rys. 4-2, jest w kazdym punkcie styczny do toru.
Sktadowa x wektora polozZenia ciala w dowolnej chwili czasu, otrzymana z réwna-
nia (4-4c), w ktérym przyjeliSmy x, = 0, a, = 0 i v, = v,c080,, jest réwna

x = (vocosby)t. (4-6¢)
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Natomiast skladowa y, otrzymana z réwnania (4-4c’), w ktérym przyjelismy y, = 0,
a, = —g Oraz vy, = vosinfy, wynosi

y = (vosinfo)t —1gt2. (4-6¢")
Roéwnania (4-6¢ i ¢’) przedstawiaja x i y jako funkcje wspdlnego parametru ¢, czasu lotu.
Laczac te réwnania i eliminujac z nich czas, otrzymujemy zaleZno$é¢

y = (tg0o)x — 2_@05)—500)—’ x2, ‘ (4-8)
ktdra wiaze ze soba x i , i jest réwnaniem toru pocisku. Poniewaz v,, 0, i g sa wielkoscia-
mi stalymi, jest to réwnanie typu

y = bx—cx?,
czyli réwnanie paraboli. Tor pocisku jest wigc parabolg*.

Przyklad 1. Samolot leci ze stala pozioma predkoscia 500 km/h na wysokosci 5000 m, w kierunku
punktu znajdujacego si¢ dokladnie nad jego celem. Pod jakim katem ¢ wzgledem pionu powinien byé
widoczny cel w chwili zrzucenia paczki zywnosciowej, aby trafila ona w ten cel (patrz rys. 4-3)?

Rys. 4-3. Przyklad 1. Z samolotu upusz-
czono paczke zywno$ciowa z predkoscia
pozioma v,

7.

Wybieramy ukfad odniesienia nieruchomy wzgledem Ziemi, o poczatku umieszczonym w punkéie
zrzutu. Ruch paczki w chwili oderwania si¢ od samolotu jest taki jak ruch tego samolotu, a wigc jej pred-
kos¢ poczatkowa Vo ma kierunek poziomy, a warto$¢ jej wynosi 500 km/h. Kat rzutu jest réwny zeru,
00 =0.

Czas spadania otrzymamy z réwnania (4-6¢’). Podstawiajac 6o = 0 i y = —5000 m mamy

_ 2 2A=5-10°m) _
t= _._g_._ ]/— h——g’s m/s‘ = 31,9 s.

Zauwazmy, ze przy ruchu poziomym samolotu czas spadania paczki nie zalezy od predkoéci samolotu.
(Poréwnaé zadanie 11.)

Odleglo$¢ w kierunku poziomym przebyta w tym czasie przez paczke dana jest réwnaniem (4-6c),
x = (vocosby)t, czyli

x = 500 km/h- 103 m/km- 1 h/3600 s- 31,9 s = 4430 m.
Kat, pod jakim powinien byé¢ widoczny cel, jest wiec réwny (rys. 4-3)
Q= axctg = arctgﬂo—m = 42°,
Iyl 5000 m

Czy tor paczki widziany z ukladu odniesienia zwiazanego z samolotem jest parabola?

* Patrz: ,,Galileo’s Discovery of the Parabolic Trajectory”, Stillman Drake i James MacLachlan,
Scientific American, Marzec 1975.
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Przyklad 2. Grajacy w pitke nozna kopnat pitke pod katem 37° do poziomu, z predkoscia poczatkowa
15 m/s. (Boki trojkata prostokatnego, w ktorym jeden z katow jest réwny 37°, maja si¢ do siebie jak 3:4:5
lub 6:8:10.) Zaktadajac, ze pitka porusza si¢ w plaszczyZnie pionowej:

(a) Obliczyé, po jakim czasie ¢, pitka osiagnie najwyzszy punkt swojego toru.

W najwyzszym punkcie pionowa skladowa predkosci pitki jest rowna zeru, v, = 0. Rozwiazujac row-
nanie (4-6a’) wzgledem czasu otrzymujemy
. vo8infp—v,

g

dla wartosci v, = 0, vo = 15 m/s, 6, = 37° i g = 9,8 m/s?, mamy wiec

’

(b) Jak wysoko wzniesie si¢ pitka?
Pitka osiagnie maksymalna wysoko$¢ po uplywie czasu ¢ = 45/49 s. Korzystajac z réwnania (4-6¢”)
¥ = (vosinfo)t—%gr2,
mamy
max = 15 (m[s) - 75535~ 7 9,8 (m/s?)- (53)*s* = 4,1 m.

(c) Jaki jest poziomy zasi¢g pitki i jak ditugo znajduje si¢ ona w powietrzu?

Odleglos¢ w kierunku poziomym od punktu wyjsciowego do punktu, w ktérym pitka upadnie na ziemie,
nazywamy zasiggiem Xmax. Podstawiajac w réwnaniu (4-6¢’) y = 0 mozemy znaleZ¢ czas t, potrzebny na
przebycie tej odleglosci. Mianowicie

2upsing, _ 2-15mfs- 5 90
t, = = = —8§ = 1,8 S.
g 9,8 m/s? 49
Zauwazmy, Ze t, = 2t,, co wynika z faktu, ze czas wznoszenia si¢ pitki (na maksymalna wysoko$¢) réwny
jest czasowi jej spadania (z tej samej wysokosci).

Zasigg Xmex mozemy znaleZé podstawiajac w rownaniu (4-6¢) x = (vocosfy)t, zamiast ¢ wartosé ¢, .

Otrzymamy woéwczas

Xmax = (voc0sOp)t, = 15 (m/s)-l%-i—g s =22 m/s.

(d) Jaka jest predkos¢ pitki w chwili, gdy uderza ona w ziemig? Z réwnania (4-6a) otrzymujemy
v, = vocosfy = 15 (m/s)-l—"o = 12 m/s.

Z réwnania (4-6a’) dla t =1, = :—: s otrzymujemy

vy = vosinfo—gt = 15 (m/s)- 5 —9,8 (m/s?)- o2 = —9 m/s.

49 —
Ostatecznie z rownania (4-7) mamy

v =Yoi+o? = Y(12m/s)2+ (=9 m/s)® =15 m/s

oraz
tg0 = v,fv, = —9/12 = —3/4,

skad 6 = —37° (37° liczac od osi x w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara). Zauwazmy, e

zgodnie z warunkami symetrii, 6 = —60, (rys. 4-2).

Przyklad 3. Bardzo ciekawe jest nastepujace doswiadczenie. Wiatrowka jest wycelowana w przed-
miot umieszczony na pewnej wysokosci. W chwili gdy kula wylatuje z lufy, przedmiot ten za pomoca
specjalnego mechanizmu zostaje uwolniony i zaczyna spadaé swobodnie. Okazuje sie, ze niezaleznie od
tego, jaka byla poczatkowa predkos¢ kuli, zawsze zderzy si¢ ona ze spadajacym przedmiotem.

Zjawisko to mozemy wytlumaczyé najproéciej w nastgpujacy sposob. Gdyby nie bylo przyspieszenia
grawitacyjnego, przedmiot bylby nieruchomy, a kula poruszalaby sie prosto w jego kierunku (rys. 4-4).
Na skutek istnienia przyspieszenia grawitacyjnego oba ciata spadaja na dot z takimi samymi predkosciami.
Po uplywie czasu ¢ kula opadnie wigc o odleglo$é rowna 4 g2 ponizej punktu, do ktérego dolecialaby,
gdyby nie bylo grawitacji, a przedmiot przebedzie taka samg odleglo$¢ w dot od swojego poczatkowego
polozenia. W chwili gdy tor kuli przetnie si¢ z torem przedmiotu, oba ciata beda si¢ znajdowaly na tej
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samej wysokosci nad ziemia, a wigc nastapi zderzenie. Gdyby kula poruszala si¢ z predkoscia wigksza, niz
przedstawiono na rysunku (wicksze vo), zasi¢g jej bylby wigkszy i tor jej przecialby si¢ wyzej z torem przed-
miotu. Ale wéwczas do chwili przecigcia uplyneloby mniej czasu i kula przebywataby mniejsza odleglos¢
w d6l, a wiec rowniez nastapiloby zderzenie. Takie samo rozwazanie stuszne jest dla predkosci mniejszych
niz przedstawiono na rysunku.

Rys. 4-4. Przyklad 3. W ruchu balistycznym prze-
mieszczenie kuli wzgledem poczatku ukladu w do-
wolnej chwili # mozna traktowaé jako sume dwoch
wektoréw: wektora vox? majacego kierunek pred-
kosci vox oraz wektora gt2/2 skierowanego w dot

=

Pokazemy to przy pomocy wzoréw. Polozenie kuli i przedmiotu w dowolnej chwili # mozna okresli¢
za pomoca réwnania (4-5b),

r = ro+vot+4ar2
Dla kuli K, r,=0ia=g, a wigc
rx = Voxt+3gt2.
Dla przedmiotu P, ro = Fop, Vo = 0 i a = g, co daje
rp = l'op'i"}g‘z-‘
Aby nastapilo zderzenie, musi byé rx = rp. R6Wnos¢ ta jest spelniona w chwili # okre$lonej réwnaniem

Tor = Vox!, tzn. dla czasu z (= ror/vox) potrzebnego na to, aby kula dobiegala do przedmiotu (gdyby nie
bylo grawitacji i gdyby oba ciala mialy stale predkosci rowne predkosciom poczatkowym).

4-4. Ruch jednostajny po okregu

W paragrafie 3-6 stwierdziliSmy, ze przyspieszenie jest wynikiem zmian predkosci.
W przypadku spadku swobodnego predkos$é zmienia si¢ jedynie co do wartosci, natomiast
kierunek jej pozostaje staly. Dla ruchu punktu materialnego poruszajacego si¢ tzw.
ruchem jednostajnym po okregu zmienia si¢ ciagle kierunek predkosci, natomiast wartosé
jej pozostaje stala. Sprobujmy znaleZé przyspieszenie punktu materialnego w ruchu jedno-
stajnym po okregu.

Rozwazamy rysunek 4-5a. Niech P bg¢dzie polozeniem punktu materialnego w chwili ¢,
a P’ polozeniem tego samego punktu w chwili 2+ At. Predko$¢ v w punkcie P jest wekto-
rem stycznym do krzywej w tym punkcie. Predkosé v/ w punkcie P’ jest wektorem stycznym
do krzywej w punkcie P’. Wektory v i v/ maja réwne dlugosci — warto$¢ predkosci jest
stala — rdznia si¢ one jednak kierunkiem. Droga przebyta przez punkt materialny w prze-
dziale czasu At jest réwna diugosci tuku PP’, tzn. wynosi vAt, gdzie v jest stala wartoscia
predkosci.
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Przerysujemy teraz wektory v i v’ (jak na rys. 4-5b) tak, aby mialy one wspélny pocza-
tek. Korzystamy tu z faktu, Zze wektory moZzna dowolnie przesunaé, byleby ich wartoéé
i kierunek nie zostaly zmienione. Na podstawie otrzymanego rysunku (rys. 4-5b) mozemy
latwo okresli¢ zmiane predkosci przy ruchu punktu materialnego od P do P’. Zmiana ta,
wynoszaca Av = v’ —v, jest wektorem, jaki nalezy doda¢ do predkosci v, aby otrzymaé
predko$é v'. Zauwazmy, ze wektor ten jest skierowany do wnetrza okregu, w przyblize-
niu w kierunku srodka okrggu.

c)

Rys. 4-5. Ruch jednostajny po okr¢gu. Punkt materialny obiega okrag ze stala predkoscia (co do wartosci
bezwzglednej). Przedstawiono jego predkosci w polozeniach P i P’. Zmiana predkoéci przy przejsciu od P
do P’ wynosi Av

Troéjkat OQQ’ utworzony przez wektory v i v’ i Av oraz tréjkat CPP’ utworzony przez
cigciwg PP’ i promienie CP i CP’ (rys. 4-5¢) sa tréjkatami podobnymi, poniewaZ s3 to
tréjkaty réwnoramienne o takim samym kacie wierzchotkowym. Kat 6 zawarty miedzy
wektorami v i v’ jest rowny katowi PCP’, poniewaz v jest prostopadly do CP, a v/ —
prostopadly do CP’. Mozemy wigc napisaé

Av oAt

- = (w przyblizeniu),

przyjmujac, ze dlugo$¢ luku PP’ jest w przyblizeniu réwna dlugosci cigciwy PP’. Za-
leznos¢ ta jest tym lepiej spelniona, im bardziej zmniejszamy przedziat At, poniewaz
wowczas diugos¢ tuku staje si¢ coraz blizsza dlugosci cigciwy. Jednocze$nie kierunek
Av staje si¢ wtedy coraz dokladniej skierowany do $rodka okregu. Z podanej zaleznosci
wynika, Ze

Av

2
A= l’;- (w przyblizeniu).

Gdy At — 0, ostatnie wyrazenie staje sig $ciste. Otrzymali$my wigc nastgpujace wyrazenie
na warto$¢ przyspieszenia:

a=Ilm—=—. 4-9)

Kierunek chwilowego przyspieszenia pokrywa si¢ z kierunkiem promienia i zwrécony
jest do srodka okregu.

Na rysunku 4-6 przedstawiono zwiazek migdzy v i a w réznych chwilach czasu. Warto$é
predkodci v jest stala, ale kierunek jej ciagle si¢ zmienia. Powoduje to powstanie (réznego
od zera) przyspieszenia a, réwniez stalego co do wartosci i zmieniajacego si¢ nieustannie
co do kierunku. Predkos¢ v jest zawsze styczna do okregu i ma kierunek zgodny z kierun-
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kiem ruchu; przyspieszenic a jest zawsze skierowane radialnie do wewnatrz. Dlatego
przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem radialnym lub dosrodkowym.

Zaréwno w przypadku spadku swobodnego, jak i rzutu ukos$nego przyspieszenic a
jest stale co do wartosci i kierunku. Mozemy wigc do tych ruchéw stosowaé réwnania
podane w tablicy 4-1. Z réwnan tych nie mozemy korzysta¢ przy ruchu jednostajnym
po okregu, poniewaz tutaj zmienia si¢ kierunek przyspieszenia, a wigc nie jest ono stale.

Rys. 4-6. W ruchu jednostajnym po okregu przyspie-
szenie a jest zawsze skierowane do §rodka okregu, a wiec
jest prostopadie do predkosci v

Jednostki przyspieszenia dosrodkowego sa oczywiscie takie same jak jednostki przy-
spieszenia spowodowanego zmianami wartosci liczbowej predkoséci. Mianowicie

v? ( dlugosé )2 / dlupose = Tugose . L
+ =\ "oms ugosé = ——~5—, inaczej .
Mozemy wigc wyrazaé je np. w m/s2, cm/s? itd.

Przyspieszenie spowodowane zmianami kierunku predkosci jest rownie realne, jak
przyspieszenie spowodowane zmianami wartosci liczbowej predkosci. Wedtug definicji
bowiem przyspieszenie informuje o szybkosci zmian predkosci w czasie, a predkosé, ktéra
jest wektorem, mozZe zmienia¢ si¢ zar6wno co do wartosci, jak i co do kierunku. JezZeli
jaka$ wielko$¢ fizyczna jest wektorem, nalezy zawsze pamigta¢ o jej kierunku, poniewas
zmiany kierunku moga byé réwnie wazne jak zmiany wartosci liczbowej wektora.

Podkre$lamy jeszcze raz, ze — ogdlnie biorac — kierunek ruchu nie musi si¢ pokrywaé
z kierunkiem przyspieszenia i Ze nie ma Zadnego stalego zwiazku miedzy kierunkiem
przyspieszenia i kierunkiem predkosci. Na rysunku 4-7 pokazalimy przyklad ruchu,
w ktérym kat miedzy a i v zmienia si¢ od 0° do 180°. Jedynie w przypadku gdy 0 = 0°,
kierunek ruchu jest zgodny z kierunkiem przyspieszenia a.

6=180° 180°> 0> %0° 0 = 90° 90°>0>0°
v
0

a vV, ~~q //’ (/] }a

0 \\ / aphv v
iz NI, 4 Vi
ar ruch jedno- . .
rautw gore rzut ukosny w gére  stajny po rzut ukosny w dot rzut w dot
okregu

Rys. 4-7. Zwiazki migdzy predkoscia v i przyspieszeniem a dla r6znych rodzajow ruchu
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Przyklad 4. Ksi¢zyc krazy dokola Ziemi, przy czym czas trwania jednego pelnego obrotu (okres)
wynosi 27,3 dnia. Zakladamy, Ze orbita Ksi¢zyca jest okregiem o promieniu 385 000 km. Jaka jest war-
to$¢ przyspieszenia dosrodkowego w tym ruchu?

Promiefi okregu r = 385000 km = 3,85 10° m, a okres obrotu T = 27,3 d = 2,36 10° s. Predkos¢
Ksiezyca na orbicie (z zaloZenia stala) jest wigc réwna

v = 2rnr/T = 1020 m/s.
Stad warto$¢ przyspieszenia doSrodkowego
v? (1020 mjs)? 0.00273 mls?
4= T st m 00 s
czyli wynosi zaledwie 2,78 10-4 g.

Przyklad 5. Znalezé predkosé satelity ziemskiego krazacego po orbicie kolowej na wysokosci 230 km
nad powierzchnia Ziemi, przyjmujac, ze przyspieszenie ziemskie na tej wysokosci wynosi g = 920 cm/s.
Promieft Ziemi R jest rowny 6370 km.

Podobnie jak kazde swobodne ciato znajdujace si¢ w poblizu powierzchni Ziemi, satelita ma przyspie-
szenie grawitacyjne g skierowane do §rodka Ziemi. Dzigki temu przyspieszeniu moze on poruszaé si¢ po
orbicie kolowej. Przyspieszenie dosrodkowe satelity wynosi wi¢c @ = v?r = g, skad

g = v*/(R+h),
czyli
v=yY@R+h)g = V(6370 km+230 km)10° cm/km- 920 cm/s?> = 78-10* cm/s = 28100 km/h.

Wyprowadzmy teraz réwnanie (4-9) postugujac si¢ metoda wektorowa. Na rysunku
4-8a widzimy punkt materialny poruszajacy si¢ ruchem jednostajnym po okregu O umiesz-
czonym w poczatku ukladu odniesienia. Do opisu takiego ruchu znacznie wygodniejsze
od wspétrzednych kartezjaniskich x i y sa wspolrzedne biegunowe r i 0, poniewaz r jest
stale, a 0 zmienia si¢ liniowo z czasem; zmiany wspolrzednych x i y sa bardziej skompli-
kowane. Te dwa uklady wspolrzednych sa ze soba zwiazane w nastgpujacy sposob:

r=yx2+y* i = arctg(y/x) (4-10a)
lub zaleZno$cia odwrotna:

x =rcosf 1 y=rsin0. (4-10b)
W prostokatnych ukladach wspolrzednych, przy opisie ruchu na plaszczyznie xy,
uzywalismy wektoréw jednostkowych i i j. Tutaj wygodniej jest wprowadzi¢ nowe wektory
jednostkowe u, i uy. Wektory te, podobnie jak i i j, maja jednostkowa dlugos¢ i sa bez-

wymiarowe, wyznaczaja one jedynie kierunek.
Wektor jednostkowy u, w dowolnym punkcie wskazuje kierunek wzrostu r w tym
punkcie; jest on zawsze skierowany radialnie na zewnatrz od Srodka ukladu. Wektor

Y Aug(=ug —ug)
t2
U 6,
JaN . r U Ab
J| /a8 i
7 iﬁa'> x b)

Rys. 4-8. (a) Punkt materialny poruszajacy sie
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wska-
z6wek zegara po okr¢gu o promieniu r. (b)
Wektory jednostkowe ug; oraz u,, w chwilach
odpowiednio, #, i #;, a takze Aug(= uyz—up;)
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jednostkowy uy W pewnym punkcie wskazuje kierunek wzrostu 6 w tym punkcie: jest on
zawsze styczny do okregu przechodzacego przez dany punkt i ma kierunek przeciwny
do kierunku ruchu wskazéwek zegara. Jak wida¢ na rys. 4-8a, wektory u, i u, sa do siebie
nawzajem prostopadle. Wektory jednostkowe u, i uy ré2nig si¢ od wektoréw jednostko-
wych i i j tym, e kierunki u, i uy zmieniaja si¢ od punktu do punktu; wektory jednostko-
we u, i u, nie sq wiec wektorami stalymi.

Ruch punktu materialnego poruszajacego si¢ ze stala predkoscia v (w kierunku prze-
ciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara) po okregu o §rodku umieszczonym w po-
czatku ukladu wspétrzednych (patrz rys. 4-8a), mozna opisa¢ za pomoca wektoréw u,
i up réwnaniem wektorowym:

vV = Wv. (4_11)
Z zaleznoéci tej widaé, ze kierunek wektora v (pokrywajacy si¢ z kierunkiem ug) jest stycz-
ny do okregu, a wartos¢ v jest stala i rowna v (poniewaz warto$¢ wektora uy jest réwna

jednosci).
Aby znalezé przyspieszenie, taczymy réwnania (4-3) i (4-11) otrzymujac
dv du,
a= =g 4-12)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (4-11) v jest stale (v = const), natomiast u, nie jest stale,
poniewaz kierunek u, zmienia si¢ wraz z ruchem czastki. Aby obliczy¢ duy/ds, spdjrzmy
na rysunek 4-8b, ktéry przedstawia wektory jednostkowe u,, i up, na koricach przedziatu
At (= t,—t,). Wektor Au, (= ug,—up) W granicznym przypadku, gdy Az — 0, jest skie-
rowany radialnie do srodka kota. Innymi stowy, duy, ma w dowolnym punkcie kierunek
taki, jak —u,. Kat zawarty migdzy wektorami u, i up, jest réowny katowi, jaki zakresla
w czasie At promiefi aczacy poczatek ukladu z poruszajacym si¢ punktem. Wartosé
wektora Au, jest réwna po prostu Af; pamigtajmy, ze wartosci wektorow up, i up, na rys.
4-8b sg réwne jednosci. Stad

dus _ o im B0 _“d_B
dt — a0 At T dt
i z réwnania (4-12)
_ dllg _ dé
=m0 =—u-0 (4-13)
Ale d6/dr jest predkoscia katowa punktu materialnego i wynosi
d6 27 2w
dt ~ okres obrotu  2mrjv  r

Podstawiajac t¢ wartos¢ do réwnania (4-13) otrzymujemy ostatecznie
2

v
a=—u—, (4-14)

skad wida¢, ze wartos¢ przyspieszenia w ruchu jednostajnym po okrggu wynosi o%/r
(patrz réwnanie 4-9); jest ono skierowane radialnie do $rodka okregu (—u,). Zalezno$é
wektorowa (4-14) okresla wigc zaréwno wartosé jak i kierunek przyspieszenia dosrodkowe-
go a. Zauwazmy, Ze zgodnie z tym, czego oczekiwaliémy, a ma stala wartos¢, lecz zmienia
ciagle kierunek, poniewaz wektor u, zmienia kierunek.
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4-5. Przyspieszenie styczne w ruchu po okregu

Rozwazmy teraz bardziej ogélny przypadek ruchu po okregu, w ktérym wartosé
predkosci v poruszajacego si¢ punktu materialnego nie jest stala. Bedziemy korzystaé
z notacji wektorowej i ze wspotrzednych biegunowych. Podobnie jak poprzednio, wektor
predkosci jest okreslony réwnaniem (4-11),

vV =u,,

ale teraz nie tylko w,, lecz i v zmienia si¢ z czasem. Korzystajac ze wzoru na pochodna
iloczynu otrzymujemy
a4V _do
de dt de
W réwnaniu (4-12) nie wystgpowal pierwszy wyraz tego réwnania, poniewaZ tam v bylo
stale, a wigc dv/d¢ bylo réwne zeru. Drugi wyraz réwnania (4.15) jest réwny, jak widzie-
lismy w poprzednim paragrafie, —u,v?/r. Réwnanie (4.15) moZemy przepisa¢ w postaci

(4-15)

a = uya,—u,q,, (4-16)

gdzie a, = dv/dt, a a, = v?/r. Pierwszy wyraz, uya,, bedacy wektorowa sktadowa a o kie-
runku stycznym do toru, zwiazany jest ze zmianami warto$ci predkosci w ruchu po okregu
(patrz rys. 4-9). Wyraz ten, a réwnieZ samo a,, nazywamy przyspieszeniem stycznym.
Drugi wyraz —u, a,, bedacy wektorowa sktadowq a skierowana radialnie do srodka okregu,
powstaje na skutek zmian kierunku predkosci w ruchu po okregu (patrz rys. 4-9). Wyraz
ten oraz samo a, nazywamy przyspieszeniem doSrodkowym.

Calkowita warto$¢ przyspieszenia chwilowego w ruchu po okregu jest wiec réwna

a = VaTTar. @17)

Jezeli wartosé predkosci v jest stala, to a, = dv/dt = 0 i réwnanie (4-16) redukuje si¢ do
réwnania (4-14). Gdy warto$¢ predkosci jest zmienna, a, jest rézne od zera i a, zmienia

Rys. 4-9. (a) W ruchu niejednostajnym po okregu wektor predkosci zmienia swoja warto$¢ bezwzgledna.
(b) Zmiana predkosci Av przy przejéciu od polozenia P do polozenia P’ sklada si¢ z dwoch czesci: (c)
zmiany Av, spowodowanej zmiang kierunku predkoéci v oraz zmiany Av, spowodowanej zmiang warto$ci
bezwzglednej predkosci v. W granicy, gdy At — 0, Av, jest skierowane do $rodka okregu C, a Av, — styczne
do tego okregu
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si¢ od punktu do punktu. Gdyby warto$¢ predkosci zmieniala si¢ niejednostajnie, réwniez
a; zmienialoby si¢ od punktu do punktu.

Wzory na a,(= dv/dt) i a,(= v*/r) moZna stosowa¢ do ruchu po dowolnej krzywe;j,
nie bedacej okregiem, pod warunkiem, Ze jako r podstawimy promiefi krzywizny krzywej
w miejscu, w ktorym w danej chwili znajduje si¢ punkt materialny. Wowczas a, jest skla-

o

Rys. 4-10. Slad pozostawiony w 10-calowej komorze pecherzykowej wypelnionej cieklym wodorem przez
poruszajacy si¢ spiralnie elektron. (Dzigki uprzejmosci Lawrence Radiation Laboratory). Zdjecie to jest
jednym z wielu zdje¢ przeznaczonych do ogladania stereoskopowego i opublikowanym, wraz z omow-
wieniem, jako Introduction to the Detection of Nuclear Particles in a Bubble chamber, The Ealing Press,
Cambridge, Massachusetts (1964). Przy ogladaniu stereoskopowym mozna zauwazy¢, ze elektron porusza
sie po spirali w strong patrzacego. Wektor predkosci elektronu nie lezy wiec w plaszczyznie rysunku, lecz
wystaje przed nia; ruch jego jest wiec trojwymiarowy, a nie dwuwymiarowy, jak zakladaliSmy w innych
przykladach tego rozdzialu

dowa przyspieszenia styczna do krzywej w tym punkcie, a a, sktadowa normalna. Na ry-
sunku 4-10 pokazano $lad pozostawiony w komorze pecherzykowej napetnionej ciektym
wodorem przez poruszajacy si¢ po spiralnej krzywej wysokoenergetyczny elektron. Prze-
chodzac przez ciecz znajdujaca si¢ w komorze elektron traci energig, przy czym warto$é
jego predkosci jednostajnie maleje. W kazdym punkcie toru istnieje wigc przyspieszenie
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Styczne a, = dv/dt. Przyspieszenie dosrodkowe a, w dowolnym punkcie jest réwne v2/r,
gdzie r jest promieniem krzywizny toru w omawianym punkcie w miarg jak czastka traci
energig, maleje zaréwno v, jak i r. Do ruchu po spirali zmusza elektron obecne w komorze
pole magnetyczne o kierunku prostopadtym do plaszczyzny rysunku (rys. 4-10) (patrz
rozdziat 33).

4-6. Predkos¢ wrgledna i przyspieszenie wzgledne

W poprzednich paragrafach rozwazalismy dodawanie predkosci w szczegélnym wy-
branym ukladzie odniesienia. Obecnie rozwazymy zalezno$¢ migdzy predkoscia przedmio-
tu okreslong przez jednego obserwatora S (ukiad odniesienia S) a predkoscia tego samego
przedmiotu okreslona przez innego obserwatora S’ (ukiad odniesienia S’) poruszajacego
si¢ wzgledem pierwszego.

Przypus¢my, ze obserwator S jest zwigzany z Ziemia, a wigc jego ukladem odniesienia
jest Ziemia. Drugi obserwator " porusza si¢ wzgledem Ziemi; moze to byé na przyklad
pasazer jadacego pociagu. Jego ukladem odniesienia jest wigc pociag. Obaj obserwuja
ruch tego samego przedmiotu, powiedzmy samochodu jadacego po szosie, czy cztowieka
spacerujacego po wagonie. Kazdy obserwator notuje przemieszczenie, predkosé i przy-
spieszenie obserwowanego przedmiotu, mierzone wzgledem swojego wlasnego ukladu
odniesienia. Jak mozna poréwnaé te pomiary? W tym paragrafie rozwazymy jedynie
przypadek, gdy drugi uklad porusza si¢ wzgledem pierwszego ze stalg predkoscia u.

y
S
i x
y $
¥ u[
// .
Y
S Y Rys. 4-11. Dwa uklady odniesienia S (= x,y)
x oOraz 8 (= x’, ¥"); S’ przesuwa si¢ wzgledem S
0 w prawo z predkoscia u

Na rysunku 4-11 uklad odniesienia S nieruchomy wzgledem Ziemi reprezentuja osie
x i y. Obszar zacieniony nalezy do drugiego ukladu odniesienia S’ reprezentowanego
przez osie x’ i y’. Uklad S’ porusza si¢ wzdtuz osi x ze stafa, mierzona wzgledem ukladu S
predkoscia u; mozna sobie wyobrazi¢ na przyklad, ze jest on narysowany na podlodze
wagonu towarowego.

W chwili poczatkowej przedmiot (powiedzmy pitka lezaca na podlodze wagonu)
zajmuje polozenie oznaczone w ukladzie S litera 4, a w ukladzie S’ litera A’. Po uplywie
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czasu t wagon i zwiazany z nim uktad S’ oddalit si¢ na odlegtos¢ ut w prawo, a przedmiot
przesunat si¢ do punktu B. W ukfadzie S przemieszczenie przedmiotu z jego poczatkowego
polozenia dane jest wektorem r, narysowanym od punktu 4 do B. W ukladzie S’ prze-
mieszczenie przedmiotu z jego poczatkowego polozenia przedstawia wektor r’ laczacy
punkt A’ z punktem B. Wektory te roznig si¢ od siebie, poniewaz punkt odniesienia A’
w poruszajacym si¢ ukladzie w czasie ruchu przedmiotu przesunal si¢ na odleglosé ut
wzdluz osi x. Z rysunku widac, ze wektor r jest suma wektoréw r’ i ut:

=r'+ut. (4-18)
Roézniczkujac rownanie (4-18) otrzymujemy

dr dr

dar " ar t
Ale dr/dt = v jest predkoscia chwilowa przedmiotu mierzona w ukladzie S, a dr’/dt = v
predkoscia chwilowa tego samego przedmiotu mierzong w ukladzie S’, tak ze

v=v+u.
Stad predkos¢ v przedmiotu wzgledem ukladu S jest suma geometryczna predkosci v/
tego przedmiotu wzgledem ukiadu S’ oraz predkosci u uktadu S’ wzglegdem ukladu S.

Przyklad 6. (a) Kompas znajdujacy si¢ w samolocie wskazuje, ze samolot leci dokladnie na wschod.
Informacje z Ziemi podaja, Ze wiatr wieje prosto na péinoc. Przedstawi¢ graficznie pr¢dko$¢ samolotu
wzgledem Ziemi.

Obserwowanym przedmiotem jest samolot. Ukladem odniesienia S jest Ziemia, a ukladem odniesienia
S’ poruszajacym si¢ wzgledem Ziemi — powietrze. Wobec tego

u jest predkoscia powietrza wzgledem Ziemi,

v’ jest predkoscia samolotu wzgledem powietrza,

v jest predkoscia samolotu wzgledem Ziemi.

W tym przypadku u jest skierowane na poinoc, a v’ na wschod. Predkosé samolotu wzgledem Ziemi okresla
zalezno$¢ v = v'+u (patrz rys. 4-12a).

Kat « okreslajacy odchylenie kursu samolotu od kierunku wschodniego na poélnoc znajdujemy ze
wzoru

tga = ufv’.

Rys. 4-12. Przyklad 6
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Predkosé samolotu wzgledem Ziemi jest dana réwnaniem

v =Yov2+u
Na przyklad, jezeli predkosciomierz wskazuje, ze samolot porusza si¢ wzgledem powietrza z predkoscia
320 km/h i jezeli predkos¢é wiatru wzgledem Ziemi wynosi 64 km/h, to

v = /' (320)*+ (64)> km/h = 326 km/h

jest predkoscia samolotu wzgledem Ziemi, a
64
a = arctg—— = 11°20’
320

okresla odchylenie kursu samolotu na péinoc.

(b) Znalez¢ graficznie kierunek, w jakim powinien pilot prowadzi¢ samolot wzgledem powietrza,
aby samolot leciat wzgledem Ziemi dokladnie na wschéd.

Teraz samolot bedzie cze¢sciowo leciat ,,pod wiatr”. Jego predkosé wzgledem Ziemi bedzie wiec mniejsza
niz poprzednio. Zwiazki migdzy wektorami predkosci przedstawia rys. 4-12b. Korzystajac z poprzednich
danych: u i v’ znalez¢ liczbowe wartosci 6 i v.

Widzimy, Zze réZni obserwatorzy, poruszajacy si¢ wzgledem siebie, przypisuja temu
samemu przedmiotowi rézne predkosci. Predkosci te zawsze rézniq sie o predkosé wzgle-
dna tych dwéch obserwatoréw, ktora tutaj jest predkosciq stalg. Stad wniosek, ze jezeli
predkosé przedmiotu zmienia sig, zmiana predkosci jest taka sama dla obu obserwatoréw.
Kazdy z nich mierzy wigc to samo przyspieszenie przedmiotu. Przyspieszenie przedmiotu
jest takie samo we wszystkich ukladach odniesienia poruszajacych si¢ wzgledem siebie
ze statymi predkosciami; tzn. a = a’. Wynik ten mozna otrzymaé formalnie, jezeli zréz-
niczkujemy réwnanie (4-19). Mianowicie dv/d¢ = dv’/d¢ + du/d¢; ale gdy u jest stale, du/df =
=0, a wigc a = a’.

Pytania

1. Czy przy rzucie uko$nym z pominieciem oporu powietrza powstaje kiedykolwiek konieczno$é roz-
wazania ruchu tréjwymiarowego zamiast dwuwymiarowego?

2. Czy przy skoku w dal odgrywa jakas role wysoko$¢ skoku. Jakie czynniki okreslaja diugoéé skoku?

3. Rozwazmy ruch strumienia elektroné6w w lampie elektronowej oraz strumienia wody wylatujacego
z ogrodniczego weza do polewania. Zakladamy, ze predkosé poczatkowa w obu przypadkach jest pozioma.
Dlaczego tor elektronéw pod wplywem grawitacji nie odchyla sie tak bardzo jak tor czasteczek wody?

4. W ktérym punkcie toru pocisku osigga on predko$¢ minimalna, a w ktorym maksymalna?

5. Przyjmujac, ze mozna by zmieni¢ kat réwni pochylej 0 o gladkiej powierzchni, ktora jest przytwier-
dzona do poziomego blatu stotu za pomoca zawiaséw, jaki nalezy wybraé kat 0, aby spadajace pionowo
pitki po sprezystym odbiciu si¢ od réowni uzyskiwaly maksymalny zasieg?

6. Dlaczego korzystniejsze jest (jezeli w ogole jest) mierzenie katow w radianach niz w stopniach?

7. Podczas lotu nurkowego samolotu lotnik poruszajacy si¢ po luku kola doznaje przyspieszenia trzy
razy wigkszego od przyspieszenia ziemskiego. Jak nalezy rozumieé to stwierdzenie?

8. Opisz jakosciowo przyspieszenie dzialajace na koralik $lizgajacy sie bez tarcia po spirali z drutu
w kierunku jej Srodka ze stata predkoscia.

9. Czy przyspieszenie pocisku mozna w kazdym punkcie toru przedstawi¢ za pomoca skladowej
stycznej i radialnej? Jezeli tak, to czy takie przedstawienie ma jakies zalety?

10. Na krotkim odcinku tuk okregu jest dobrym przyblizeniem uku paraboli. Jaki jest wiec promieni r
tuku okregu zblizonego do toru balistycznego pocisku o predkosci poczatkowej v, i kacie 6, w poblizu
szczytu toru?

11. Chiopiec siedzacy na platformie drezyny poruszajacej sie ze stala predkoscia rzuca pitke pionowo
do gory. Czy pitka upadnie za nim, przed nim, czy spadnie do jego rak? Jak zachowalaby si¢ pitka, gdyby

drezyna jechala naprzod z przyspieszeniem lub poruszala si¢ po torze krzywoliniowym w czasie, gdy pitka
Jest w powietrzu?
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12. Czlowiek stojacy na platformie pcciagu poruszajacego si¢ ze stala predkoscia, wychylajac sie
poza platforme, upuscit monetg. Opisa¢, jak bedzie wygladal tor monety widziany przez (a) cztowieka sto-
jacego na platformie, (b) osobg stojaca na ziemi w poblizu tor6éw, (c) osobg jadaca w innym pociagu po-
ruszajacym si¢ po réwnoleglym torze w przeciwnym kierunku niz pierwszy pociag.

13. Samochéd jedzie w czasie gwaltownego deszczu ze stalg predkoscia vs. Krople deszczu spadaja
pionowo z predkoscia koficowa v,. Pod jakim katem krople deszczu uderzaja w pionowa przednia szybe
samochodu?

14. Krople deszczu padaja jednostajnie pionowo w dot. Z jaka predkoscia mozliwie najmniejsza,
najwicksza czy jaka$ posrednia, nalezy is¢, przechodzac z jednego miejsca na drugie, aby jak najmniej
zmoknaé (zetkna¢ si¢ z najmniejsza iloscia kropel deszczu)?

15. Co sie nie zgadza na rys. 4-13? Zaglowka plynie z wiatrem.

16. Winda jedzie w dot ze stalg predkoscia. Pasazer wyjmuje z kieszeni monetg i rzuca ja na podlogg.
Jakie bedzie przyspieszenie monety obserwowane przez (a) osobg jadaca w windzie i (b) osobg nieruchoma
wzgledem $cian budynku.

Rys. 4-13. Pytanie 15

Zadania
Paragraf 4-1
1. Dowiesé, ze wektor a zdefiniowany jako:
a= iax+jay+ ka:
ma skladowe skalarne dane nast¢pujacymi wyrazeniami:

a,=i-a, a,=j-a, a;=k-a.
Paragraf 4-2
2. Punkt materialny porusza si¢ w ten sposob, ze jego polozenie jest nastgpujaca funkcja czasu:
r(?) = i+41%j+1tk.
(a) Wyrazi¢ predkosé i przyspieszenie punktu materialnego jako funkcje czasu. (b) Jaki jest ksztalt drogi
punktu materialnego?
3. Wykaza¢, ze: (a) Rownania (4-4b) i (4-4b") mozna wyrazi¢ w postaci wektorowej jako
r= I’o+%(Vo+V)t.
(b) Rownania (4-4c) i (4-4¢”) jako
I = ro+vol+34ar
Wykazaé réwniez, ze (c) rownania (4-4d) i (4-4d") mozna polaczy¢ i utworzyé
V'V =V Vo+2a-(r—ro).
Paragraf 4-3
4. Pocisk znajduje si¢ w najwyzszym punkcie toru. (a) Jaka jest jego predkos¢ wyrazona za pomoca
vo i 0,7 (b) Jakie jest jego przyspieszenie? (c) Jaki kat tworzy kierunek przyspieszenia z kierunkiem pred-
kosci? (Patrz pytanie 10.)
5. Pilka stacza si¢ z poziomego stolu o wysokosci 1,2 m. Jaka predko$é miata pitka w chwili odry-

wania si¢ od krawegdzi stolu, jezeli upadia ona na podloge w odleglosci 1,5 m od stotu.
Odp.: 3 m[s.
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6. Strzelajac z karabinu chcemy trafi¢ w maly przedmiot znajdujacy si¢ w odleglosci 45 m. Jak wysoko
ponad tym przedmiotem powinien znajdowa¢ si¢ punkt, do ktorego nalezy wycelowa¢ karabin, jezeli pred-
ko$¢ kuli przy wylocie z lufy wynosi 450 m/s?

7. (a) Pokaza¢, ze zasigg pocisku wyrzuconego pod katem 0, wzgledem poziomu, z predkoscia po-
czatkowa vo, WYNosi Xmax = (2§/g)sin (20,). Nastepnie pokazaé, ze najwigkszy zasieg jest osiagany przy
kacie wyrzutu 45° (patrz rys. 4-14). (b) Wykaza¢, ze maksymalna wysokos¢ osiagnigta przez pocisk wynosi
Ymax = (005in0o)%/(2¢). (c) Znalei¢ kat rzutu, w ktoérym zasigg poziomy i maksymalna wysoko$¢ po-
cisku sa rowne.

Odp.: (c) 76°.

y

/
2

Mg N

Rys. 4-14. Zadania 7 i 15

8. Pocisk zostal wystrzelony poziomo z karabinu umieszczonego 44 m ponad plaszczyzna pozioma
z predkoscia przy wylocie z lufy 240 m/s. (a) Tle czasu bedzie trwat lot pocisku w powietrzu? (b) W jakiej
odlegloéci poziomej uderzy w ziemig? (c) Jaka jest warto$¢ pionowej skladowej jego predkosci w mo-
mencie, gdy uderzy w ziemig?

9. Pitka zostala rzucona w powietrze. Na wysokosci 9,1 m jej obserwowana predko$¢ wynosi
v = (7,6i+6,1j) w m/s (pozioma o$ x, pionowa o$ y). (a) Do jakiej maksymalnej wysokosci wzniesie si¢
pitka? (b) Jaka odleglo$é pozioma przebedzie pitka? (c) Jaka jest predkosé pitki (warto$é i kierunek) tuz
przed uderzeniem o ziemi¢? .

Odp.: (a) 11 m; (b) 23 m; (c) 17 m/s, 63° ponizej kierunku poziomego.

10. Elektrony, jadra, atomy i czasteczki chemiczne, podobnie jak wszystkie ciala materialne, spadaja
pod wplywem przyciagania grawitacyjnego. Przypus¢my, ze oddzielne wiazki elektronow, jader atomow
i czasteczek chemicznych biegna w prozni z predkosciami poczatkowymi skierowanymi poziomo, prze-
bywajac (mierzona w linii poziomej) odleglosci 1,0 m. Niech $rednia predko$é wynosi dla elektrondéw
3,0: 107 m/s, dla neutronéw termicznych 2,2 - 103> m/s, dla atoméw neonu 5,8 - 102 m/s, a dla czasteczek
tlenu 4,6 - 102 m/s. Obliczyé, o ile odchyla si¢ w prozni tory tych wigzek od linii poziomej wskutek przy-
ciaggania grawitacyjnego. Poroéwnaé otrzymane wyniki z odchyleniem wiazki pileczek golfowych w podob-
nych warunkach (robigc potrzebne zalozenia). Jaki czynnik nalezy uwzglednié¢ przy takim poréwnaniu?

11. Lecacy lotem nurkowym bombowiec zrzuca bombe na wysokosci 730 m nad ziemig w momencie,
gdy jego nachylenie wzgledem pionu wynosi 53°. Bomba uderza w ziemi¢ po 5 s od chwili uwolnienia.
(a) Jaka predkos$¢ mial bombowiec w chwili zrzucenia bomby? (b) Jaka odleglo$é w kierunku poziomym
przebedzie bomba w czasie spadania? (c) Jaka jest pionowa i pozioma skladowa predkosci bomby w chwili,
gdy uderza ona w ziemig?

Odp.: (a) 200 m/s; (b) 810 m; (C) Upoz = 160 m/s; Upjon = 170 m/s.

12. Podczas gry w amerykariska pitke nozna, jeden z graczy kopnat pitke z predkoscia poczatkowa
20 m/s, pod katem 45° do poziomu. W tym momencie w kierunku pitki wybiegt inny gracz znajdujacy sie
w odleglosci 54 m od kopiacego. Z jaka predkoscia powinien on biec, jesli chce ztapaé piltke, zanim upad-
nie ona na ziemi¢? (Patrz: Seville Chapman, Catching a Baseball, American Journal of Physics, October
1968.)

13. Wiazka elektron6éw biegnacych poziomo z predkoscia 1,0+ 10° cm/s w lampie katodowej wpada
w obszar pola elektrycznego zawartego pomiedzy dwiema poziomymi plytkami o dlugosci 2,0 cm kazda.
Pole to nadaje elektronom skierowane w dot przyspieszenie o wartosci 1,0 + 1017 cm/s2. Znalezé (a) pionowe
przemieszczenie wiazki po przejéciu przez plytki oraz (b) predko$é wiazki (wartos¢ i kierunek) w chwili,
gdy wychodzi ona z przestrzeni zawartej pomiedzy plytkami.

Odp.: (a) 2 mm, (b) vx =1-10° cm/s, v, = 0,2+ 10° cm/s w dot.
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14. Pitka zostala rzucona ukosnie pod katem 45° do poziomu, z wysokosci 1,2 m nad ziemia, z pred-
koscig poczatkowa 33 m/s. W odleglosci 90 m od rzucajacego, w kierunku, w ktorym leci pitka, znajduje
si¢ plotek o wysokosci 7,2 m. Czy pitka moze przelecie¢ ponad plotkiem, jesli zasieg pitki wynosi
99 m?

15. W traktacie Galileusza O dwdch systemach $wiata..., autor stwierdza, ze dla katébw nachylenia
dziala (katow wyrzutu), wigkszych lub mniejszych od 45° o t¢ sama wielko$¢, zasiggi sa rowne. Udowodni¢
to stwierdzenie. (Patrz: rys. 4-14.)

16. Pitka stacza si¢ ze szczytu schodow z predkoscia poczatkowa (skierowana poziomo) réwna
1,5 m/s. Stopnie maja wysoko$¢ 20 cm i szerokos¢ 20 cm. W ktory stopiefi najpierw uderzy pitka?

17. (a) Pokaza¢, ze jezeli przyspieszenie grawitacyjne zmienia si¢ o dg, zasi¢g pocisku (patrz zadanie 7)
o danej predkosci poczatkowej vo i kacie wyrzutu 6, zmienia si¢ 0 dXmax/Xmax = —dg/g. (b) Jezeli przyspie-
szenie grawitacyjne zmienia si¢ 0 mala wielko$¢ Ag, na przyklad ze zmiana szerokosci geograficznej na
Ziemi, zasigg dowolnego przedmiotu wyrzuconego ukosnie rOwniez si¢ zmienia, powiedzmy 0 Axp.;.
Jezeli Ag i Axmax 53 dostatecznie mate, mozemy napisaé AXmax/Xmax = —Ag/g. W roku 1936 Jesse Owens
(Stany Zjednoczone) na Igrzyskach Olimpijskich w Berlinie (¢ = 9,8128 m/s?) ustanowit $wiatowy rekord
dlugosci w skoku w dal, wynikiem 8,09 m. O ile zmienilby si¢ ten wynik, gdyby skakal on w roku 1956
w Melbourne (g = 9,7999 m/s?)? (W zwiazku z tym patrz: P. Kirkpatric, Bad Physics in Athletic Measu-
rements, American Journal of Physics, Febrvary 1944.)

Odp.: Jego skok bylby dluzszy o 1 cm.

18. Zonglerowi udaje si¢ utrzymaé pie¢ pilek w ciaglym ruchu, podrzucajac jedna po drugiej do gory
na wysoko$¢ 3 m. (a) Okresli¢ przedzial czasu miedzy kolejnymi podrzutami. (b) Ustali¢ polozenie innych
pilek w momencie, gdy jedna jest w reku zonglera. (Pominaé czas potrzebny do przelozenia pilki z jednej
reki do drugiej.)

19. Dzialo zostalo przygotowane do wystrzelenia pigciu pociskéw, z predkoscia poczatkowa v,
na wprost zbocza wzgoérza o kacie wzniesienia «, jak na rys. 4-15. Pod jakim katem do poziomu powinno
by¢ wycelowane dzialo, aby pociski mialy maksymalny zasi¢gg R na zboczu?

Odp.: s 4o

A A ——

Rys. 4-15. Zadanie 19

20. Gracz podczas meczu pitki noznej nadal pilce predko$é¢ poczatkowa 25 m/s. W jakim zakresie
katéw musi kopna¢ pitke, jezeli ma trafi¢ do bramki, ktorej pozioma poprzeczka jest na wysokosci 3,44 m
nad ziemia, z punktu znajdujacego si¢ 50 m naprzeciwko bramki.

21. Za pomoca radaru ,,obserwujemy” z ziemi zblizajacy si¢ pocisk. W pewnej chwili zanotowali$my
nast¢pujace dane: pocisk osiagnal maksymalna wysoko$é i porusza si¢ poziomo z predkoscia v; odlegloéé
pocisku mierzona w linii prostej wynosi /; linia laczaca punkt obserwacji z pociskiem tworzy z poziomem
kat 6. Zakladamy, ze Ziemia jest plaska i obserwator znajduje si¢ w plaszczyZnie toru pocisku. (a) Znale#é
odleglos¢ D migdzy obserwatorem a punktem, w ktérym upadnie pocisk. Wyrazi¢é D za pomoca v, /, 6
i znanej wartosci przyspieszenia g. (b) Czy pocisk upadnie przed, czy za obserwatorem?

Odp.: (a) D = vy (2l/g)sinf—Icosb. (b) Pocisk upadnie za obserwatorem, jezeli D jest dodatnie,
i upadnie przed nim, jezeli D jest ujemne.

22. Pociski wyrzucone z punktu oddalonego o R (patrz rys. 4-16) od krawedzi stromej $ciany o wyso-
kosci / spadaja w odlegtosci x od podstawy tej sciany. Jak nalezy dobraé 6, i vo, aby odleglos¢ x byta
mozliwie najmniejsza? Zakladamy, ze v, moze zmieniaé si¢ od zera do pewnej skoniczonej maksymalnej
wartosci, a 6, moze si¢ zmienia¢ dowolnie. Zakladamy ponadto, ze pociski nie odbijaja si¢ od ziemi.

86



Paragraf 4-4

23. Przypuszcza si¢, ze pewne gwiazdy neutronowe (niezwykle geste gwiazdy) obracaja si¢ z predkoscia
1 obr/s. Jezeli taka gwiazda ma promieri 20 km, jakie jest przyspieszenie obiektu znajdujacego sie na row-
niku gwiazdy?

Odp.: 8-10° m/s2.

24. Pole magnetyczne odchyla naladowang czastk¢ w kierunku prostopadtym do kierunku jej ruchu.
Elektron w takim polu uzyskuje przyspieszenie dosrodkowe 3,0 10'* m/s2. Jaka jest predko$é elektronu,
jezeli promiefi krzywizny krzywej, po ktdrej on si¢ porusza, wynosi 0,15 m?

'
=
P—

—x—! Rys. 4-16. Zadanie 22

25. W modelu Bohra atomu wodoru elektron krazy wokot protonu po kolowej orbicie o promieniu
5,28+10~'! m, z predkoscia 2,18 10° m/s. Jakie jest przyspieszenie tego elektronu?

Odp.: 9- 1022 m/s2,

26. Punkt materialny spoczywa na wierzcholku pélkuli o promieniu R. Jaka najmniejsza pozioma
predkos$¢ nalezy nada¢ temu punktowi, aby spadt on z potkuli, nie zeslizgujac si¢ po niej w zadnym miejscu?

217. Jakie jest przyspieszenie obiektu (a) na réwniku (b) na réwnolezniku 60° dzigki obrotowi Ziemi?
(¢) O ile musiataby si¢ zwigkszy¢ predkos¢ obrotu Ziemi dla ciala na réwniku, aby przyspieszenie ziemskie g
nie bylo w stanie utrzyma¢ tego ciala na Ziemi?

Odp.: (a) 3,4-10~2 m/s?; (b) 1,7-10~2 m/s2; (c) 17.

28. Chiopiec wiruje w koto kamieniem na sznurku o diugosci 1,2 m w plaszczyznie poziomej, w od-
leglosci 1,8 m od podloza. Sznurek peka i kamien zostaje wyrzucony poziomo i uderza w ziemi¢ w odleg-
losci 9,1 m. Jakie bylo przyspieszenie dosrodkowe podczas ruchu obrotowego?

29. Punkt materialny P, poruszajacy si¢ ze stala predkoécia w kierunku przeciwnym do ruchu wska-
zéwek zegara, po okregu o promieniu 3 m, wykonuje jeden obrét w ciagu 20 s (rys. 4-17). Punkt materialny
przechodzi przez punkt O w czasie t = 0. Wychodzac z punktu O znalezé (a) wartosé i kierunek wektorow
polozenia po uplywie 5 s, 7,5s i 10 s; (b) wartos¢ i kierunek przemieszczenia w ciagu 5,0-sekundowego
przedziatu czasu miedzy piata i dziesiata sekunda; (c) wektor predkosci sredniej w tym przedziale; (d) wek-
tory predkosci chwilowej na poczatku i na koricu tego przedzialu; (e) wektor $redniego przyspieszenia
w tym przedziale i (f) wektory przyspieszenia chwilowego na poczatku i na koncu tego przedziatu. (Mierzyé
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara od osi x na rys. 4-17.)

Odp.: (a) 4,2 m, 45°; 5,5 m, 68°; 6 m, 90°, (b) 4,2 m, 135° (c) 0,85 m/s, 135°, (d) 0,94 m/s, 90°;
0,94 m/s, 180° (e) 0,27 m/s?, 225° (f) 0,30 m/s2, 180°; 0,30 m/s2, 270°.

y

X
o Rys. 4-17. Zadanie 29

30. (a) Przedstawi¢ promiefi wodzacy r punktu materialnego, poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym
po okregu, w prostokatnym, kartezjaniskim ukladzie wspotrzednych, korzystajac z wektoré6w jednostko-
wych i oraz j. (b) Majac tak przedstawione r znaleZé odpowiednie wyrazenie wektorowe na predkos¢ v
i przyspieszenie a punktu materialnego. (c) Udowodnié, ze przyspieszenie jest skierowane do $rodka kola.
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31. (a) Wyrazi¢ wektory jednostkowe u, i uy za pomoca wektoréw jednostkowych i, j i kata 6 z rys. 4-8.
(b) Napisa¢, postugujac si¢ wektorami jednostkowymi u, i u,, odpowiednie wyrazenie na promien wodzacy r
dla punktu materialnego poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym po okregu i korzystajac z tego wyrazenia
wyprowadzi€¢ réwnanie (4-11) v = u,v.

32. Punkt materialny w jednostajnym ruchu po okregu dookota srodka O ma predko$év. (a) Wykazad,
Ze czas At, w jakim dokona on przemieszczenia o kat A jest dany nastepujacym wzorem:

2
Ar =" Ag360°,
v

gdzie A6 podany jest w stopniach, a r jest promieniem okregu. (b) Na rys. 4-18 zmierzyé skladowe x i y
predkosci w punktach 1 2 i wykazaé, ze a, = 0ia, = —0,9v%/r, dla pary punktéw symetrycznych wzgle-
dem osi y, tworzacych kat AB = 90°. (c) Wykazaé, ze jezeli A = 30° to g, = Oi a, = 0,99 v2/r, (d) Poka-
zaé, ze dla A0 - 0,a, - —v?|r i ze z symetrii okregu wynika taka sama odpowiedZ na to pytanie dla
kazdego punktu na okregu.

y
1 2
A6 r
o x
T Rys. 4-18. Zadanie 32
Paragraf 4-5

33. Punkt materialny porusza si¢ na plaszczyZnie, przy czym polozenie jego opisane jest rownaniami
x = Rsinwt+wRt,
y = Rcoswt+ R,

gdzie w i R sa wielkosciami statymi. Przyktadem takiego ruchu jest ruch punktu znajdujacego sie na brzegu
kola, ktére toczy si¢ bez poslizgu wzdiuz osi x. Krzywa opisana powyzszymi réwnaniami nazywa sig
cykloidg. (a) Narysowaé tor punktu. (b) Obliczyé chwilowa predko$é i chwilowe przyspieszenie punktu
dla minimalnej i maksymalnej wartosci y.

Odp.: (b) Dla minimalnej wartosci y: v: = vy = a, = 0; a, = +w?R. Dla maksymalnej wartosci y:
v: = 20R; v, = a;, = 0; a, = —w?R.

Paragraf 4-6

34. Snieg pada pionowo ze stala predkoscia 8 m/s. (a) Pod jakim katem do pionu i (b) z jaka pred-
kofcig zdaja si¢ spadac platki $niegu widziane przez kierowce samochodu jadacego po prostej drodze z pred-
koécia 50 km/h?

35. Pociag jedzie w czasie deszczu z predkoscia 24,5 m/s prosto na poludnie. Krople deszczu sa spy-
chane przez wiatr rowniez w kierunku potudniowym, przy czym tor tych kropli mierzony przez obserwa-
tora stojacego na ziemi tworzy z pionem kat 21,6°. Obserwator siedzacy w pociagu stwierdza natomiast,
ze §lady pozostawione przez krople na bocznych szybach wagonu sa pionowe. Jaka jest predkos¢ kropel
wzgledem ziemi?

Odp.: 66,6 m/s.

36. Helikopter leci po linii prostej nad plaskim obszarem ze stala predkoécia 4,9 m/s i na stalej wy-
sokosci 4,9 m. Paczka zostala rzucona poziomo z predkoscia poczatkowa 12 m/s wzgledem helikopte-
ra, w kierunku przeciwnym do kierunku jego lotu. (a) Znalez¢ predko$¢ poczatkowa paczki wzgledem ziemi,
(b) Jaka jest pozioma odleglos¢ miedzy helikopterem i paczka w chwili, gdy paczka uderzyla w ziemie? (c)
Jaki kat tworzy wektor predkosci paczki z podiozem tuz przed uderzeniem paczki w ziemie?

37. Dwa ciala poruszaja si¢ ruchem jednostajnym wzdhuz tej samej linii prostej. Gdy zblizaja sie do
siebie, odleglos¢ migdzy nimi maleje o 4,0 m w ciggu kazdej sekundy. Gdy poruszaja si¢ w tym samym
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kierunku, z takimi samymi predkosciami jak poprzednin odleglo$é migdzy nimi maleje o 4,0 m w ciagu
kazdych 10 s. Znalezé predkosci tych ciat.

Odp.: 2,2 m/s; 1,8 m/s.

38. Wiostujac na stojacej wodzie chiopiec moze plyna¢ z predkoscia 6,4 km/h. (a) W jakim kierunku
powinien zwréci¢ 16dke, jezeli chee on przeplyna¢ rzeke w poprzek pradu plynacego z predkoscia 3,2 km/h
usitujac dosta¢ si¢ do punktu lezacego na przeciwnym brzegu, dokladnie na wprost jego poczatkowego
polozenia? (b) Po jakim czasie znajdzie si¢ on na drugim brzegu, jezeli szerokos¢ rzeki wynosi 6,4 km?
(¢) He czasu zajetoby mu przeplyniccie 3,2 km w dot rzeki i powrét do punktu wyjéciowego? (d) Ile czasu
zajetoby mu przeplynigcie 3,2 km w gére rzeki i powrét do punktu wyjsciowego? (e) W jakim kierunku
powinien chiopiec zwrocié 16dke, jezeli cheiatby przeplynaé rzeke w mozliwie najkrotszym czasie?

39. Samolot rozwijajacy w nieruchomym powietrzu predko$é 216 km/h leci na péhoc, przy czym
przez caly czas lotu znajduje si¢ doktadnie nad szosa prowadzaca w tym samym kierunku. Pilot otrzymat
z ziemi droga radiowa informacje, ze wieje wiatr o predkosci 112 km/h, ale radiotelegrafista zapomnial
poda¢ mu kierunek wiatru. Pilot zauwazyl, ze w ciagu godziny samolot przebywa ponad szosa odleglosé
réwna dokladnie 216 km, pomimo wiatru. (a) Jaki jest kierunek wiatru? (b) W jakim kierunku jest zwro-
cony samolot, tzn. jaki kat tworzy o§ samolotu z szosg?

Odp.: (a) Pod katem 75° do kierunku poludniowego w kierunku wschodnim. (b) Pod katem 30° do
kierunku péinocnego w kierunku wschodnim. Drugie rozwiazanie otrzymujemy zastepujac kierunek wschod-
ni zachodnim.

40. Pilot ma lecie¢ na wschdd, z punktu 4 do B, a nastepnie z powrotem na zach6d. Predkoé¢ samolotu
wzgledem powietrza jest stala i réwna V', a predko$¢ powietrza wzgledem ziemi u. Odleglodé mi¢dzy punktami
A i B wynosi L. (a) Pokazaé, ze jezeli u = 0 (powietrze nieruchome), czas potrzebny na przebycie calej
drogi jest okreslony wzorem ¢, = 2lfv’. (b) Przypusémy, ze wiatr wieje na wschod (lub na zachéd). Po-
kazaé, ze czas potrzebny na przebycie drogi wynosi
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(©) Przypusémy, ze wiatr wieje na pétnoc (lub potudnie). Pokazaé, ze w tym wypadku czas potrzebny na
przebycie calej drogi wynosi
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(d) W punktach (b) i (c) nalezy zalozyé, ze u < v’. Dlaczego?

41. Chlopiec wchodzi na szczyt stojacych w miejscu ruchomych schodéw w ciagu 90 s. Stojac na po-
ruszajacych si¢ schodach zostaje on wwieziony na gére w ciagu 60 s. Jak dhugo wchodzitby ten chtopiec
po schodach jadacych w gore?

Odp.: 36 s.

42. Chiopiec chee dostaé si¢ w mozliwie najkrotszym czasie do punktu polozonego na przeciwlegtym
brzegu rzeki, majacej szerokos¢ 500 m, dokladnie na wprost miejsca, w ktoérym si¢ aktualnie znajduje.
Rzeka plynie z predkoscia 2000 m/h. Chiopiec moze i§¢ po brzegu z predkoscia 5000 m/h oraz plynaé
lodzig z predkoscia (wzgledem wody) réwna 3000 m/h. (a) Jaka droge powinien on wybraé, laczac ply-
ni¢cie todzia i marsz wzdhuz brzegu? (b) Jak diugo trwalaby ta droga?
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