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Przedmowa

Wtedy Béog rzekt: ,Niechaj sie stanie swiattosé !”  wg Biblii
I rzekt Bog: ,Niech sie stanie swiatto I” wg Tory

Fizyka jest bliska cztowiekowi od samego poczecia, az do konca Swiata i
dhugo jeszcze potem. Mimo, ze ma jak najbardziej charakter doswiadczalny,
data takze poczatek nurtowi abstrakcyjnemu, ktéry zaowocowat wspaniatymi
osiagnieciami, takimi jak chocéby teoria wzglednosci. Wspoélczesnie, dzigki
nowym odkryciom w fizyce i postepowi w technice komputerowej, obszar
zastosowan fizyki wykroczyl daleko poza jej klasyczny zasieg, nieodmiennie
zwiazany z wyobrazeniami o przestrzeni, ktore siegaja w naszej Swiadomo-
sci czaséw najdawniejszych. W zrozumieniu sensu fizyki jest niezmiernie
wazna niezmienniczos¢ jej podstawowych pojeé. Te niezmienniczos¢ mozna
odnosi¢ do tak oczywistych umownych praktyk, jak wybér konwencji sys-
temu liczbowego (babilonski, majanski, rzymski, obecny arabski dziesigtny,
6semkowy, dwojkowy i.t.d. ), ale takze konwencji fizycznych w ktorych sa
ustalane wzorce podstawowych jednostek (uktad calowy, metryczny, ukltad
miedzynarodowy SI, ale tez naturalny uktad jednostek stosowany w fizyce
teoretycznej ze stata Plancka h = 1, predkoscia swiatta ¢ = 1 i tadunkiem
elektronu e = 1). Ta ostatnia, naturalna konwencja, ma te przewage nad
wszystkimi innymi, ze nie wymaga przechowywania wzorcow w postaci ma-
terialnej. Dlatego jest dostepna takze wszedzie poza Ziemia. Moga si¢ wigc
postugiwaé nia inne inteligentne istoty, podobnie jak my, o ile poznaly pod-
stawowe prawa fizyki.
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Rozdziatl 1

Ruch i czasoprzestrzen zdarzen

Wszystko na tym $wiecie jest w ruchu. Wszystkie jego sktadniki zmieniaja
wzgledem siebie potozenie. Nawet pozornie nieruchome obiekty, jak droga po
ktorej poruszaja sie samochody, tez jest w ruchu obrotowym razem z Ziemig,
ktora nie dosé, ze wiruje wokoét wtasnej osi, to jeszcze krazy wokot Storca.
Stonce takze zmienia swoje polozenie wzgledem innych gwiazd Drogi Mlecz-
nej, czyli naszej galaktyki. Galaktyki przemieszczaja si¢ rowniez wzgledem
innych galaktyk wypeliajacych wszechswiat.

Ale nie tylko w makrokosmosie ruch jest wszechobecny. Ruch jest obecny
rowniez w mikrokosmosie. Atomy, z ktérych zbudowana jest wszelka materia,
wykonujg intensywne drgania cieplne, ktore nie zanikaja catkowicie nawet w
najnizszych temperaturach. W atomach elektrony pozostaja w nieustannym
ruchu wzgledem jader. Takze nukleony, z ktorych sktadaja si¢ jadra, nie
pozostaja w bezruchu. Widzimy wiec, ze siggajac coraz to dalej i coraz to
glebiej ruch jest wszedzie. Ruch $wiatta jest w tych obserwacjach zjawiskiem
wyjatkowym. Jego predkosé jest najwicksza ze wszystkich mozliwych i taka
sama, dla wszystkich obserwatorow na tym Swiecie.

Jesli pominiemy w opisie ruchu obiektow wszelkie cechy, za wyjatkiem
potozenia w przestrzeni i chwili czasowej, to powiemy, ze zaobserwowaliSmy
zdarzenie elementarne. Jest faktem doswiadczalnym, ze nasza przestrzen
jest trojwymiarowa, natomiast czas jest jednowymiarowy. Zbior wszystkich,
tak okreslonych zdarzen elementarnych, tworzy czterowymiarows czasoprze-
strzen.

1.1 Pomiary
Fizyka jest nauka, w ktorej pomiary odgrywaja pierwszorzedna role.

Przyktad . Lezgc na plazy obserwujemy zachodzgce Stonce. Gdy Slonce

13



ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Rysunek 1.1.1: Linia, wzdtuz ktorej patrzysz na zachodzace Stonice za hory-
zontem obraca sie o kat © gdy wstajesz.

znika za horyzontem wlgczamy stoper. Nastepnie wstajemy i@ z wysokosci
h = 1.7m obserwujemy Stonce, ktore znika znowu za horyzontem, wylgczamy
stoper i odczytujemy czas t = 11.1s. Ile wynosi promien promien Ziemir ?.
Rozwigzanie.

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AOCA" mamy:

41 =(r+h)?=r"+2rh+h*=r*+2rh, (1.1.1)

wynika stqd, ze d*> = 2rh.
Stonce w ciggu doby (24h) zakresla pelny kat 360°, mamy wigc:

© t 360°11.1s
=— 0=—————+ =10.04625". 1.1.2
360°  24h’ 24h—60’;jm —fgfl ( )
Poniewaz d = rtan ©, zatem
2h 21.7m

d®> =r*tan®*© = 2rh,r = >~ 5.2210%n. (1.1.3)

tan2@ ' tan?(0.04625°)

Poniewaz doktadny promien Ziemi jest réwny r, = 6.5710°m, blgd wzgledny
mierzone] wielkosci wynosi: % =~ 20%.

14



1.1. POMIARY

Tablica 1.1.1: Jednostki SI

Wielkoéé Jednostka | Symbol

dhugos¢ metr m
czas sekunda s

masa kilogram kg

prad elektryczny amper A
temperatura kelwin K

liczno$¢ materii mol mol
Swiattoscé kandela cd

1.1.1 Wielkosci fizyczne, wzorce i jednostki

e Podstawowe wielkodci fizyczne, ktore mierzymy sa to: dlugosé, czas i
masa

e Wielkosci fizyczne mierzymy poréwnujac ja z wzorcami ustalonymi we-
dtug pewnej konwencji (umowy)

e 7 pomiarow wielkosci fizycznych dostajemy ich wartosci liczbowe w jed-
nostkach zdefiniowanych poprzez wzorce w ramach przyjetej konwencji.

e Gdy zmieniamy konwencje, zmieniaja sie wielkosci jednostek o pewien

wspotcezynnik przeliczeniowy. Odpowiednio zmieniajg si¢ wartosci licz-
bowe wielkosci.

1.1.2 Miedzynarodowy uktad jednostek

e Konwencja SI zostata przyjeta w 1971 roku na XIV Konferencji Ogodlnej
ds. Miar i Wag ( Le Systeme International d’Units)

e Dokonano nastepujacego wyboru podstawowych wielkoéci fizycznych:

15



ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Tablica 1.1.2: Tabela przedrostkow

Czynnik | Przedrostek | Symbol | Czynnik | Przedrostek | Symbol
10% jota Y 10~ jokto y
102 zeta 7 1072 azepto Z
1018 eksa E 10718 atto a
10t peta P 101 femto f
1012 tera T 10712 piko p
10° giga G 107° nano n
106 mega M 10-¢ mikro "
103 kilo k 1073 mili m
102 hekto h 1072 centy c
10 deka da 107! decy d

1.1.3 Zamiana jednostek

e Czesto stosujemy zamiany jednostek, w ktéorych wyrazona jest jakas
wielko$¢ fizyczna, aby wartosci liczbowe nie réznity sie za bardzo od
wartosci zwyczajowo stosowanych, bedacych spuscizng wielowiekowych
tradycji historycznych.

e Wygodnym sposobem zapisu wielkosci bardzo duzych i bardzo matych
jest zastosowanie przedrostkéw podanych w tabeli:

1.1.4 Dtugos¢é

e Uklad metryczny zostal ustanowiony w roku 1772 w Republice Fran-
cuskiej

e 1 metr zdefiniowany zostatl wtedy jako 1/10 000 000. ( jedna dziesie-

16



1.1. POMIARY

Tablica 1.1.3: Przyktady dtugosci

Wielkosé

Dtugos$¢ w metrach

odlegltosé¢ Ziemi od najstarszej galaktyki
odlegtos¢ Ziemi od galaktyki Andromedy
odlegtosé¢ Ziemi od najblizszej gwiazdy (Proxima Centuri)
odlegltos¢ Ziemi od Plutona
promien Ziemi
wysokos¢ Mt.Everestu
wysokos¢ Homo Sapiens
grubos¢ kartki
rozmiar wirusa
promien atomu wodoru

promien protonu

2 x 10%
2 x 10%
7 x 1016
6 x 10'2
6 x 10°
9 x 103
1 x 10°
1x1074
1x1078
5x 1071

1 x10°1

ciomilionowa )czesé odleglodci bieguna pétnocnego do réwnika. Stad
bierze si¢ warto$¢ 40 000 km dla obwodu Ziemi (dtugos$¢ réwnika).

e Podczas XVIII Konferencji Ogolnej ds. Miar i Wag w 1983 roku, przy-

jeto obecng definicje metra:

Metr jest dtugoscia drogi, ktora przebywa swiatlo w prozni w czasie

1/299 792 458 sekundy.

1.1.5 Czas

e (Czas jest wielkoscig fizyczna, ktéra méwi nam jak diugo trwa jakies

zjawisko.

17




ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Tablica 1.1.4: Przyktady interwaléow czasowych

Wielkosé Czas w sekundach
czas Zycia protonu 1 x 10%
czas Wszechswiata 5 x 1017
czas piramidy Cheopsa 1 x 10t
czas zycia Homo 1 x 10°
okres bicia serca 8 x 1071
czas zycia mionu 2x107°
czas najkrétszego impulsu $wietlnego 1x 1071
czas zycia nietrwatej czastki 1x107%
czas Plancka 1 x 1074

e Wzorcem czasu moze by¢ dowolne zjawisko powtarzalne.

e Historycznie jednostki czasu byty oparte na obrocie Ziemi: rok=364
dni, doba=24 h, godzina=60 min, minuta=60 s.

e Sekunda jest to czas 9 192 631 770 ( dziewie¢ miliardow sto dziewiec-
dziesigt dwa miliony szescset trzydziesci jeden tysiecy siedemset siedem-
dziesigt) drgan promieniowania ( o ustalonej dtugosci fali) wysytanego
przez atom cezu-135 (C's'3%).

1.1.6 Masa

e Wzorcem masy Sl jest przechowywany w Miedzynarodowym Biurze
Miar i Wag pod Paryzem, walec z platyny i irydu, ktéremu na mocy
konwencji przypisuje si¢ mase jednego kilograma.

e Atomowym wzorcem masy jest masa atomu wegla-12 (C'?), ktora jest
réwna: lu = 1.6605402 x 10~2"kg.

18



1.1.

POMIARY

Tablica 1.1.5: Przyktady mas

Obiekt Masa w kilogramach
Wszech$wiat 1 x 1033
nasza Galaktyka 2 x 104
Stonice 2 x 10%°
Ziemia 6 x 10%
Ksiezyc 7 x 10?2
wody oceanéw 1.4 x 10
czastka pytu 1x 1071
atom uranu 4 %107
proton 2 x 10727
elektron 9 x 1073¢

19




ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

1.2 Ruch cial. Kinematyka

1.2.1 Ruch wzdluz prostej

e Potozenie punktu materialnego (czastki) na prostej mozna zadaé poda-
jac odlegtosé tego punktu od pewnego punktu odniesienia, ktory jest
poczatkiem uktadu wspétrzednych.

e Przestrzen potozen na prostej jest jednowymiarowa.

-3-2-101 2 3

Rysunek 1.2.1: O$ liczbowa

e Polozenie ciata na prostej jest okreslone przez podanie wspotrzednej x
na osi liczbowej.

e Na osi liczbowej mamy tylko dwa kierunki: dodatni gdy = > 0 i ujemny
gdy x < 0.

e Przemieszczeniem nazywamy zmiane potozenia od punktu x; do punktu
€2
Ax =29 — 171 . (1.2.1)

e Ruch ciata jest to zmiana jego polozenia w czasie, ktory mozemy na
osi liczbowej zadaé¢ gtadka funkcja x(t) .

e Predkosé ciata jest pochodng przemieszczenia wzgledem czasu:

To—1x1 Az dx(t)
V=T A W0 v==g (12.2)
e Przyspieszenie ciat jest pochodna predkosci wzgledem czasu:
— A do(t)  d*xz(t
g 2T AU gy g ) A (1.2.3)

oty —1, At dt  di?
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1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

e Ruch opisany funkcja z(t) mozna rozwinaé¢ w szereg Taylora:

1dz(t)
11 dt

(t—to)—l—id%(t) id%(t)

o 2
21 dt2 (t=to) e

(t—to)*+...
(1.2.4)

z(t) = x(ty) +

e Ruch jednostajnie przyspieszony dany jest nastepujacym rozwinieciem:

() = x(to) + %dZit) (t —to) + %dz@ (t—t)? (1.2.5)
2(t) = a(to) + volt — to) + %ao(t )2 (1.2.6)
o(t) = dflit) — v+ ao(t — o) | (1.2.7)
a(t) = dZ—Y) = qp . (1.2.8)
e Zwiazek miedzy predkoscia i droga:
o(t) = dz(?, da(t) = v(t)dt (1.2.9)
7 da(t) = ] o(0)d(t) = a(tr) — 2(t) . (1.2.10)

e Podobnie mamy zwiazek miedzy przyspieszeniem i predkoscia:

a(t) = diz(tt)’ do(t) = a(t)dt | (1.2.11)
/d’u(t) = /a(t)d(t) =o(ty) —v(to) , (1.2.12)

1.2.2 Ruch na ptaszczyznie

e Polozenie punktu na ptaszczyznie mozna zada¢ podajac odlegtos¢ tego
punktu od dwoch prostych prostopadlych przecinajacych sie w pew-
nym punkcie odniesienia. Taki wybor konwencji jest nazywany karte-
zjanskim uktadem odniesienia.

e Przestrzen potozen na ptaszczyznie jest dwuwymiarowa.
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

P

o (XY)

Rysunek 1.2.2: Kartezjanski uktad wspétrzednych na ptaszezyznie

e Potozenie punktu na ptaszczyznie jest zadane przez podanie wartosci
jego wspoétrzednych (z,y).

e Na ptaszczyznie mamy nieskonczenie wiele kierunkow, zadanych katem
¢ np. wzgledem osi z. Potozenie punktu na ptaszczyznie mozemy
zadac¢ podajac jego odlegltos¢ od poczatku odniesienia, oraz kat ¢. Jest
to biegunowy uktad wspotrzednych.

e Przemieszczeniem na ptaszczyznie nazywamy zmiane potozenia od punktu
(x1,y1) do punktu (x2,y2). W zapisie wektorowym przemieszczenia za-
dane sg dwuwymiarowymi wektorami o postaci:

Az To — T To T
A(I_") — — — - — FQ - Fl

Ay Y2 — 1 Y2 v

(1.2.13)

e Predkosé jest dwuwymiarowym wektorem.

I O . dr(t)

= At — 0 t) = 1.2.14

v=T (ar—0) v =S (1214)
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1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

e

Rysunek 1.2.3: Biegunowy uktad wspotrzednych

<

(96'2, yz)

Ay=go—y [E1Y

Axr = 19 — 21

Rysunek 1.2.4: Przemieszczenie punktu na ptaszczyznie
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Przyspieszenie jest dwuwymiarowym wektorem.
;= V2V (At — 0) a(t) v (t) (1.2.15)
a= — alt) = 2.
to —t;’ dt
d*¥(t)
2(t) = 1.2.16
i) =" (12.16)
Ruch jednostajnie przys$pieszony opisany jest rownaniem:
I'(t) = I'(to) + Vo(t — to) + §a0(t — to) s (1217)
V(t) = Vo + ag(t — to) - (1.2.18)

W ruchu jednostajnie przyspieszonym kierunek predkosci poczatkowe;j
Vo na og6l jest inny niz kierunek przyspieszenia a. Dlatego tor nie jest
prosta, ale parabola.

1.2.3 Ruch w przestrzeni

Potozenie punktu w przestrzeni mozna zada¢ podajac odlegtosé tego
punktu od trzech ptaszczyzn wzajemnie prostopadtych przecinajacych
sie wzdtuz trzech krawedzi majacych wspélny punkt odniesienia, be-
dacy poczatkiem wspotrzednych. Taki wybdr konwencji jest nazywany
kartezjanskim uktadem odniesienia w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Przestrzen potozen punktu w przestrzeni fizycznej jest co najwyzej tréj-
wymiarowa.

Potozenie punktu w przestrzeni jest zadane przez podanie wartosci jego
wspOtrzednych (x,y, 2).

W przestrzeni mamy nieskonczenie wiele kierunkéw, zadanych dwoma
katami (6, ¢). Polozenie punktu w przestrzeni mozemy zadaé¢ poda-
jac jego odlegtosé od poczatku odniesienia, oraz katy (0, ¢). Jest to
sferyczny uktad wspotrzednych.

Przemieszczeniem w przestrzeni nazywamy zmiane potozenia od punktu
(1,91, 21) do punktu (x2, ys, 22). W zapisie wektorowym przemieszcze-
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1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

V4
(:COJ Yo, ZO)

<0

-

Rysunek 1.2.5: Kartezjanski uktad wspotrzednych w przestrzeni

nia zadane sg trojwymiarowymi wektorami o postaci:

Ax Ty — T X Ty
AR =1 Ay | = - |=| o || wn |70 T
Az 29— 21 29 Z1
(1.2.19)
e Predkosé jest trojwymiarowym wektorem.
I U . dr(t)
= , (At —0 t) = 1.2.20
FoT (A=) V(=T (1.2:20)
e Przyspieszenie jest trojwymiarowym wektorem.
L Vo —V . dv(t)
= At — 0 )= —— 1.2.21
d= TN (o) a) = (1.221)
d*v(t)
a(t) = . 1.2.22
() =" (12:22)
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Rysunek 1.2.6: Sferyczny uktad wspoétrzednych

e Ruch jednostajnie przys$pieszony opisany jest réwnaniem:
— — — 1 —
F(t) = F(to) + Vo(t — to) + 5ao(t —t0)?, (1.2.23)
V(t) = Vo + ap(t — to) - (1.2.24)
e W ruchu jednostajnie przys$pieszonym kierunek predkosci poczatkowej

Vo na og6l jest inny niz kierunek przyspieszenia a. Dlatego tor nie jest
prosta, ale parabola.
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Z
A

<$27 Y2, Zz)

T1, Y1, 2
(21, Y1, 21) Y

Sy

Rysunek 1.2.7: Przemieszczenie punktu w przestrzeni
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ROZDZIAL 1. RUCH I CZASOPRZESTRZEN ZDARZEN

Przyklad . Ruch jednostajny po okregu

¢ —
_ x(t) = r cos(wrt,
2m = wT’ ygtg =r singwtf

ﬁ

Rysunek 1.2.8: Przemieszczenie punktu w przestrzeni

e Predkosé

v(t) = dl;(tt), v =rw, (1.2.25)
— sin(wt — sin(wt

V(t) = (rw) () =0 ) (1.2.26)
cos(wt) cos(wt)

V()] = \Jo2() + v2() = vy/sin?(wt) + cos?(wt) = v (12.27)

e Przyspieszenie s

a(t) = %, a=w, (1.2.28)
cos(wt) cos(wt)

at) = —(vw) =—a (1.2.29)
sin(wt) sin(wt)

at) = —w(t) . (1.2.30)



1.2. RUCH CIAL. KINEMATYKA

o Przyspieszenie jest skierowane wzdtuz promienia do Srodka, stqd bierze
sie nazwa przyspieszenie doSrodkowe.
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Rozdziat 2

Podstawy mechaniki klasycznej

2.1 Sita i1 Ruch

Zjawiska ruchu sa powszechne w przyrodzie. W tym ciggu zdarzen, to nie
predkos¢ jest wielkoscia, ktora jest czuta na sity zewnetrzne, ale predkos¢ z
predkosci, czyli przyspieszenie.

2.1.1 PrzySpieszenie w ruchu

e Aby zmieni¢ predko$¢ ciata, musi na nie oddzialywaé w jakis sposdb
otocznie.

e Oddziatywanie, ktére moze nada¢ ciatu przyspieszenie, nazywamy sita.
Sity moga ciato przyciaggac¢ jak i odpychac.

e Zjawiskami w ktorych wystepuje sita zajmuje sie¢ mechanika.

2.1.2 Pierwsza zasada dynamika Newtona

e Do czaséw Galileusza wielu filozoféw uwazato, ze do tego, aby utrzy-
mac ciato w ruchu potrzebna jest sita. Jesliby wyeliminowaé¢ wszystkie
sity dziatajace na ciato, staje sie oczywiste, ze stan ruchu nie ulegnie
zmianie. A wiec, zeby cialo pozostawalo w ruchu nie jest potrzebna
zadna sita.

e Kazde ciato pozostaje w stanie spoczynku lub porusza si¢ ruchem jed-
nostajnym po linii prostej, dopoki nie zadziata na to ciato jakas sita.

e Jezeli na cialo nie dziata zadna sita, to nie moze ulec zmianie jego
predkosé¢, ciato nie moze ani zwolni¢ ani przyspieszyc¢.
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ROZDZIAYL 2. PODSTAWY MECHANIKI KLASYCZNEJ

2.1.3 Sita

Zmanymi sitami, ktore rzadza Swiatem sg oddziatywania grawitacyjne,
elektromagnetyczne, oraz sity jadrowe stabe i silne.

Whrew ztudnemu przekonaniu, ze cialo nie moze dziata¢ tam gdzie go
nie ma, znane oddziatywania dziataja na odlegtos¢.

Sita zmienia ruch ciata nadajac mu przys$pieszenie. Sita jest wektorem,
F, bo moze dziata¢ w réznych kierunkach.

Jezeli nie oddziatywaja na ciato zadne sity i ciato obserwowane z jakie-
gos uktadu odniesienia porusza si¢ jednostajnie po linii prostej to taki
uklad nazywamy inercjalnym.

W inercjalnym uktadzie odniesienia, jezeli na cialo dziataja sity Fu
ktérych suma jest réwna zeru, > ,F; = 0, to cialo nie moze zmienié¢
predkosci. Musi si¢ porusza¢ po linii prostej, ruchem jednostajnym.

2.1.4 Masa

Masa ciata jest skalarem i jest jego charakterystyka wtasng. Ta sama
sita roznym cialom moze nadawaé rozne przyspieszenia, cialom o tej
samej masie nadaje jednakowe przys$pieszenia

Jezeli sita dziata na wzorzec o masie 1kg i nadaje mu przyspieszenie
1m/s?, to wektor sity ma wielko$¢ 1N (Newtona), a kierunek i zwrot
zgodny z wektorem przyspieszenia.

2.1.5 Druga zasada Newtona

Sita wypadkowa dziatajaca na ciato jest rowna iloczynowi masy tego
ciata i przyspieszenia

F = ma, (2.1.1)
lub w postaci macierzowej
Fﬂ? aﬂ?
E, | =m]| q, (2.1.2)
FZ aZ
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Roéwnanie Newtona mozna zapisa¢ takze w nastepujacej postaci réz-
niczkowej:
dv d*r
m— =m—. 2.1.3
dt dt? ( )

F =ma=

e W ruchu kazdego ciata wektor sity F ma taki sam kierunek i kieru-

nek jak wektor przyépieszenia a, a dlugos¢ otrzymamy z podzielenia
przyspieszenia przez skalarny czynnik rowny masie ciata.

a y .
. 15
T2 T‘l
28° 47° X
F, 7
2
b) c)

Rysunek 2.1.1: Klocek o masie m jest zawieszony na trzech niciach, pota-
czonych weztem. b) Diagram sit dzialajacych na klocek. b) Diagram sit
dziatajacych n wezel

Przyklad . Klocek o masie m = 15kg wisi na nici, prowadzgcej do wezla
W o masie my,, z ktorego biegng do sufitu dwie inne nici. Mase nici mozna
pomingc, a wielko$¢ sity ciezkosci dziatajgcej na wezel jest do pominiecia w
stosunku od sity ciezkosci dziatajgcej na klocek. Wyznacz naprezenia wszyst-
kich trzech sit Rozwigzanie.

e (dy do klocka dolgczona jest tylko jedna nic, z diagramu sit na rysunku
b) widzimy, Ze sile ciezkosci Fy = mg réwnowazy sita T's ze strony nici.
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o Wypadkowa sita dzialajgca na nieruchomy wezet jest rowna zeru:
Ty +To4+T5=0, (2.1.4)

stgd mamy nastepujgce dwa rownania, dla kazdej ze wspotrzednych:

—cos(28°)  cos(47°) T 0
= (2.1.5)
sin(28°)  sin(47°) T —mg
Rozwigzanie tego ukladu réwnan mozna zapisac jako:
T 1 sin(47°)  —cos(47°) 0
=X (2.1.6)
T —sin(28°) — cos(28°) —mg
gdzie
A = —cos(28°) sin(47°) — sin(28°) cos(47°) = —sin(75°) = —0.9659
(2.1.7)
Podstawiajge wartosci numeryczne otrzymamy ostatecznie rozwigzanie:
T, 0.7572  -0.7061 0 103.902
T, -0.4860 -0.9141 -147.13 154.500
(2.1.8)

Przyklad . Na rysunku widzimy obywatela o masie m = 72.2kg, stojgcego
na wadze w windzie. interesujg nas wskazania wagi, gdy winda nie porusza
sie, oraz gdy porusza sie w gore lub w dol. Rozwigzanie.

o Gdy winda stoi, waga wskazuje site normalng 1<I, ktorej wartosé jest
rowna f‘g. Gdy winda porusza si¢ w gore, lub w dot i przyspiesza (a >
0) lub hamuje (a < 0) wtedy z drugiego réwnania Newtona mamy:
N — F, = ma, ale F;, = mg, zatem N = m(g + a). Ciezar obywatela
mg = (72.2kg)(9.81m/s*) = T08N.

o Wskazania wagi rosng, gdy winda porusza sie do gory z coraz wiekszg
predkosciq, lub gdy widna porusza sie w dot z coraz mniejszq predkoscig

(a>0).

o Wskazania wagi malejq, gdy winda porusza sie do gory z coraz mniejszq
predkoscig, lub gdy winda porusza si¢ w dot z coraz wiekszq predkoscig
(a<0).
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Rysunek 2.1.2: Obywatel stoi na wadze, ktéra wskazuje jego ciezar. Diagram
przedstawia site normalng z jakg waga dziala na obywatela, oraz site ciezkosci
jaka Ziemia przycigga obywatela

2.1.6 Trzecia zasada Newtona

e Gdy ciato C' dziata na ciato B siltg F B, ciato B dziata na ciato sita F‘CB.
Sity te sa sobie rowne co do warto$ci bezwzglednej i maja przeciwne

kierunki:
Fgc = —F¢p (2.1.9)
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Rozdziat 3

Energia i pola potencjalne

3.1 Praca i energia kinetyczna

e Praca IW wykonana nad czastka przez stala site ﬁ, podczas gdy czastka
doznaje przemieszczenia d jest rowna:

W = Fdcos¢ =F-d (3.1.1)

e Jednostka pracy w uktadzie SI, jest dzul

1J =1kg-m/s* - 1m = 1N -m (3.1.2)

e Energia kinetyczna FE}, zwiazana z ruchem czastki o masie m i pred-
kosci v jest réwna:

1
E, = 5mzﬂ (3.1.3)

3.1.1 Praca wykonana przez sile zmienng

e Sila F wykonuje nad czastka podczas jej przemieszczenia o dr prace
dW roéwna:
dW =F - dr = F,dx + F,dy + F.dz (3.1.4)

e Praca Wy, wykonana przez sit¢ zmienng na torze o poczatku w punkcie
a i koncu w punkcie b dana jest catka:

b b b b b
Wab:/dW:/f‘.df’:/deaj—i—/Fydy—l—/dez (3.1.5)
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3.1.2 Praca jako zmiana energii kinetycznej

Praca wykonana przez site F na dowolnej drodze jest réwna zmianie energii
kinetyczne;j.

e Rozwazmy czastke o masie m, poruszajaca si¢ wzdtuz osi x, na ktérg
dziata tylko sita F(z):

b b
Wap = /F(x)dx = /madm (3.1.6)

e Skorzystamy z nastepujacych tozsamosci

dv  dvdr dv 1 dv?

- = T = 3.1.7
“T U T dedt  de’ 2dax (3:1.7)

e Powracamy do wyrazenia na prace

b e
1dv 1 1
Wa = m/ 5%@6 = vag — amvg (3.1.8)
o Jesli przez energie kinetyczna rozumiemy wielkos¢ Ejy = %va to za-
wsze jej zmiana jest rowna wykonanej pracy:

Wab = Ek(b) — Ek(a) (319)

3.1.3 Praca jako zmiana energii potencjalnej

Praca wykonana przez site F w polu zachowawczym, zalezy tylko od potoze-
nia punktu poczatkowego i koricowego. Nie zalezy od ksztaltu toru.
e Praca jest rOwna ujemnej zmianie energii potencjalnej
b
W = /F -dF = E,(a) — E,(b). (3.1.10)
e Jesli tor jest zamkniety to poczatek i koniec toru sa w tym samym

punkcie, a = b, dlatego w polu zachowawczym praca wykonana na
torze zamknietym jest rowna zeru.

Woa = /ﬁ - dF = Ey(a) — E,(a) = 0. (3.1.11)

a
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Rysunek 3.1.1: Praca w polu zachowawczym nie zalezy od ksztattu toru

e Poniewaz praca jest zawsze rowna zmianie energii kinetycznej, dlatego
w polach zachowawczych zachodzi réwnosc:

Wab = Ek(b) — Ek(a) = Ep(a) — Ep(b) (3112)

e W polu zachowawczym energia catkowita, bedgca suma energii kine-
tycznej i energii potencjalnej jest zachowana.

Ei(a) + Ey(a) = Ei(b) + E,(b) (3.1.13)
3.2 Moc
Szybkos¢, z jaka sita wykonuje prace, nazywamy mocg:
aw
P=— 3.2.1
Jednostka mocy w uktadzie SI jest wat, czyli dzul na sekunde,
1W =1J/s. (3.2.2)
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Rozdziat 4

Ruch wielu ciat i ped

Gdy obserwujemy ruch cos takiego, jak rzut mtotkiem, widzimy ze jest on
do$¢ skomplikowany, czesto z wirujacym trzonkiem wokét obucha. Ale gdy
obserwujemy ruch pitki, szybko spostrzezemy, ze jej srodek porusza si¢ po
paraboli. Okazuje sie, ze i mtotek ma taki szczegélny punkt, ktory porusza
si¢ po paraboli. I nie jest wazne co dzieje si¢ z trzonkiem, czy obuchem.
Tym szczegdlnym punktem jest srodek masy. Ale zanim znajdziemy jego
wspotrzedne, popatrzmy na rownania ruchu Newtona, zamiast w terminach
przyspieszania w terminach pedu.

4.1 Ped czastki

e Rownaniu Newtona, dla pojedynczej czastki 2.1.3] nadamy teraz nieco
inng posta¢. Ale najpierw zdefiniujemy ped p czastki jako:

p=mv (4.1.1)

L dmv)  dp

e 7 rownania ruchu A.1.2] odczytujemy, ze pochodna z pedu jest rowna
sile. W takiej to wtasnie postaci Newton odkryt to prawo.

Szybkos¢ zmian pedu czastki jest rowna wypadkowej sile
dziatajacej na czastke i ma kierunek tej sity.
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Rysunek 4.1.1: Gdy pocisk eksploduje w locie, to srodek masy odtamkéw
porusza si¢ torze parabolicznym. Po takim samym torze poruszatby si¢ sro-
dek masy pocisku, gdyby pocisk nie eksplodowal, poniewaz wypadkowa sita
zewnetrzna nie ulegta zmianie.

4.1.1 Ped ukladu czastek i ruch srodka masy

e PrzejdZzmy nastepnie do definicji srodka masy r, uktadu zbudowa-
nego z wielu czastek o masach my, my, ms, ..., ktéra w naturalny spo-
sob jawi nam si¢, jako wazona S$rednia arytmetyczna z potozen czastek
|, Ty, T3, ... z wagami proporcjonalnym do mas czastek:

i

_, maT + moly + mals + - - -

= 4.1.3
To Wi M ( )

e 7 definicji srodka masy wynika ponizsza réwnosc:
MFO = mlﬂ + mgfg + ... (414)

e Roézniczkujac po czasie obydwie strony [ 1.4 znajdziemy predkosc¢ srodka
masy Vo
dry dr, Ty
M— =m;— —+... 4.1.5
a ~Ma T "a (4.1.5)
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4.1.

PED CZASTKI

i podobnie znajdziemy przyspieszenie srodka masy

d°t) d*t d*Ty
M——r =mj—— — + ... 4.1.6
az "M e T (4.1.6)
gdzie
Mﬁo = mlil -+ mggg +...= i_':l + i_':g +...= ﬁzew + ﬁwew (417)

—

W wyrazeniu 1.7 wektor a, jest przyspieszeniem $rodka mas, za$ f;
oznacza site dziatajaca na i-ta czastke. Suma wszystkich tych sit daje
nam site wypadkowa, ktora sktada sie z wypadkowej sit wewnetrznych
i wypadkowej sit zewnetrznych.

7 3-zasady Newtona sity wewnetrzne musza si¢ rownowazy¢ Fpew =0

M3&y = F..,, (4.1.8)
Roéwnanie mozemy odczytac, jako rownanie ruchu srodka masy w
ktorym jest umieszczona czastka o masie M i poddana jedynie dziataniu
sity zewnetrznej ﬁzew. Bez wnikania zatem w strukture ciala mozemy
wyznaczy¢ trajektorie ruchu jego $rodka masy o ile tylko znamy site
wypadkowa dziatajaca na to ciato. Taka sytuacja zostal zilustrowana

na rys. L TT1

Policzymy teraz ped takiego uktadu, sumujac wektorowo wszystkie
pedy czastek z ktorych sktada sie uktad

—

P=p, +Py+...=miVi+maVo +... = MV (4.1.9)

Korzystajac ze wzoru 1.9 stwierdzamy, ze ped ukladu czastek jest
dany podobnym wzorem .11l jak ped pojedynczej czastki:

Ped uktadu czastek jest rowny iloczynowi catkowitej masy
uktadu oraz predkosci jego srodka masy.

Rézniczkujac réwnanie .19 wzgledem czasu otrzymamy:

— = My = F..o (4.1.10)

Jesli wypadkowa sita dziatajaca na uktad jest réwna zero, F.op = 0,
wtedy pochodna z pedu P jest réwna zero
dP .
dt

Znikanie pochodnej w wyrazeniu jest trescig zasady zachowania pedu

(4.1.11)
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Jesli na uktad czastek nie dziataja sity zewnetrzne lub ich
wypadkowa jest rowna zeru, to catkowity ped P uktadu nie
ulega zmianie.

4.1.2 Rakiety i ruch uktadéw o zmiennej masie

Rysunek 4.1.2: Start rakiety napedzanej silnikami odrzutowymi.

e Dotychczas zajmowalismy sie uktadami, ktorych masa pozostaje stata
podczas ruchu. Ale nie zawsze tak jest, na przyktad dla samolotéw
odrzutowych czy rakiet, ich masa maleje. Dzieje si¢ tak, bo w chwili
startu rakiety wiekszo$¢ jej masy stanowi paliwo, ktére jest spalane i
wyrzucane przez dysze silnika odrzutowego rys. [£1.2]

Aby uwzgledni¢ zmiane masy rakiety w czasie jej ruchu, zastosujemy
druga zasade dynamiki Newtona nie dla samej rakiety, lecz dla uktadu,
jaki stanowiag tacznie rakieta i wyrzucane przez nig produkty spala-
nia paliwa. Masa tego ztozonego uktadu nie zmienia si¢ w czasie lotu
rakiety i jest rowna masie rakiety m, w chili startu.

Rozwazmy uktad, ztozony z rakiety i produktéw spalania wyrzuconych
z silnika w czasie dt. Uktad ten jest zamkniety i izolowany, a zatem jego
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4.1.

PED CZASTKI

ped musi by¢ zachowany w przedziale czasu dt, czyli musi zachodzic¢
zwiazek:
Ppocz - Pk;Onc (4112)

Rakieta po czasie dt ma predko$¢ v+dv oraz mase m, +dm,,, przy czym
zmiana masy dm,, jest ujemna. Produkty spalania paliwa, wyrzucone
przez rakiet¢ w przedziale czasu dt, maja mas¢ —dm,,, a ich predkosé
wynosi u. Dlatego rownanie przybiera postac:

m,v = —dmyu + (my, + dmy,) (v + dv). (4.1.13)

Pierwszy wyraz po prawej stronie rownania ELT.T3jest pedem spalin
wyrzuconych z predkoscia u w przedziale czasu dt, a drugi wyraz -
pedem rakiety na koncu przedzialu dt o predkosci v + dv. Zaréwno
predkosc¢ spalin jak i predkoscé rakiety wyrazamy wzgledem tego samego
uktadu inercjalnego, ktorym moze by¢ Ziemia.

Réwnanie mozna zapisa¢ w prostszej postaci, przez wprowadze-
nie predkosci rakiety vy, wzgledem spalin, ktore to predkosci sa po-
wigzane zaleznoscia:

V4 dv = Vyrg + U (4.1.14)

Rownanie LT.T4] wyraza po prostu fakt, ze predkosé rakiety postrze-
gana w uktadzie inercjalnym jest réwna sumie predkosci spalin w tymze
uktadzie i predkosci rakiety wzgledem spalin. Stad otrzymamy, ze

U=+ dv — Vysg (4.1.15)

Podstawiajac wyrazenie na u do rownania [A.1.13 i wykonaniu prostych
przeksztatcen algebraicznych dostajemy:

— dMmy Uy g1 = My dv (4.1.16)
Dzielac obie strony réwnania przez dt, otrzymujemy

dmy, dv
p Vzgl = m”E (4.1.17)

dm.,

W réwnaniu LI.TT7 oznaczmy przez R = “z+ szybkos¢ z jaka spalane
jest paliwo (zawsze dodatnia), skad otrzymamy

Ry g = mya (4.1.18)
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e Zauwazmy ze, zarowno R jak i v,.q sa to wielkosci, ktore charakte-
ryzuja tylko parametry silnika odrzutowego, bo sa to szybkosé¢ zuzycia
paliwa i predko$¢ wzgledna z jaka wyrzucane sa spaliny wzgledem ra-
kiety. Wielko$¢ T' = Ruv,., nazywamy silg ciggu rakiety. Nadajac
réwnaniu posta¢ T' = m,a rozpoznajemy w nim bez trudu druga
zasade dynamiki Newtona, przy czym a jest przyspieszeniem rakiety w
chwili, w ktorej ma ona mase¢ rowng m,,.

e Zmiane predkosci rakiety w miare spalania paliwa znajdziemy catkujac

rownanie [4.1.16
konc nl“konc
dm,
dv = Vygi (4.1.19)
My,
Upocz nlupocz

Wykonujac catkowania w L. I1.19 otrzymamy zmiane predkosci rakiety

konc

77lu ocz
/ dV = Vkone — Upocz = Vyzgi IN —— (4.1.20)

Ukonc
Upocz
e 7 réwnania ze korzystne jest stosowanie rakiet wielostopnio-
wych, dla ktorych odrzucanie kolejnych czesci rakiety po zuzyciu za-
wartego w nich paliwa daje dodatkowe zmniejszenie wartosci my,,, .
Najlepsza rakieta to taka. ktora w chwili osiagnigcia celu zawiera tylko
wlasny tadunek.

4.2 Zderzenia

W zderzeniach elastycznych, jak we wszystkich innych zjawiskach fizycznych,
zaréwno energia catkowita jak i ped catego uktadu sa zachowane. 7 zasady
zachowania pedu i energii kinetycznej (energia potencjalna jest réwna zero)
mamy ponizszy uktad dwoch rownan:

mivy + Moty = mﬂ/1 + mgvé ; ped
(4.2.1)

1 2 1 2 _ 1 2 41 2. 1
5MIV] + 5Mav; = 5MiV° + 5Mely  energla

Uktad réwnan 2T mozna rozwigzaé¢ wzgledem vy i vy w nastepujacy sposob:
my(v; —v)) 4+ ma(vy —vy) =0
(4.2.2)

mi(vy —v) (v +v)) + ma(vs — vy)(va 4 vy) =0
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Przed zderzeniem

mi mo
c C
U1 > ‘ (%)
Po zderzeniu
mi ma
— 00—
Ull - — /U2

Rysunek 4.2.1: Zderzenie dwoch cial na tej samej proste;j

m=v)

( m?)(w — ) (4.2.3)
mq (U1 — Ul / ,
_— =0
S Fa— (1 +v) + (v2+17,)

my(vy —v)) + ma(vy —vy) =0

(4.2.4)
—(o1+v)) + (v24vy) =0
mlvll + mgv; = MU + Moo
(4.2.5)
’U/l —’U; = —’U/l+v'2

Po tych przeksztatceniach otrzymamy rozwiazanie, symetryczne wzgledem
indeksow (1) i (2), zderzajacych sie czastek:

r (m1 - mg)Ul -+ ngvg

my o+ My (4.2.6)
r (m2 - ml)Ug + 2m1v1

myi + Mo
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Rozwazmy takie szczegdlne trzy przypadki:

® My >> Mo, (mg = 0)

U/l = U
(4.2.7)
, —myvy + 2myv;
vy = - = 2U1 — Vs
1
® My =my
Ull = V9
(4.2.8)
0/2 = U1
® Mo >> 1My, (m1 = 0)
/ — 2
v = MoV + 2Mavg — oy 4 21}2
ms (4.2.9)
U/Q = V2
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Rozdziat 5

Ruch obrotowy i moment pedu

Sposrod uktadow makroskopowych zbudowanych z wielu czastek, wyrdzniaja
sie ciala state, w ktore w ruchu nie ulegaja deformacji. Odlegtosci miedzy
dowolnymi punktami w takim ciele sg state, dlatego o takim uktadzie mo-
wimy ze jest bryta sztywna. Dotychczas zajmowaliSmy sie przede wszystkim
ruchem postepowym takich uktadéw, sledzac ich ruch obserwujac potozenie
srodka masy, ktory sa opisane rownaniem ruchu Newtona takim samym jak
dla pojedynczej czastki. Ruch $rodka masy jest czystym ruchem postepo-
wym. Do pelnego opisu ruchu bryty sztywnej nie wystarcza tylko informacja

r /o=
y—» — —
V=wXTr

Rysunek 5.0.1: Przemieszczenie i predkosé w ruchu obrotowym
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o zmianach potozenia srodka masy w czasie, bo ciata takie moga jeszcze ob-
raca¢ si¢ wokot jakies osi, zmieniajac orientacje wzgledem otoczenia. Ruch
obrotowy, o ktorym bedziemy mowi¢ w tym rozdziale, wykonuja kota réz-
nych pojazdow, wirniki w silnikach, wskazéwki w zegarach, czy tez Smigta
helikopteréw. Jesli taka bryta obraca si¢ wokét pewnej osi z to wszystkie jej
punkty tez obracajg sie wokot osi z, bo obroty nie deformujg bryty sztywnej
i odlegtosci miedzy dowolnym punktami w takie bryle sg state. Wyobrazmy
sobie punkt, ktéry obraca sie wokét osi z tak jak to widzimy na rysunku
B0l Poczatek ukladu wspélrzednych umiesciliSmy w $rodku masy, ktory
jest w spoczynku o ile tylko sity wypadkowe dziatajace na caly uktad sie¢
rownowaza. Jesli w czasie dt bryta obrocita si¢ o kat d¢, to potozenie punktu
r zmienito si¢ o wielko$¢ dang ponizszym iloczynem wektorowym

dF = d¢ x T (5.0.1)

W wyrazeniu (.0.] obrét o nieskoniczenie maly kat d¢, jest zapisany wek-
torem d(E = nd¢, a ktorego kierunek i zwrot pokrywa si¢ z kierunkiem i
zwrotem wektora jednostkowego n wyznaczajacego os obrotéw. Duzielac oby-
dwie strony rownania 5.0l przez dt otrzymamy predkosé punktéw w bryle

V=0 xT (5.0.2)

Jesli bryta obraca si¢ wokot jakies osi, ktora nie zmienia si¢ w czasie, wtedy
przyspieszenie punktéw otrzymamy wykonujac rézniczkowanie po czasie we
WZOrze

a=wxvVv (5.0.3)

5.1 Wlasnosci obrotéw w przestrzeni

Przemieszczenie, predkosé i przyspieszenie pojedynczej czastki w przestrzeni
mozna opisa¢ za pomoca trojwymiarowych wektorow, podajac wartosci licz-
bowe ich trzech sktadowych. Potozenie ciata sztywnego obracajacego sie
wokot pewniej osi mozemy rowniez opisa¢ za pomoca trzech wartosci licz-
bowych, podajac wartos¢ liczbowa kata obrotu i dwie wspotrzedne wektora
jednostkowego lezacego na osi obrotu. Nasuwa sie wiec pytanie, czy prze-
mieszczenie, predkosé i przyspieszenie katowe obracajacego sie ciata sztyw-
nego mozna opisaé za pomoca wektorow. OdpowiedZ nie jest oczywista, bo
sktadanie obrotéw nie jest w przestrzeni tréjwymiarowej przemienne. A teraz
zastrzezenie, o ktérym juz wspomnieliSmy. Przemieszczeniom katowym (o ile
nie sa bardzo mate) nie mozna przypisaé¢ wektoréw. Dlaczego? Przeciez bez
trudu mozemy im przypisa¢ wartos¢ i kierunek, tak samo jak okresliliémy
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o obrotu 04 obrotu 04 obrotu

trzpien talerza

=

o
)

Rysunek 5.1.1: a) Plyta obracajaca si¢ wokot osi pionowej zgodnej z kierun-
kiem trzpienia talerza gramofonu. b) Predko$¢ katowa obracajacej sie ptyty
mozna opisa¢ za pomoca wektora & lezacego na osi obrotu i skierowanego
w dot. ¢) UstaliliSmy, ze zwrot wektora predkosci katowej & to zwrot w dot
korzystajac z reguty prawej dtoni. Gdy palce zwinietej prawej dtoni otaczaja
o$ obrotu tak, ze konce palcow wskazujg kierunek obrotu. odchylony kciuk
wskazuje zwrot wektora &J.

wektor predkosci katowej na rysunku LIl To jednak nie wystarczy - aby
pewng wielkos¢ mozna bylto uwazaé za wektor, musza by¢ dla niej ponadto
spelione prawa dzialan na wektorach, ktére miedzy innymi méwig, ze suma
dwoch wektoréw nie zalezy od kolejnosci, w jakiej je do siebie dodajemy.
Obroty w przestrzeni nie speilniaja tego kryterium. Pokazemy to na przy-
ktadzie przedstawionym na rysunku [B.T.2l Ksigzka, ktéra jest poczatkowo w
pozycji poziomej zostaje poddana dwoém przemieszczeniom katowym o 90°,
najpierw w kolejnosci z rysunku 5.1.2h, a nastepnie w kolejnosci z rysunku
BEI32b. Choé przesunigcia katowe sg w obydwu przypadkach takie same, to
ich kolejnos¢ jest inna i ustawienia koncowe ksiazki sa rézne. Suma dwoch
przemieszczen katowych zalezy zatem od kolejnosci ich dodawania. a wiec
nie mozna ich opisa¢ za pomocg wektorow.

51



ROZDZIAL 5. RUCH OBROTOWY I MOMENT PEDU

g- FIEY A

al b))

Rysunek 5.1.2: a) Ksiazka zostaje poddana dwém kolejnym obrotom o 90°,
najpierw wokét osi x (poziomej), a potem wokét osi y (pionowej). b) Ksiazka
zostaje poddana tym samym dwém obrotom lecz w odwrotnej kolejnosci.

52



5.2. ENERGIA KINETYCZNA

5.2 Energia kinetyczna ciala w ruchu obroto-
wym

Energia kinetyczna ciata o masie m obracajacego si¢ wokot osi n jest réwna:
= 5 ; TTLZ"Ui2 = 5 Z mi(riLw)Q = 5&)2 ;miﬂa — il(ﬁ)uﬂ (521)

gdzie r;; jest odlegtoscig elementu o masie m; od osi zadanej wektorem jed-
nostkowym n. Wielkos¢ I(n) nazywamy momentem bezwladnosci

= Zmﬂ“?l = /almr?L (5.2.2)

Jest to wielkos¢ stata dla danego ciata sztywnego i okreslonej osi obrotu
n. Rozwazmy blizej wlasnosci momentu bezwladnosci ciata, wzgledem osi
przechodzacej przez srodek masy tego ciata, ale wzgledem osi zadanej réz-
nymi wektorami & = nw. Zapiszmy kwadrat odlegtos¢ od osi obrotu n w
nastepujacy sposob, korzystajac z faktu, ze pfn =n-n =1

== (1) =2 - A T A=Al (r — T )R (5.2.3)

Moment bezwtadnosci [B.2.2l mozemy teraz zapisa¢ w postaci, w ktorej zalez-
nos¢ od osi obrotu jest wyniesiona poza sume, a mianowicie

1(7) = ATZmZ — T TN (5.2.4)

7 tego wyrazenia widzimy, ze moment bezwladnosci ciata mozna znalezé
dla dowolnej osi, z trojwymiarowej macierzy symetrycznej I, ktorej elementy
sg wspolrzednymi momentu bezwtadnosci. O takich wielkosciach fizycznych
mowimy, ze sa tensorami. Ze wzoru [B.2.4] odczytujemy, ze tensor momentu
bezwtadnosci dany jest macierza

I= Zml i) (5.2.5)

lub w postaci macierzowej

Loy Izy I, y2 + 22 —xY —xz
[yff [yy [yz - Z mi —yx 22 4 22 —yz (526)
IZJ»’ IZ?J ]zz —ZT —2Y :L‘2 —+ y2
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Energie kinetyczng dana wzorem (.21l mozemy zapisa¢ teraz jako

1
By == 5”1&. (5.2.7)

Rownanie (.27 na energie kinetyczna ciala sztywnego, wykonujacego wy-
tacznie ruch obrotowy jest katowym odpowiednikiem réwnania Ej = %m’uQ,
ktoére opisuje energie kinetyczng ciata sztywnego w ruchu postepowym. Oby-
dwa wzory zawieraja czynnik 1/2; odpowiednikiem masy m jest [ (tensor
momentu bezwladnosci). W kazdym z nich wystepuje czynnik rowny kwa-
dratowi predkosci - ruchu postepowego w jednym, a obrotowego w drugim.
Energia kinetyczna ruchu postepowego i ruchu obrotowego nie sa réznymi ro-
dzajami energii. Obie sa energig kinetyczna, ktéra jest po prostu wyrazona
przez inne zmienne, stosownie do rozwazanego rodzaju ruchu ciata .

5.2.1 Twierdzenia Steinera

Czesto spotykamy sie z problemami, ze potrzebny jest nam moment bez-
wladnosci [ ciala o masie m wzgledem pewnej osi, ktéra niekoniecznie musi
przechodzi¢ przez srodek masy. W tej sytuacji zawsze mozemy obliczy¢ ener-
gie kinetyczna korzystajac ze wzoru Ej = %Zmlvf Zauwazmy przy tym,
ze jesli znamy tensor momentu bezwtadnosci IZO tego ciata w uktadzie wspot-
rzednych érodka masy, to przesuwajac réwnolegle uktad na odlegtos¢ h tych
moment bezwladnosci wzgledem zmieni sie w nastepujacy sposob:

I(7) = Ip(R) + mh* . (5.2.8)

Roéwnanie to jest wlasnie trescia twierdzenia Steinera.
Dowéd.
Jesli przesuniemy w réwnaniu £.2.5 wektory r; o wektor h otrzymamy

L= S [(F 4B (B (] 1]

= Yomy [(r2+217-ﬁ+h2)1—(FiF;TF+HF-T+HF-T+HHT)}

—

= S —FE) + Ymy [Q(a.hﬂ (i +hi)

)

—

+ m(h*1—h HT)
(5.2.9)

Drugi czton w wyrazeniu B.2.9 jest réwny zeru, poniewaz w uktadzie srodka

masy »_ m;r; = 0. Dlatego tensor momentu bezwtadnosci transformuje sie
i
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¥
dm
| |
0% chrotu,
przechodzgea r y_b
przez punkt .F"—l

P.LI

—a
i b
SM ] ¥
oy
\\_ o obrotu,

przechodzaca
przez frodek masy

Rysunek 5.2.1: Przekroj ciata sztywnego o srodku masy w punkcie O. Twier-
dzenie Steinera (réwnanie[0.2.8)) opisuje zwiazek momentu bezwladnosci ciata
wzgledem osi, przechodzacej przez punkt O, z momentem bezwtadnosci tego
ciata wzgledem osi do niej réwnolegtej. Na przyktad przechodzacej przez
punkt P, odlegtej od pierwszej osi o h. Obie osie sa prostopadte do ptasz-
czyzny rysunku.

wzgledem translacji w nastepujacy sposob

—

L= mi(r1 -5 &)+ m(’1 -k ) (5.2.10)

Poniewaz przesunelismy o$ obrotu n réwnolegle, dlatego wektor h jest pro-
stopadty do n. Oznacza to, ze iloczyn skalarny n - h = 0 co pozwala nam
przeksztatci¢ to rownanie do postaci

L) = 2 Ty = my(r’1 — ATF ¥ A) + mh? (5.2.11)
Poniewaz n'T; = 7 - ¥; = 7,1, rtéwnanie [5.2.11] prowadzi wprost do [.2.8 e
Aby zilustrowaé jak liczymy moment bezwtadnosci, postuzymy sie przykta-

dami.
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Przyklad . Znaleié moment bezwladnosci I wydrgzonego walca o masie M,
z rys. (22 wzgledem jego osi symetrii.

]
N |
T —

L] |

\J

\

Rysunek 5.2.2: Wydrazony walec o wysokosci L i promieniach Ry i Ry .

Rozwigzanie.

e Jednorodny walec o gestosci masy p ma mase M
M = pr(R5 — R?)L. (5.2.12)

e Moment bezwladnosci znajdziemy ze wzoru:
I= ZAmira = /dm(x2 +9?) (5.2.13)

e clement objetosci Am; jest dany poprzez:

dm = pdxdydz = pdzdrrdeg (5.2.14)

e dlatego moment [ jest dany catka

L Ro 2 L Ro
I = p[dz [drrr? [do =2mp [dz [ drrr?
oM 0 0 (5.2.15)

)

L
= 2mp [ dz}(RY~ RY) = SmpL(R} — RY)
0
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1
I= 5M(Rg + RY). (5.2.16)

5.3 Moment sily i moment pedu

Aby otworzy¢ ciezkie drzwi klamke umieszcza sie mozliwie jak najdalej od
osi zawiasow. Bo sama sita to jeszcze nie wszystko - wazne jest tez, gdzie
przyktadamy site i w jakim kierunku ona dziata. Jesli przytozymy ja niezbyt
daleko od osi zawiasow i jesli jej kierunek bedzie tworzyt z ptaszczyzng drzwi
kat inny niz 90°, to bedzie trzeba uzy¢ wigkszej sity niz w przypadku, gdy
przytozymy ja w poblizu klamki i w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny
drzwi.

#
#
s
/ 5 r kierunek
ofobrotu 1 of abrotu -~ ¥ of obrotu dwiatania
| | sity F
ﬂ G {} i

a)

Rysunek 5.3.1: Sita F dziala w punkcie P na sztywna bryle, ktére moze
obracac sie wokot osi przechodzacej przez punkt O; os obrotu jest prostopadta
do ptaszczyzny przedstawionego na rysunku przekroju ciata. Moment tej
sity jest rowny iloczynowi sity i jej ramienia. Rami¢ mozna wyrazi¢ jako
r; =rsing

e Na rysunku (.3 Tk a przedstawiono przekrdj ciala, ktére moze obra-
caé sie wokot osi przechodzacej przez punkt O i prostopadlej do tego
przekroju ciata. Sita F jest przytozona do ciatla w punkcie P, kto-
rego potozenie wzgledem punktu O jest dane przez wektor potozenia r.
Kierunki wektoréw F ¥ tworza ze soba kat ¢. Dla prostoty rozwazamy
tylko sity, ktérych wektor F lezy w plaszczyznie rysunku.
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e Aby stwierdzi¢, jaki obrét ciata wokdt danej osi powoduje sita f‘, roz-
ktadamy F' na dwie sktadowe (rys. B30b). Jedna z tych sktadowych,
nazywana sktadowsg radialna F;.q, ma kierunek wektora r. Nie powo-
duje ona obrotu ciata, gdyz dziata wzdtuz prostej, na ktorej lezy punkt
O (ciagnac drzwi na zawiasach. réwnolegle do ich plaszczyzny nie obré-
cimy ich). Druga sktadowa wektora F', nazywana sktadowa styczna Fy
jest prostopadta do i ma warto$¢ bezwzgledna, rowng: Fy = F'sin ¢.
Ta sktadowa powoduje obrét ciata (ciagnac drzwi prostopadle do ich
plaszczyzny mozemy spowodowaé ich obrot).

5.3.1 Moment sily

Zdolnos¢ sity F do wprawiania ciata w ruch obrotowy zalezy nie tylko od
wartosci jej sktadowej stycznej Fy; lecz takze od tego, jak daleko od punktu O
jest ona przylozona, czyli od wielkosci jej ramienia. Aby uwzgledni¢ obydwa
te czynniki, definiujemy wielkosé M zwang momentem sity.

e Moment sity M jest zdefiniowany nastepujacym iloczynem wektoro-
Wym:

—

M=FxF (5.3.1)

e Moment sity mozna rozumie¢ jako miare zdolnosci sity F do skreca-
nia ciata. Gdy za pomoca pewnego narzedzia - jak wkretak lub klucz
maszynowy - dziatamy na cialo sita, aby je skreci¢, przyktadamy do
tego ciata moment sity. Jednostka momentu sity w uktadzie SI jest
niuton razy metr (N -m). Wiemy juz, ze niuton razy metr jest réwniez
jednostka pracy, ale mimo to moment sity i praca sg to zupetnie rézne
wielkosci, ktérych nie wojno ze soba myli¢ - prace wyraza si¢ czesto
w dzulach (1J = 1N - 1m), czego nigdy nie robi sie¢ w odniesieniu do
momentu sity.

e Dla momentéw sit spetniona jest rowniez zasada superpozycji, taka jak
w odniesieniu do sit. Gdy na cialo dziata kilka momentow sity, wy-
padkowy moment sity, oznaczany jako 1\7Iwyp, jest sumag poszczegdlnych
momentow sity.

5.3.2 Moment pedu

e Moment pedu fczagstki jest zdefiniowany nastepujacym iloczynem
wektorowym:
l=rxp=mrxv (5.3.2)
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MOMENT SItY I MOMENT PEDU

Predkos$é¢ zmiany momentu pedu jest réwna momentowi sity.
dl dF¥ dp

t:%xﬁ—l—Fx—p (5.3.3)

dt

iloczyn wektorowy dwoch wektorow rownoleglych jest réwny zeru

d—)
dlatego
dl dp = -

Poniewaz moment pedu jest wektorem, dla uktadu wielu ciat w ruchu
znajdziemy jego wielkos¢ z zasady superpozycji

L=>1 (5.3.6)

Wstawiajac do rownania [5.3.6] wartosci momentéw pedéw zdefiniowane
w B.3.2 otrzymamy dla bryty sztywnej obracajacej sie z predkoscig ka-
towa & = nw, wokot osi n, ze

By znalez¢ zwiazek miedzy wektorem momentu pedu bryty i wektorem
predkosci obrotowej, skorzystamy z tozsamosci wektorowej

X (0xT)=r’0— (T -O)f=(r’1 -1 )3
co pozwala zapisa¢ wypadkowy moment pedu [5.3.7 w nastepujacej po-
staci:

L=> m(ril1-5i)d =13 (5.3.8)
gdzie I jest tym samym momentem bezwladnosci, ktéry jest dany ten-
sorem [(.2.5] wystepujacym we wzorze 5.2, 7 na energie kinetyczng ciala.

Sktadowa momentu pedu Ly wzdtuz osi obrotu 7 znajdziemy rzutujac
L na te os .
Ly=n-L=a"Thw = I(A)w (5.3.9)

Dla cial, ktore obracaja sie wzgledem osi symetrii 7 moment pedu lezy
na osi obrotu, dlatego B.3.9] mozemy zapisa¢ w postaci powszechnie
stosowanej:

L= I(h)w (5.3.10)
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5.3.3 Druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu ob-

rotowego
e Druga zasada dynamiki Newtona, zapisana dla pojedynczej czastki w
postaci
Foyyp = I (5.3.11)

wyraza zwiazek sity z pedem dla pojedynczej czastki. Spotkalismy juz
wiele analogii miedzy wielko$ciami liniowymi i katowymi, ze spodzie-
wamy si¢, iz musi istnie¢ podobny zwigzek miedzy momentem sity i
momentem pedu.

e Patrzac na rownanie (.3.11]) mozemy podobnie zapisaé, ze

_

wyp = (5.3.12)

e Rownanie (B.3.12)) jest istotnie zapisem drugiej zasady dynamiki New-
tona dla ruchu obrotowego:

Suma (wektorowa) wszystkich momentéw sity dziatajacych
na czastke jest rowna szybkosci zmiany momentu pedu tej
czastki.

e Przejdzmy teraz do momentu pedu uktadu czastek wzgledem pewnego
punktu. Catkowity moment pedu L ukladu jest réwny sumie (wektoro-
wej) momentow pedu poszczegdlnych czastek, tak jak to jest zapisane
wh3.8 Momenty pedu poszczegdlnych czastek mogg zmieniaé sie wraz
z uptywem czasu, co moze zachodzi¢ pod wplywem oddziatywan w ob-
rebie ukladu (tzn. miedzy jego czastkami) lub w wyniku oddzialywan
z ciatami spoza uktadu. Zmianeg E, pochodzacg od zmian momentow
pedu czastek mozemy obliczy¢ | obliczajac pochodna réwnania (B.3.0])
wzgledem czasu. Daje to

dL dl.
e W 5.3.13
dt — &~ dt ( )

Jak wiemy z rownania (5.3.12) dl/dt jest réwne wypadkowemu momen-
towi sity M,,,,; dzialajagcemu na i-tg czastke. Wobec tego réwnanie
(E3T13) mozemy zapisaé jako

dL .
- = > Moy (5.3.14)

)
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Oznacza to, ze szybko$¢ zmiany momentu pedu L ukladu jest rowna
sumie wektorowej momentéw sit, dziatajacych na wszystkie czastki.
Wsréd tych momentéw sity sa momenty sit wewnetrzne (pochodzace
od sil, dzialajacych miedzy czastkami) oraz momenty sil zewnetrzne
(pochodzace od sil, dziatajacych na czastki ze strony ciat nienalezacych
do uktadu). Sity dzialajace miedzy czastkami uktadu wystepuja jed-
nak zawsze parami, stanowiacymi pary akcja-reakcja (ktérych dotyczy
trzecia zasada dynamiki), a zatem suma zwiazanych z nimi momentéw
sit jest rowna zeru. Tak wiec catkowity moment pedu L uktadu czastek
moze ulega¢ zmianie jedynie w wyniku dziatania na uktad zewnetrznych
w stosunku do uktadu momentéw sit.

e Oznaczmy przez 1\7Iwyp wypadkowy zewnetrzny moment sit | ktory jest
suma wektorowa wszystkich zewnetrznych momentéw sit, dziatajacych
na czastki uktadu, Rownanie (5.3.14]) mozemy teraz zapisa¢ w postaci:

. dL
M,yp = o (5.3.15)
To réwnanie wyraza druga zasade dynamiki Newtona dla ruchu obro-

towego uktadu czastek. Jej tres¢ jest nastepujaca:

—

Wypadkowy zewnetrzny moment sity M, dzialajacy na
uktad czastek jest réwny szybkosci zmiany catkowitego mo-
mentu pedu L uktadu.

Momenty sity i moment pedu uktadu musza by¢ obliczone wzgledem
tego samego punktu.

5.4 Zachowanie momentu pedu

Poznalismy juz dwie bardzo uzyteczne zasady zachowania: zasade zachowa-
nia energii i zasade zachowania pedu. Teraz poznamy trzecie prawo tego
rodzaju, mianowicie zasade zachowania momentu pedu. Wyjdziemy z réw-
nania ([.3T5), ktére opisuje druga zasade dynamiki dla ruchu obrotowego.
Jesli na uktad nie dziata zaden wypadkowy moment sity, to rownanie przy-
biera postac dﬂ/dt = 0, co oznacza, ze:

L = const. (5.4.1)

e Otrzymany wynik, nosi nazwe zasady zachowania momentu pedu:
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% obrofu
a) b)

Rysunek 5.4.1: a) Obywatel ma stosunkowo duzy moment bezwtadnosci
wzgledem osi obrotu i stosunkowo mata predko$é katowa. b) Obywatel
zmniejszajac swoj moment bezwtadnosci zwieksza swa predkos$c katowa. Mo-
ment pedu obracajacego sie uktadu pozostaje bez zmiany.
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5.4.

ZACHOWANIE MOMENTU PEDU

Jesli dziatajacy na uktad wypadkowy moment sity jest rowny
zeru. to catkowity moment pedu L uktadu nie zmienia si¢
niezaleznie od tego. jakim zmianom podlega uktad.

Réwnanie (B.41) jest réwnaniem wektorowym; wobec tego jest ono
rownowazne trzem réwnaniom dla sktadowych wektorow, stwierdzaja-
cych zachowanie momentu pedu w trzech wzajemnie prostopadtych kie-
runkach. W zaleznosci od tego. jakie momenty sity dziataja na uktad.
moment pedu moze by¢ zachowany dla jednego lub dwoch kierunkow,
1 niekoniecznie by¢ zachowany dla wszystkich trzech.

Jesli wypadkowy zewnetrzny moment sity. dzialajacy na
uktad, ma sktadows wzdtuz pewnej osi rowng zeru, to skta-
dowa catkowitego momentu pedu uktadu wzdtuz tej osi nie
zmienia sie, niezaleznie od tego, jakim zmianom podlega uktad.

Na uktad ztozony z obywatela, hantli i stotka obrotowego nie dziata
zaden wypadkowy zewnetrzny moment sity. Wobec tego moment pedu
uktadu wzdtuz osi obrotu musi pozostawac staty, niezaleznie od tego,
gdzie znajduja sie trzymane przez obywatela hantle. W sytuacji przed-
stawionej na rysunku [5.4.Th predko$¢ katowa obywatela wy,., jest sto-
sunkowo mata, a jego moment bezwladnosci I, - stosunkowo duzy.
Zgodnie z réwnaniem (5.3.9) jego predkosé katowa, w sytuacj i przed-
stawionej na rysunku B.4.Ib, musi by¢ wieksza niz wp,e,, gdyz jego
moment bezwtadnosci sie¢ zmniejszyt.

Na rysunku przedstawiono zawodniczke skaczaca do wody z tram-
poliny, ktora wykonuje w czasie skoku poéttora salta w przod. Jak sig
zapewne spodziewasz, jej srodek masy zakresla przy tym parabole. Po
odbiciu si¢ od trampoliny zawodniczka ma pewien moment pedu L
wzgledem swego $rodka masy, prostopadty do plaszczyzny rysunku i
skierowany za kartke. Na zawodniczke nie dziata w czasie lotu zaden
wypadkowy zewnetrzny moment sity wzgledem jej srodka masy, a za-
tem jej moment pedu wzgledem srodka masy sie nie zmienia. Przycig-
gajac nogi do tulowia, zawodniczka znacznie zmniejsza swoj moment
bezwtadnosci wzgledem osi obrotu, a wiec - zgodnie z réwnaniem (£.3.9))
- znacznie zwieksza swg predkos¢ katowa. Gdy w koncowej fazie skoku
zawodniczka prostuje sie, zwigksza moment bezwtadnosci i zmniejsza
predkosc¢ katowa, dzieki czemu wpada do basenu bez znacznego rozpry-
sku wody. Nawet podczas bardziej ztozonych skokéw, zawierajacych
oprocz obrotéw w przod lub w tyt takze obroty srubowe ciata, moment
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Rysunek 5.4.2: Moment pedu L obywatelki jest staly w czasie catego skoku.
Jego kierunek oznaczono symbolem ® co oznacza, ze jest on prostopadty
do ptaszczyzny rysunku i skierowany za kartke. Zauwazmy, ze srodek masy
obywatelki (oznaczony kropka) zakresla w locie parabole.
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pedu zawodniczki musi by¢ zachowany zaréwno co do wartosci, jak i co
do kierunku.
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Rozdzial 6

Grawitacja

MERKLIRY
ZIEMIA,
NEPTLIMN

SEOMNCE

Fa
= =
3
0
n m

M

Ruch ciat po niebosktonie i swobodny spadek na Ziemi od zawsze byty bliskie
cztowiekowi. Sa namacalnym dowodem istnienia sitowych pél grawitacyjnych
we Wszechs$wiecie.
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ROZDZIAL 6. GRAWITACJA

6.1 Prawo powszechnego cigzenia

e Dwa ciala o masach my i mo przyciagaja sie sitami proporcjonalnymi
do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonalnymi do kwadratu odlegtosci
miedzy nimi

= = mimsg 1o
Foyy = -Fp=-G —

2 o (6.1.1)

e Jesli chcemy policzy¢ site, jaka na przyktad dziata pomiedzy Ziemig
i Ksiezycem, nalezy na kazde cialo spojrze¢ jakby byto zbudowane z
drobnych czastek i zsumowaé sity przyciagania miedzy nimi. To my-
slenie byto jedng z pobudek, nie tylko dla Newtona, rozwijania analizy
matematycznej i catkowania po objetosciach

Fo = —G/ /dmldm? fi2 (6.1.2)
712

Light Source

Rysunek 6.1.1: Waga Cavendisha do pomiarow statej powszechnego cigzenia
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6.2. ZMIANY PRZYSPIESZENIA ZIEMSKIEGO

6.1.1 Stata powszechnego cigzenia

e Pierwszy doktadny pomiar statej powszechnego ciazenia G wykonany
zostal przez Cavendisha w 1798 roku.

e Warto$¢ G' z najnowszych pomiarow wynosi:

G =6.6720-107"'N - m?/kg”

e Dla kul jednorodnych przycigganie miedzy nimi jest réwne, sile po-
miedzy dwoma punktami o masach réwnych masom kul, a odlegtosé
miedzy nimi jest rowna odlegltosci pomiedzy srodkami kul.

6.1.2 Masa Ziemi

e Przyspieszenie ziemskie g, jest wymuszane sita grawitacyjna z jaka Zie-
mia przyciaga wszystkie ciatla na powierzchni. Oznaczmy mase Ziemi
jako M., wtedy sita przyciggania dana jest wzorem:

mM,
R2

z

F=mg=G (6.1.3)

e 7 réwnania [6.1.3] mozna znalez¢ mase Ziemi

gR?  (9.80m/s?)(6.37 - 10m)? o
M, = —= = —5.97-10%kg.  (6.1.4
G 6.67 - 10- 11N - m2/kg? g (6.1.4)

e dzielac mas¢ Ziemi przez jej objetosé otrzymamy Srednig mase wlasciwg
Ziemi, ktora okazuje sie by¢ réwna 5.5g/cm?, czyli prawie 5,5 raza
wiecej niz dla wody.

6.2 Zmiany przyspieszenia ziemskiego

e Przyspieszenie ziemskie, jak to wynika z wzoru [6.1.3] dane jest formuta:

M,
g=G IE (6.2.1)
skad wynika, nastepujacy zwigzek pomiedzy zmianami wzglednymi
dg dR,
— =-2 6.2.2
. i (6.2.2)

o Ze wzoru [6.2.2] widaé, ze przyspieszenie zmaleje o 1%, gdy wzniesiemy
sie¢ do gory na wysokos¢ 0.005 - 6400km = 32km.

e (Ciezar ciala na powierzchni Ziemi réwniez zmienia sie pod wplywem
dziatania sity odsrodkowej, ktora jest efektem dobowego obrotu Ziemi.
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6.3 Potencjalny charakter pola grawitacyjnego

Pole grawitacyjne jest polem zachowawczym. Wynika to wprost z prawa
powszechnego cigzenia.

~
=

Rysunek 6.3.1: Niezalezno$¢ pracy od drogi w polu sit centralnych

6.3.1 Grawitacyjna energia potencjalna

e Obserwujemy w polu grawitacyjnym ciato o masie m, ktore przemiesz-
cza si¢ wzdtuz promienia z punktu a do b. Pole grawitacyjne wykonuje
prace W, ktora w polu zachowawczym dana jest wzorem B.1.101

b —
(@) — Ey(b) = Wy = [F - dif
b ' (6.3.1)
M Mm|° 1 1
:—G/ = g2 :GMm(T——T—)
a b a

72 r
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6.4. RUCH PLANET WOKOFL SELONCA

e Oddalajac punkt r, — oo i przyjmujac E,(c0) = 0, otrzymamy naste-
pujace wyrazenie na energi¢ potencjalng w polu grawitacyjnym

_gMm

E,(F) = (6.3.2)

r

6.3.2 Potencjal i natezenie pola

e Energie potencjalng, gdy w puncie r znajduje sie ciato o masie jednost-
kowej, nazywamy potencjatem pola
E,(r M
U(r) = ﬁ =-G— (6.3.3)
m r
e Sita dziatajaca na mase jednostkowa jest natezeniem pola grawitacyj-
nego. Natezenie pola jest spadkiem (gradientem) z potencjatu, tak jak
sita jest spadkiem (gradientem) z energii potencjalnej

ET’ __dU(?") GM

(r)=——>" 3 (6.3.4)

6.4 Ruch planet wokét Stonca

Ruch planet i Stonca jest zdeterminowany sitami grawitacyjnymi, jakimi
przyciagaja sie kazde dwa ciata. W szczegdlnosci, dla wybranej planety o
masie m i Stonca o masie M, ich tory mozna znalez¢ rozwiazujac réwnania
rozniczkowe, ktére wynikaja z I zasady Newtona. Niech wektor ¥ = rj, —rg
wskazuje na potozenie planety wzgledem Stonca, wtedy

= mMF

ma, = —G"5
(6.4.1)

- mM T

Mas = 2

6.4.1 Prawa Keplera

e Rozwigzania réwnan ruchu [6.4.1], pozwalaja bardzo doktadnie wyliczy¢
tory obydwu cial. Mozemy z nich wyliczy¢ przyspieszenia tych ciat
i skonstruowac¢ tor po ktérym te ciata przemieszczajg sie wzgledem

siebie.
a, = _G%g
(6.4.2)
as= G37



ROZDZIAY. 6. GRAWITACJA

Rysunek 6.4.1: Ruch planety woko6t Stonca

e 7 zasady zachowania pedu wnioskujemy, ze istnieje uktad wspotrzed-
nych w ktorym srodek masy uktadu jest nieruchomy. Poniewaz Stonce
ma mase setki tysiecy wigkszg od masy planet, srodek masy uktadu i
srodek masy Stonca niewiele sie¢ roznia. Jest to heliocentryczny uktad
wspotrzednych, ktory po raz pierwszy zastosowal Kopernik. W tym
uktadzie Stonce pozostaje nieruchome, a planety kraza wokoét Stonca.

(6.4.3)
as =0

e 7 zasady zachowania momentu pedu wynika, ze ruch tych cial musi
odbywa¢ si¢ w ptaszczyznie. Jest to trescig 1-go prawa Keplera, ktory
odkryt te prawidtowos¢ analizujac wyniki obserwacji astronomicznych.

e 7 réownania [6.4.3] wynika, ze ruch planety wokot Stonca, jest wymu-
szony sita dosrodkowa, dlatego ruch odbywa sie po okregu (w ogdlnym
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6.5. RUCH RAKIET I SATELITOW

przypadku po elipsie). W ruchu tym dlugo$é wektora momentu pedu

jest stata,
da(t
L=mrv= mrz% = const. (6.4.4)
. » do(t) .
dlatego i predkos¢ polowa, = const., co oznacza ze jest stata.

Jest to trescia 2-go prawa Keplera.

e Przyspieszenie dosrodkowe w a, [6.4.3 planety mozemy wyrazi¢ przez
jej okres obiegu wokot Stonca, co nam daje

o 2 M
ap :T(?> = Gﬁ

3

r M

Roéwnosé [6.4.5] méwi nam, ze stosunki szescianéw odlegtosci planet od
Stonca do ich kwadratéw okresow obiegu jest dla wszystkich planet z
Uktadu Stonecznego sa réwne. Jest to trescia 3-go prawa Keplera.

6.5 Ruch rakiet i1 satelitow

6.5.1 Predkos$é ucieczki

o Gdy wystrzelimy rakiete pionowo w gore, zwykle powrdci na Ziemie,
Wwznoszac sie na pewnag wysokos¢, w punkcie najwyzszym zmieniajac
kierunek predkosci. Jesli jednak wystrzelimy rakiete z predkoscia prze-
wyzszajaca predkosé ucieczki, rakieta na state opusci Ziemie.

e Rakieta o masie m wystrzelona z predkoscia v, ma energie kinetyczna

B, = %mv2 oraz energi¢ potencjalng F, dang wzorem [6.3.2)
Mm

gdzie M jest masa planety (np. Ziemi), R - jej promieniem. Jesli ra-
kieta oddala si¢ od planety podazajac do nieskonczonosci jej energia
kinetyczna i potencjalna daza do zera, a to oznacza ze energia cal-
kowita tez jest zero. Poniewaz energia catkowita jest zachowana, na
powierzchni planety energia takiej rakiety tez jest zero

1 M
Ey+ B, = Smv* — G?m =0 (6.5.2)
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Otrzymujemy stad predkos¢ ucieczki

2GM
=4/ — 6.5.3
! R ( )

Predko$¢ ucieczki z Ziemi wynosi 11.2km/s, a np. ze Stonca 618km/s

6.5.2 Satelita stacjonarny

_.—---'-
- '—-.-,._-

o .FTL-I-L

u"'f"".f.

Satelita stacjonarny to satelita okrazajacy Ziemie po orbicie kotowej w pltasz-
czyznie réwnika, ktorego okres obiegu jest rowny okresowi obrotu Ziemi, czyli
jednej dobie gwiazdowe;j.
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6.5. RUCH RAKIET I SATELITOW

e Promien orbity R satelity stacjonarnego mozna obliczy¢ z 3-go prawa

Keplera [6.4.9]
MT2 1/3
R = <G ) (6.5.4)

472

e Dla Ziemi promien ten wynosi R = 35700 km Satelity takie znalazty
szerokie zastosowanie jako satelity telekomunikacyjne, przekazujac do
roznych punktow Ziemi programy telewizyjne, radiowe i dane szpiegow-
skie.
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Rozdzial 7

Plyny

Bezpostaciowe substancje jakimi sg ciecze i gazy, w odroznieniu od cial sta-
tych moga ptyna¢ przemieszczajac sie w przestrzeni. Dlatego nazywamy je
ptynami. W ptynach nie ma naprezen scinajacych.

7.1

Gestosé i cisSnienie

Wielkosciami fizycznymi, stosowanymi do opisu zachowania ptynéw sa
gesto$¢ masy i cisnienie.

7.1.1 Gestosé

Gestos¢ pltynu p w pewnym punkcie otrzymamy dzielac mase ptynu
Am, przez objeto$¢ AV obszaru zmniejszajacego sie do puntu

Am

= X0 9dy (AV = 0) (7.1.1)

P

Dla ptynéw jednorodnych, gestos¢ jest w kazdym punkcie taka sama i
jest dana wzorem

= 7.1.2
P=1 (7.1.2)

gdzie m 1 V - to masa i objetos¢ catej probki.

Gestos¢ jest wielkoscia skalarna; w uktadzie SI jej jednostka jest ki-
logram na metr szescienny. Czesto podajemy tez w kilogramach na
decymetr sze$cienny (litr). lub gramach na milimetr sze$cienny. Ge-
stos¢ cieczy zmienia sie¢ nieznacznie, w odréznieniu od gazéw, ktoére sg
bardzo $cisliwe.
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Tablica 7.1.1: Przyktady gestos$ci mas

Materia

Gestosé [kg/m?]

Materia miedzygwiezdna
Préznia laboratoryjna
Powietrze (20°, 1 atm)

Powietrze (20°, 50 atm)

Styropian
Lod
Woda (20°, 1 atm)
Woda (20°, 50 atm)
Krew
Zelazo
Otow
Rtec
Ztoto
Uran
Jadro uranu
Gwiazda neutronowa

Czarna dziura

10—20
10—17
1.21
1.21
1x 103
0.917 x 103
0.998 x 10?
1.000 x 103
1.060 x 103
7.9 x 103
11.3 x 103
13.6 x 10°
19.30 x 103
19.05 x 103
1 x 10'7
1018

1019

78



7.2. CISNIENIE WEWNATRZ PEYNOW

Rysunek 7.1.1: Sita parcia dzialajaca na element powierzchni

7.1.2 Cis$nienie

e (idnienie jest dane stosunkiem sktadowej normalnej sity do powierzchni
na ktora ta sita dziala

AF

e Sita wywierana przez ptyn na element powierzchni AS = ASH dana
jest wzorem

AF = —pAS (7.1.4)

e (idnienie jest wielkoscig skalarna. W uktadzie SI jednostka ci$nienia
jest niuton na metr kwadratowy, czyli paskal ( 1Pa = 1N/m?),

e Paskal jest zwiazany z innymi, czesto spotykanymi jednostkami ci$nie-
nia

1 atm = 1.01 x 10° Pa = 1010 hPa = 760 Tr = 14.7 pound/in®(psi)

7.2 Cis$nienie wewnatrz plynow

e Zanurzajac sie pod powierzchnie wody, cisnienie rosnie wraz z glebo-
koscia zanurzenia. Gdy wznosimy sie do géry cisnienie spada wraz z
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,,,,,,, O,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
dpS
pS
NIRRRR
L <> S
Pty !
(p+dp)S
dp = dhpg = dh~y
ary) _
Y dy

Rysunek 7.1.2: Cisnienie hydrostatyczne

Tablica 7.1.2: Przyktady na cisnienie

Srodowisko Cisnienie [Pa]
Whnetrze Storica 2 x 1016
Wnetrze Ziemi 4 x 101

Ci$nienie w oponie 2 x 10°
Ciénienie atmosferyczne 1 x 10°

Ciénienie krwi 1.6 x 104
Proznia laboratoryjna 10712
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7.2. CISNIENIE WEWNATRZ PEYNOW

wysokoscia.

e Na rysunku widzimy element ptynu, ktory jest w réwnowadze
z otoczeniem, Réwnowazac site cigzkosci z sita wyporu otrzymujemy
rownanie rozniczkowe, z ktérego mozemy znalezé cisnienie na dowolnej
gtebokosci

dz;—g/) = pg (7.2.1)

e Calkujac réwnanie [[.2.1] od powierzchni do gtebokosci h otrzymamy, ze
p(h) = po + pgh = po +7h (7.2.2)

e W rownaniu [1.2.2] pg jest ci$nieniem na powierzchni

7.2.1 Zmiany ciSnienia atmosferycznego z wysokoscig

e Zmieniamy zwrot osi y — —y z dolnego na gorny, by wysokos¢ h przyj-
mowala wartosci dodatnie. Réwnanie rézniczkowe ma teraz postac

d];_;?ﬁ — (7.2.3)

e Poniewaz gestos¢ powietrza zmienia si¢ wraz ci$nieniem, w pierwszym
przyblizeniu zatozymy ze te zmiany sa liniowe

L_r (7.2.4)
Po Do

e Rownanie [[.2.3] przybierze postac

—= = —p—yg (7.2.5)

e Poniewaz

1dp(y) _ dinp(y)

7.2.6
p dy dy (7.2.6)
e mozemy scatkowaé¢ rownanie [(.2.5]1 otrzymamy
Po
Inp(y) —Inp(yo) = p—og(yo ) (7.2.7)
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e Podstawiajac w réwnaniu (.27 y = h i yo = 0 otrzymamy, ze

mZ = -2 (7.2.8)

Do Do
e i ostatecznie, ze
—Logp,

P = poexp *o (7.2.9)

e Wstawiajac nastepujace wartosci na poziomie morza g = 9.80m/s?,
po = 1.20kg/m? i py = 1.01 - 10°N/m? otrzymamy
a="2¢=0116 km™ (7.2.10)

Po

e Rownanie [(.2.9] przybiera nastepujaca postac

p=poexp " (7.2.11)

e Mozemy w ten sposob oszacowaé, ze na wysokosci 5.5 km, cidnienie
zmaleje prawie dwukrotnie.

7.2.2 Pomiar ciSnienia atmosferycznego

Ewangelista Torricelli wynalazt w 1643 roku barometr rteciowy i pokazal w
jaki spos6b mozna mierzy¢ cisnienie atmosferyczne.

e Barometr rteciowy jest zbudowany ze szklanej rurki o dtugosci co naj-
mniej 1m, ktora jest wypetiona rtecia. Gdy taka rure zanurzymy w
naczyniu z rtecig, jak to widzimy na rysunku [.2.1] wysoko$¢ stupa
rteci w rurce wyniesie okoto 760 mm.

e (Cisdnienie wywierane przez stup rteci jest rownowazone przez cidnienie
atmosferyczne, ktére znajdziemy prostym rachunkiem

g cm
Latm = 13.5950—— - 980.665— - 76.0cm =
S

cm?
N kG
1.013- 10°— = 1.013 - 10° Pa = 1.033—;
m? cm?

e Blaise Pascal zafascynowany do$wiadczeniem Torricellego powtorzyt je
na Puy-de-Dome, wysokiej gorze w Owernii. Zgodnie z oczekiwaniami,
wysokos¢ stupa rteci byta o 7.5 cm nizsza niz w dolinie. Sam Pas-
cal zbudowat barometr uzywajac czerwonego wina i rurki szklanej o
dhugosci okoto 14 m.
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7.3. PRAWO PASCALA I ARCHIMEDESA

“proznia Toriccellega”

m

0.76m o

Rysunek 7.2.1: Barometr Torricellego

7.3 Prawo Pascala i Archimedesa

e W zamknietym naczyniu wypetlionym niescisliwym ptynem, cidnienie
jest przenoszone bez zmiany wartosci do kazdego miejsca w ptynie i do
kazdego miejsca na Sciankach zbiornikach.

e Prawo Pascala jest wykorzystywane w prasach hydraulicznych, podno-
snikach, a takze w uktadach hamulcowych samochoddw.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

g = ogh W = JHi A (e

Rysunek 7.3.1: Cisnienie w naczyniach potaczonych

e Prasa hydrauliczna umozliwia dziatanie mniejsza sita na dtuzszej dro-
dze zamiast dziatania wigkszg sita na krotszej drodze. Iloczyn sity i
przemieszczenia jest przy tym staty, tak ze wykonywana jest jedna-
kowa praca.

e Na rysunku [.3.3] widzimy Archimedesa, ktory zazywa kapieli w beczce
z woda.

e Sile wyporu F,, mozemy znalez¢, znajac objetos¢ ciata V), ktoéra jest
zanurzona w plynie i gestos¢ ptynu p,

Fy = Voppg (7.3.1)

7.4 Ruch plynéw

Ptyny rzeczywiste sa nie tylko niescisliwe ale i lepkie. Dlatego ich ruch bywa
bardzo ztozony. Jesli predko$¢ ptynu w dowolnym miejscu w strudze nie zmie-
nia si¢ w czasie, wtedy méwimy o przeptywach ustalonych (laminarnych). Po
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Fi =pS

Fy = pSs

S,

Rysunek 7.3.2: Prasa hydrauliczna
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e — 5
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Rysunek 7.3.3: Ciato zanurzone w wodzie traci na wadze tyle, ile ciezar wody
wypartej przez to ciato
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UlAt
F1 U1

—_— —wp—l— 77777777777777777777777777777777777777777777777
Fir = Sip;

Rysunek 7.4.1: Przepltyw ptynu w rurze
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przekroczeniu predkosci krytycznej nastepuje przejscie do przeptywu nieusta-
lonego (turbulentnego)

7.4.1 Roéwnanie cigglosci

e Jesli wpltywa do rury w czasie At o przekroju S; ptyn o gestosci p; z
predkoscia vy, to jego masa jest rowna Amy = p1.Sjv At.

e W przekroju S mamy podobna sytuacje , dlatego Amgy = pSovaAt.

e Jesli pomiedzy przekrojem S; i S, pltynu ani nie przybywa ani nie
ubywa,taka sama masa ptynu przyptywa przez przekrdj jeden i drugi,
w tym samym czasie.

Slvlpl = SQ’ngQ (741)

e Dla plynéw niescisliwych p; = ps i réwnanie [Z.Z.1] ma prostsza postaé
Slvl = SQUQ (742)
Réwnania [.47] 1 [T 42 nazywamy rownaniami ciggtosei i sg one konse-

kwencja zasady zachowania masy.

7.4.2 Roéwnanie Bernoulliego

Rozwazamy ruch ptynu doskonatego w rurze, jak to wida¢ na rysunku [Z.4.11
Bedziemy korzystaé z zasady zachowania energii.

e Zmiana energii kinetycznej porcji ptynu Am = pAV, pomiedzy prze-
krojami Sy i Sy wynosi

1 1 1
QAmvg - QAmvf = épAV(vg —v) =W, + W, (7.4.3)

e Praca wykonana przez site ciezkosci wynosi

Wy = =Amg(y2 — y1) = —pAVg(y2 — y1) (7.4.4)

e Praca wykonana przez site zewnetrzna ttoczaca ptyn do rury i wymu-
szajaca jego ruch jest rowna

W, = AV + 1AV = —(pg — p1)AV (7.4.5)
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glla nosna

Wighs prodkos, iz cmene

L e

-

migjoza predkost, wieksze cinieni

Rysunek 7.4.2: Sita nosna

e Podstawiajac do wzoru otrzymamy
1
apAV('Ug —v2) = —pAVg(ys — y1) — (p2 — p1)AV (7.4.6)

e Przemieszczajac odpowiednio sktadniki na lewa i prawg strone i uprasz-
czajac przez AV otrzymamy réwnanie Bernoulliego w nastepujacej po-
staci

1 2 1 2
1+ 5PV PgY1 = P2 + 5pvs + pgYs (7.4.7)

e Poniewaz przekroje byty dowolnie wybrane, z réwnania [Z.4.7 wniosku-
jemy, ze suma trzech cisnien jest stata

1
P+ 5p0° + pgy = const. (7.4.8)

e Na rysunku [.4.2] widzimy jak powstaje sita nosna, ktéra dziata na
skrzydto samolotu.
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Rozdzial 8
Drgania

Ruch, ktéry sie powtarza w czasie, nazywamy ruchem periodycznym (okre-
sowym,). Jezeli ruch ciata odbywa sie tam i z powrotem po tej samej drodze,
to taki ruch okresowy nazywamy drgajacym, takze wibracyjnym lub oscyla-
cyjnym. Ze wzgledu na wszechobecne tarcie ruchy sg ttumione i zanikajg w
czasie, gdy nie beda pobudzane sitami zewnetrznymi.

8.1 Ruch harmoniczny

e W ruchu okresowym czas jednego drgania T, czyli okres drgan, jest
odwrotnoscia czestosci drgan v, czyli ilosci drgan na jednostke czasu.

= (8.1.1)

e W uktadzie SI, jednostka czestosci jest jeden herc (Hz), od nazwiska
Heinricha Hertza (1857-1894), ktory stwierdzil doswiadczalnie istnienie
fal elektromagnetycznych przewidzianych przez Maxwella.

e W ruchu drgajacym sita jest zawsze skierowana do srodka, w ktorym
zmienia znak na przeciwny.

e sita zwrotna proporcjonalna do wychylenia, wymusza ruch periodyczny
zwany harmonicznym

dE,(z)
dx

F(z) = —k(x — ) = — (8.1.2)

e Réwnanie oscylatora harmonicznego wynika z II zasady Newtona

d*z(t)
dt?

= F(z) = —ka(t) (8.1.3)
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Rysunek 8.1.1: Cialo o masie m porusza sie w dotku potencjalu ruchem
okresowym

e rownanie B.1.3] jest liniowym réwnaniem rézniczkowym Il-rzedu

2(t) =0 (8.1.4)

e Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja x(t), ktorej druga pochodna
jest proporcjonalna do niej samej, Funkcjami o tej wtasnodci, sa funk-
cje elementarne sin i cos, okreslane mianem funkcji harmonicznych.
Ogolne rozwigzanie rownania ma postaé

x(t) = Acos(wot + ¢) (8.1.5)

ktore to rozwigzanie jest kombinacja liniows funkcji cos i sin. Stala A
jest amplitudg drgan, a ¢ fazqg . Poniewaz

cos(wot + @) = cos(¢) cos(wot) — sin(¢) sin(wot) (8.1.6)
Roézniczkujac dwa razy x(t) mamy w wyniku

d*(t)

prai —ng cos(wot + @) = —ng(t) (8.1.7)
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8.2. ENERGIA OSCYLATORA HARMONICZNEGO

e Rownanie oscylatora harmonicznego B.1.4] spetnia funkcja B.I.5] o ile
tylko czestosé kgtowa wy spetnia relacje

k
wy = — (8.1.8)

e Pomiedzy czestodcia katowa wy, okresem drgan T' i czestoscig drgan v
zachodzi nastepujacy zwigzek

2
wo = % = 2 (8.1.9)

e Na koniec zapiszemy rownanie oscylatora B.1.4l w postaci standardowej

d*x(t) 9 B
o wox(t) =0 (8.1.10)

8.2 Energia oscylatora harmonicznego

e Poniewaz zmiana energii potencjalnej jest rowna pracy

Ey(a) — E,(b) = / Fla)de = / (he)de = Skl — ki (8:2.)

a a

1 warto$c¢ energii potencjalnej w punkcie rownowagi x, = 0 wyzerujemy,
wtedy w dowolnym potozenie oscylatora x, = x, energia potencjalna
jest dana wzorem

E,(z) = %kﬁ = %k‘A2 cos?(wt + @) (8.2.2)

e Energia kinetyczna w dowolnej chwili jest réwna

1 1 1
Ep(z) = §m1)2 = amuﬂA2 sin®(wt + ¢) = 51{:142 sin®(wt + ¢) (8.2.3)

e Catkowita energia jest suma energii potencjalnej B.2.2 1 energii kine-
tycznej [8.2.5]

E(z) = Ey(z) + Ey(z) = %mv2 = %k‘A2 (8.2.4)

Widzimy, ze catkowita energia jest stata i proporcjonalna do kwadratu
amplitudy
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8.3 Przyktady oscylatoré6w harmonicznych

Poznamy tu kilka przyktadow uktadéw fizycznych, ktorych ruch jest ruchem
harmonicznym prostym. Takich przyktadéow w przyrodzie jest bardzo duzo,
takze w zjawiskach elektrycznych i magnetycznych.

8.3.1 Wahadlo matematyczne

Rysunek 8.3.1: Cialo o masie m porusza si¢ ruchem wahadtowym, tak jak w
zegarze stojacym

e Cialo o masie m jest zawieszone na nici o dtugosci [. Na ciato dziata
sita grawitacyjna mg i naprezenie nici 7', przeciwnie skierowane do
sktadowej sity ciezkosci wzdtuz nici.

e Skladowa prostopadia do nici F' wymusza ruch okresowy i wynosi

F = —mgsinf ~ —mgb (8.3.1)

e Poniewaz 6 = % z 11 zasady Newtona otrzymamy rézniczkowe réwnanie
ruchu Pt 0
z(t z(t

= —mg—— 8.3.2

e mg— (8.3.2)

94
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e a stad juz réwnanie w postaci standardowe;j

d*x(t)
dt?

+ %’c(t) ~0 (8.3.3)

e 7 réwnania B.3.3] odczytujemy, ze predkosé katowa dana jest wzorem

W = % (8.3.4)

e Zatem przy matlej amplitudzie okres wahadta matematycznego nie za-
lezy od amplitudy i wynosi

2 l
=" 2 27T\/j (8.3.5)
Wo g

8.3.2 Wahadlo torsyjne

—

Rysunek 8.3.2: Cialo zawieszone na drucie, o momencie bezwtadnosci I oscy-
luje, obracajac sie o kat 6

Moment sity jest proporcjonalny, zgodnie z prawem Hooke’a, do wychy-
lenia, wspotezynnikiem proporcjonalnosci jest stata skrecenia drutu s

M = —kb (8.3.6)
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e Rownanie ruchu dla takiego oscylatora ma postac

dw(t) d*0(t)
M=1 =1 8.3.7
dt dt? ( )
e Rownanie mozemy sprowadzi¢ do postaci standardowe;j
?0t)
—0(t) =0 8.3.8
20 ) (838)
e Stad odczytujemy wlasng predkosé katowa oscylatora torsyjnego wi = ;
i okres drgan
2 1
T="—con/=~ (8.3.9)
wWo K

8.3.3 Wahadlo fizyczne

e Rzeczywiste wahadlo, nazywane zwykle wahadtem fizycznym, moze
mie¢ rozktad masy, zupetie inny niz w wahadle matematycznym. Ta-
kie wahadto fizyczne rowniez wykonuje ruch harmoniczny. Znajdziemy
teraz jaki jest jego okres.

e Na rysunku R.3.3 przedstawiono pewne wahadto fizyczne odchylone w
jedng stron¢ o kat 0. Sita ciezkosci F, dziata na jego $rodek masy C'
znajdujacy sie w odlegtosci h od punktu zawieszenia O.

o W wahadle fizycznym moment sity zwigzany ze sktadowsg sity ciezkosci
F,sin @ ma rami¢ o dtugosci h wzgledem punktu zawieszenia

M = —mghsin § ~= —mght (8.3.10)
e Podobnie jak dla wahadla torsyjnego réwnanie ruchu ma postaé¢ (83.7),

ktore mozemy sprowadzic do postaci standardowe;j

d*0(t) N mgh
dt? 1

f(t) =0 (8.3.11)

e Stad odczytujemy wtlasna predkosé katowa wahadta fizycznego i okres

drgan
| 1
T =2m|— (8.3.12)
mgh
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Rysunek 8.3.3: Wahadto fizyczne. Przywracajacy rownowage moment sity
wynosi hFysinf. Gdy 6 = 0, srodek masy C' znajduje si¢ bezposrednio pod
punktem zawieszenia wahadta O.

e Wahadlo fizyczne nie bedzie drga¢, gdy jego punkt zawieszenia be-
dzie sie znajdowat w srodku masy. Formalnie taka sytuacja odpowiada
podstawieniu A = 0 do wyrazenia (8312). Mamy wtedy T — oo,
co oznacza, ze takie wahadto nigdy nie wykona jednego petnego cyklu
drgan.

e Kazdemu wahadtu fizycznemu, drgajacemu wokét danego punktu za-
wieszenia O z okresem 71" odpowiada wahadto matematyczne o dtugosci
lp drgajace z tym samym okresem T'. Wielkos¢ [y, nazywana dtugoscia
zredukowana wahadla fizycznego, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (83.10).
Punkt znajdujacy sie w odlegtosci [y od punktu zawieszenia O nazy-
wamy $rodkiem wahan wahadta fizycznego dla danego punktu zawie-
szenia.
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8.3.4 Pomiar przyspieszenia ziemskiego

e Wahadto fizyczne mozemy wykorzysta¢ do pomiaru przyspieszenia ziem-
skiego g w réznych punktach na powierzchni Ziemi. Takich pomiaréw
wykonano niezliczenie wiele, w ramach cho¢by badan geofizycznych.

e Rozwazmy prosty przypadek. Wezmy wahadto w postaci jednorodnego
preta o dtugosci [, unieruchomionego na jednym koncu. Dla takiego wa-
hadta odlegtos¢ od punktu zawieszenia do srodka masy - czyli wielkosé
h we wzorze ([R3.12) wynosi (/2. Moment bezwladnosci tego waha-
dta wzgledem prostopadtej osi przechodzacej przez srodek masy jest
rowny mi?/12. Korzystajac z réwnania (83.12)) i twierdzenia Steinera
(I = I, + Mh?), otrzymujemy moment bezwtadnosci preta wzgledem
osi przechodzacej przez jeden z jego koncéw i prostopadiej do preta

1 N’ 1
I=1Ip+mh?>=—ml>+m(=| == (8.3.13)
12 2
e Jezeli do réwnania (83.12) podstawimy h = [/2 1 I = mi?/3, a nastep-
nie rozwigzemy je wzgledem g, to otrzymamy

872l

9

e Zatem zmierzywszy dtugos¢ [ i okres T, mozemy wyznaczy¢ wartosc¢
przyspieszenia ziemskiego g w miejscu, gdzie znajduje si¢ wahadto. Gdy
potrzebne sg precyzyjne pomiary, niezbedne staje sie wprowadzenie
szeregu udoskonalen, jak na przyktad umieszczenie wahadta w komorze
prozniowej.

8.4 Ruch harmoniczny tlumiony

e Wahadto zanurzone w wodzie bedzie drga¢ krotko, gdyz woda stawia
mu opoér, co powoduje szybkie zanikanie ruchu. W powietrzu wahadto
porusza si¢ tatwiej, ale i tak w koncu jego ruch zamiera, gdyz powietrze
takze stawia opér (znaczenie ma réwniez tarcie w punkcie zawieszenia
wahadta), zmniejszajac energie wahadta.

e Jezeli ruch oscylatora stabnie na skutek dziatania sit zewnetrznych, to
taki oscylator nazywamy oscylatorem ttumionym, a jego drgania nazy-
wamy tlumionymi. Na rysunku B4.]] przedstawiono prosty oscylator
ttumiony, w ktorym klocek o masie m drga w pionie zawieszony na
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Rysunek 8.4.1: Prosty oscylator tlumiony. Zanurzona w cieczy topatka
dziata hamujaco na klocek drgajacy wzdtuz osi x

sprezynie o statej sprezystosci k. Do klocka przyczepiony jest pret za-
koniczony topatka (zaktadamy, ze oba te elementy maja znikoma mase)
zanurzong w cieczy. Gdy topatka porusza sie w gore i w dot, ciecz wy-
wiera na nia (i w konsekwencji na caly uktad drgajacy) site oporu. Z
uptywem czasu energia mechaniczna uktadu klocek-sprezyna maleje -
przeksztatca sie w energie termiczng cieczy i topatki.

e Zalézmy nastepnie, ze sita oporu ﬁo, jaka dziala ciecz, jest propor-
cjonalna do wartosci predkosci v topatki i klocka (takie zatozenie jest
poprawne, gdy topatka porusza sie powoli). Dla sktadowej wzdtuz kie-
runku x na rysunku BZ4.1] mamy zatem

F,=—bv (8.4.1)

gdzie b jest staty ttumienia, ktéra zalezy od whasciwosci topatki i cieczy
(w uktadzie SI stata ttumienia mierzymy w kilogramach na sekunde).
Zmak minus wskazuje, ze sita F, przeciwdziata ruchowi.
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e Sprezyna dziala na klocek sitg Fy = —kx. Zaktadamy, ze sita ciezkosci
dzialajacana klocek jest znikomo mata w poréwnaniu z sitami F, i F.
Wowezas druga zasade Newtona dla sktadowej wzdtuz osi x (F, = ma,)
zapisujemy w postaci
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Rysunek 8.4.2: Zaleznosé z(t) dla oscylatora ttumionego z rysunku RZ4T]
ktérego parametry okreslono m = 250¢, k = 85 oraz b = 70g/s. Ampliwda,

réwna z,e ?/?™  maleje wyktadniczo z czasem.
—bv — kx = ma, (8.4.2)
Po podstawieniu dz/dt = v i d*x/dt* = a otrzymujemy réwnanie roz-
niczkowe ,
d°x dx
— +b— 4+ kxr=0 8.4.3
maE T T (8.43)

Rozwiazanie tego réwnania ma postaé
T(t) = Tpe M cos(w't = ¢) (8.4.4)
gdzie x,, jest amplituda, a w’ czestoscig kotowa oscylatora ttumionego,
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dang wzorem

: k b?
w =A/——— 8.4.5
m  4Am? ( )
e Gdy b= 0 (brak tlumienia), wyrazenie ([8.4.5) sprowadza si¢ do wzoru
[RI8) na czestos¢ kotowa oscylatora niettumionego (w = /k/m), a
wyrazenie (84.4) - do wzoru na przemieszczenie oscylatora niettumio-
nego.

o Jezeli stala tlumienia jest mata, ale nie réwna zeru (czyli b << Vkm),
to w &~ w

e Wyrazenie (8.4.4) przedstawia drgania sinusoidalne, ktérych amplituda
(réwna e 2m) stopniowo maleje z uptywem czasu. Energia mecha-
niczna oscylatora niethumionego jest stala i zgodnie ze wzorem (827
wynosi £ = %kx%l W przypadku oscylatora ttumionego energia me-
chaniczna nie jest stata i maleje z czasem. Jezeli ttumienie jest stabe,
mozemy znalezé¢ zaleznosé E(t), zastepujac w wyrazeniu (8.2.4) wiel-
ko$¢ x,, przez amplitude drgai ttumionych z,,e /2™, Otrzymujemy
w ten sposob zaleznosé

ka? e~bt/2m (8.4.6)

2
z ktorej wynika, ze energia - podobnie jak amplituda - maleje wyktad-
niczo 7 czasem.

8.5 Drgania wymuszone i rezonans

e Czlowiek bujajacy sie na hustawce, ktorej nikt nie popycha, to przyktad
drgan swobodnych. Jezeli jednak ktos okresowo popycha hustawke, wy-
konuje ona drgania wymuszone. 7Z uktadem wykonujacym drgania wy-
muszone zwiazane sa dwie czestosci kotowe: 1) wtasna czesto$¢ kotowa
w uktadu, czyli czesto$¢ kotowa, z jaka uktad wykonywalby drgania
swobodne, gdyby zostal w nie wprawiony w wyniku nagtego zaburze-
nia, oraz 2) czestosé kotowa wwym zewnetrznej sity powodujacej drga-
nia wymuszone.

e Do przedstawienia drgan wymuszonych oscylatora harmonicznego mo-
zemy poshuzyé sie ponownie rysunkiem B4.1] o ile zawieszenie nie be-
dzie sztywne, lecz bedzie sie porusza¢ w gore i w dot z czestoscig kotowg
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b = 30 g/s (najmniejsze
tHumicnic )

b= 70 gfs

amplitwda

0,6 08 10 12 1.4
gy

Rysunek 8.5.1: Amplituda x,, oscylatora wymuszonego zmienia sie¢ wraz
z czestoscia wyym sity wymuszajacej. Amplituda jest w przyblizeniu naj-
wieksza, gdy spetniony jest warunek rezonansu wyy,/w = 1. Przedstawione
krzywe odpowiadaja trzem wartosciom statej ttumienia b

wwym. Taki oscylator wymuszony drga z czestoscig kotowa wyym silty
wymuszajacej, a jego przemieszczenie z(t) dane jest wzorem

z(t) = X, cOS(Wyymt + @) (8.5.1)
gdzie x,, jest amplituda drgan.
o Warto$¢ amplitudy drgan x,, w skomplikowany sposéb zalezy od cze-

stosci wyym 1 w. Latwiej opisa¢ amplitude zmian predkoscei drgan v, -
jest ona najwicksza, gdy spelniony jest warunek rezonansu

Wapym = W (8.5.2)

Wyrazenie (8.5.2) jest réwniez przyblizonym warunkiem na to, aby am-
plituda drgan z,,, byta ngjwicksza. Tak wiec, jezeli bedziemy popychaé
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hustawke z jej wlasng czestoscia kotowa, amplituda drgan i amplituda
zmian predkosci beda bardzo duze - jest to fakt, ktérego dzieci bardzo
szybko sie ucza metoda préb i btedéw. Jezeli bedziemy popychaé¢ hus-
tawke z inng czestoscig kotowa, mniejsza lub wieksza, amplitudy drgan
i zmian predkosci beda mniejsze.

Na rysunku B5.]] przedstawiono zalezno$é amplitudy oscylatora od
czestoscl wyym sity wymuszajacej dla trzech wartosci stalej ttumie-
nia b. Zauwazmy, ze wszystkie trzy amplitudy sa najwigksze, gdy
Wyym/w =1, tzn. gdy spelniony jest warunek rezonansu dany wzorem
R®52). Z krzywych przedstawionych na rysunku B5.J] widaé, ze im
mniejsze ttumienie, tym wyzsze i wezsze maksimum rezonansowe.

Wszystkie konstrukcje mechaniczne maja jedna lub wiecej wlasnych
czestosci kotowych; jezeli na te konstrukcje dziata duza sita zewnetrzna
zmieniajaca sie z czestoscig pasujaca do jednej z tych czestosci, po-
wstajace drgania moga zniszczy¢ konstrukcje. Tak wiec na przyktad
projektanci samolotow musza by¢ pewni, ze zadna z wtasnych czesto-
Sci kotowych, z jakimi moga drgac skrzydta, nie pokrywa si¢ z cze¢stoscia,
kotowa pracy silnikéw. Skrzydilo wpadajace w gwaltowne drgania przy
pewnej czestosci obrotow silnika stanowitoby oczywiscie zagrozenie.

Trzesienie ziemi w Meksyku we wrzesniu 1985 roku byto dosé silne
(8.1 stopni w skali Richtera), ale wywolane przez nie fale sejsmiczne
powinny by¢ zbyt stabe, aby spowodowaé rozlegle zniszczenia po do-
tarciu do oddalonego o okoto 400 km miasta Meksyk. Jednakze miasto
zostato w znacznej czesci zbudowane na dnie dawnego jeziora, gdzie zie-
mia ciagle jeszcze jest migkka i wilgotna. Pomimo ze fale sejsmiczne w
twardszym gruncie w drodze do miasta Meksyk mialy matg amplitude,
to znacznie wzrosta ona w luznej ziemi na terenie miasta. Amplituda
zmian przyspieszenia fal osiagneta 0.2 g, a drgania o czestosci kotowej
bliskiej 3 rad/s staly sie niespodziewanie silne. Nie tylko ziemia silnie
drgata; wiele budynkow o $redniej wysokosci ma rezonansowe czestosci
kotowe wtasnie bliskie 3 rad/s. Wigkszo$¢ budynkéw sredniej wysoko-
Sci runeta podczas wstrzaséw, podcezas gdy budynki nizsze (o wiekszych
rezonansowych czestosciach kotowych) oraz wyzsze (o mniejszych rezo-
nansowych czestosciach kotowych) pozostaty cate.
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Rozdziat 9

Fale mechaniczne

Informacje mozemy przesyta¢ miedzy sobg wymieniajac obiekty materialne
takie jak listy, kodujac wiadomosci wedtug wczesniej wypracowanych umaéow
i konwencji. Takiej wymianie informacji towarzyszy obok przemieszczania
sie materii, takze i wymiana energii. Zajmujac si¢ obiektami materialnymi,
mamy na mysli makroskopowe uktady ztozone z czastek obdarzonych masa,
tadunkiem, a by¢ moze, i jeszcze innymi wtasnosciami fizycznymi, takimi jak
momenty magnetyczne.

Powszechnie uzywany jest obecnie inny sposéb wymiany informacji, z
uzyciem telefonéw, gdzie nie ma wymiany materii, a tylko jest wymiana
energii. W telefonii radiowej tym nosnikiem informacji sa fale elektromagne-
tyczne, ktére sa tematem tego i nastepnych rozdzialéw. Gdy rozmawiamy
przez telefon, fala dzwickowa niesie komunikat od naszych strun gtosowych
do stuchawki telefonicznej. Tutaj zadanie przejmuja fale elektromagnetyczne,
biegnace wzdtuz miedzianego drutu, $wiattowodu lub przez atmosfere, by¢
moze za posrednictwem satelity telekomunikacyjnego. Na drugim koncu linii
telefonicznej ponownie pojawia sie fala dzwiekowa, biegnaca od stuchawki do
ucha odbiorcy. Odbiera on komunikat, mimo ze nic, czego mégtby dotknac,
do niego nie dotarto. Leonardo da Vinci tak opisywal te zjawiska falowe,
gdy pisatl o falach na wodzie: “Czesto zdarza sie, ze fala ucieka z miejsca
powstania, podczas gdy woda pozostaje, podobnie jest z falami, jakie wiatr
wywoluje na polu zboza - widzimy fale biegnace przez pole, podczas gdy
zboze pozostaje w miejscu”.

9.1 Rodzaje fal

Wyrézniamy trzy gtéwne rodzaje fal:

105



ROZDZIAY 9. FALE MECHANICZNE

e [lale mechaniczne. Jest to najbardziej znany rodzaj fal, poniewaz na-
potykamy je prawie zawsze - typowe przyktady to fale na wodzie, fale
dzwigkowe lub fale sejsmiczne. Wszystkie te fale maja pewne wspolne
cechy, a mianowicie podlegaja zasadom ruchu Newtona i moga istniec¢
wytacznie w jakim$ osrodku materialnym: w wodzie, w powietrzu, w
skale.

o [ale elektromagnetyczne. Te fale sa mniej znane, mimo iz stale sie¢ nimi
postugujemy. Zaliczamy do nich sSwiatto widzialne i nadfioletowe, fale
radiowe i telewizyjne, mikrofale, promieniowanie rentgenowskie oraz
fale radarowe. Fale te nie potrzebuja zadnego osrodka materialnego.
Na przyktad fale $wietlne emitowane przez gwiazdy docierajg do nas
przez préznie kosmiczng. Wszystkie fale elektromagnetyczne poruszaja
sie w prozni z ta samag predkoscig swiatta ¢ réwna

¢ = 299792458
S

o [ale materii. Pomimo ze fale materii sa powszechnie wykorzystywane
we wspotczesnej technice, sg one mniej znane. Sg to fale zwigzane
z elektronami, protonami i innymi czastkami elementarnymi, a nawet
z atomami i czasteczkami. Poniewaz te obiekty uwazamy na ogot za
sktadniki materii, fale te nazywamy falami materii.

9.2 Fale poprzeczne i podluzne

Fala wystana wzdtuz rozpietej naprezonej liny jest najprostsza falag mecha-
niczna. Jezeli jeden koniec napietej liny szarpniemy pionowo w goére i w dot,
pojawi sie biegngca wzdtuz liny fala w postaci pojedynczego impulsu, jak na
rysunku @.2.Th. Taki impuls i jego ruch mogg pojawié¢ sie dzieki temu, ze
lina jest napieta. Gdy szarpiemy koniec liny w gore, pociaga ona za soba w
gore sasiedni fragment liny, a to dzieki sitom dziatajacym miedzy poszczegodl-
nymi fragmentami liny. Z kolei ten fragment, poruszajac sie w gore, pociaga
za soba nastepny i tak dalej. Tymczasem zaczynamy ciggnaé¢ koniec liny
w dot. W efekcie kolejne poruszajace sie do géry fragmenty liny zaczynaja
by¢ ciggniete w doét przez sasiednie fragmenty, ktore juz sie poruszaja w tym
kierunku. Ostatecznie zaburzenie ksztattu liny (impuls) porusza sie wzdtuz
niej z pewna predkoscia v.
o Jezeli poruszamy reka w gore i w dot w sposob cigglty ruchem harmo-
nicznym, to wzdtuz liny z predkoscig v biegnie fala ciggta. Poniewaz

ruch reki opisany jest sinusoidalng funkcja czasu, w dowolnej chwili fala
- jak wida¢ z rysunku @Q.2.1Ib - bedzie miata ksztalt sinusoidalny..
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Rysunek 9.2.1: a) Wzdluz naciagnietej liny zostaje wystany pojedynczy
impuls. Typowy element liny (oznaczony kropka) w chwili, gdy mija go
impuls, wykonuje jeden ruch w gére, a nastepnie w dot. Ruch elementu liny
jest prostopadty do kierunku ruchu fali, tak wiec impuls jest falg poprzeczng.
b) Wzdtuz liny zostaje wystana fala sinusoidalna. Podczas przechodzenia
fali typowy element liny porusza sie w sposob ciagly w gore i w dot. Ta fala
rowniez jest fala poprzeczng
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Rysunek 9.2.2: W rurze wypekionej powietrzem wzbudzono fale dzwiekowa
za pomocy tltoka poruszajacego sie tam i z powrotem. Poniewaz drgania
czasteczki powietrza (reprezentowanej przez czarng kropke) sa réwnolegte do
kierunku, w jakim porusza sie fala, fale nazywamy podtuzng
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e Rozwazamy tu ling “idealng”, w ktérej nie dziataja zadne sity tarcia
powodujace zanikanie fali podczas jej ruchu wzdtuz liny. Dodatkowo
zaktadamy, ze lina jest odpowiednio dtuga i nie musimy zajmowac sie
fala odbita od jej drugiego konca.

e Jednym ze sposobéw badania fal przedstawionych na rysunku jest
obserwacja ich ksztattu podczas ruchu w prawo. Mozemy réwniez za-
jac¢ sie wybranym elementem liny i obserwowac jego drgania w gore i w
dot, podczas ruchu fali. Zauwazmy, ze - jak przedstawiono na rysunku
0.2.11- przemieszczenie kazdego drgajacego w taki sposob elementu liny
jest prostopadte do kierunku ruchu fali, czyli poprzeczne. W tym przy-
padku fale nazywamy fala poprzeczng.

e Na rysunku przedstawiono sposob, w jaki za pomoca ttoka mozna
wytworzy¢ fale dzwickowa w dlugiej wypetnionej powietrzem rurze. Je-
zeli gwalttownie przesuniesz tlok w prawo, a nastepnie w lewo, wzdtuz
rury zostanie wystany impuls dzwickowy. Ruch ttoka w prawo po-
woduje ruch w tym samym kierunku sasiadujacych z nim czasteczek
powietrza i w konsekwencji zmiane¢ cisnienia w jego poblizu. Wzrost
cisnienia popycha z kolei czasteczki powietrza znajdujace sie nieco da-
lej wzdtuz rury. Ruch ttoka w lewo zmniejsza cisnienie w jego poblizu.
Najpierw najblizsze przesunicte w prawo czasteczki powietrza, a potem
te dalsze powracaja na lewo. Tak wiec ruch powietrza i zmiana jego
ciSnienia poruszaja sie wzdtuz rury w prawo w postaci impulsu.

e Jezeli poruszamy tlokiem tam i z powrotem ruchem harmonicznym,
jak to przedstawiono na rysunku 0.2.2] wzdtuz rury bedzie biegta fala
sinusoidalna. Poniewaz ruch czasteczek powietrza jest réwnolegly do
kierunku ruchu fali, fale taka nazywamy falg podtuzna. W tym roz-
dziale skupimy sie na falach poprzecznych, w szczegdlnosci na falach
w linie; natomiast w rozdziale nastepnym zajmiemy sie falami podtuz-
nymi, w szczeg6lnosci falami dzwiekowymi. Fale zaréwno poprzeczne,
jak i podtuzne nazywamy falami biegngcymi, gdyz obie poruszaja sie
od jednego punktu do drugiego - od jednego konca liny do drugiego
(tak jak na rysunku [@.2.7]) lub od jednego konca rury do drugiego (tak
jak na rysunku 0.2.2)). Zauwazmy, ze to fala porusza si¢ od jednego
konica do drugiego, a nie osrodek (lina lub powietrze), w ktérym fala
biegnie.
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wektor falowy czestosc

\

y(x,t) =y, sin (kx — wt)

amplituda

Rysunek 9.3.1: Parametry fali

9.3 Dtlugosé fali i czestosé

Aby w pelni opisa¢ fale w linie (i ruch dowolnego jej elementu), potrzebujemy
funkcji opisujacej jej ksztatt. Oznacza to, ze potrzebna jest nam zaleznos¢
w postaci y = h(zx,t), opisujaca poprzeczne przemieszczenie y elementu liny
jako funkcje h zalezng od czasu t i potozenia x tego elementu liny. W ogdl-
nosci sinusoidalny ksztatt fali z rysunku moze by¢ opisany za pomoca
funkcji zaréwno sinus, jak i cosinus; obie funkcje daja taki sam ogélny ksztalt.
W tym rozdziale bedziemy postugiwaé sie funkcja sinus.

e Wyobrazmy sobie fale sinusoidalng, taka jak na rysunku @.2Tb, bie-
gnaca w dodatnim kierunku osi . W miare jak fala dociera do kolej-
nych elementéw (tj. bardzo krétkich odcinkéw) liny, elementy te drgaja
rownolegle do osi y. W chwili ¢ przemieszczenie y elementu znajduja-
cego sie w punkcie z dane jest wzorem

y(x,t) = ym sin (kz — wi) (9.3.1)

Poniewaz wyrazenie to zawiera zalezno$¢ od potozenia x, moze by¢
wykorzystane do wyznaczenia potozen wszystkich elementéw liny w
zaleznosci od czasu. Tak wiec wynika z niego informacja zaréwno o
ksztatcie fali w danej chwili, jak i o zmianach ksztattu podczas ruchu fali
wzdluz liny. Ponizej zdefiniujemy wielkosci wystepujace w wyrazeniu
0.32 nazwy tych wielkos$ci przedstawiono na rysunku 0.3.11

e Zanim jednak zaczniemy je analizowaé, przyjrzyjmy sie rysunkowi@.3.2]
na ktorym przedstawiono pie¢ “zdje¢ migawkowych” fali sinusoidalnej
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Rysunek 9.3.2: Pie¢ “zdje¢ migawkowych” fali biegnacej w linie w dodat-
nim kierunku osi x. Zaznaczono amplitude y,, oraz dtugos¢ fali mierzona
wzgledem wybranego punktu x;
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biegnacej w dodatnim kierunku osi z. Ruch fali reprezentowany jest
przez przesuwanie si¢ w prawo matej strzatki wskazujacej najwyzszy
punkt fali. Przechodzac od jednego “zdjecia” do drugiego, widzimy, ze
mala strzatka przesuwa sie wraz z falg w prawo, natomiast lina porusza
sie wytacznie réwnolegle do osi y. Aby to zobaczy¢, przesledzmy ruch
zabarwionego na czerwono fragmentu liny znajdujacego sie w punkcie
x = 0. Na pierwszym zdjeciu ([@32h) przemieszczenie y = 0. Na
nastepnym mamy maksymalne przemieszczenie w dot, gdyz wlasnie
przez nasz element przechodzi dolina fali (czyli jej najnizszy punkt),
po czym nasz element powraca w gore do y = 0. Na czwartym zdjeciu
mamy maksymalne przemieszczenie w gore, gdyz wlasnie przez ten
element przechodzi grzbiet fali (czyli jej najwyzszy punkt). Na piatym
zdjeciu ponownie przemieszczenie y = 0, a zatem nasz element wykonat
petny cykl drgan.

9.3.1 Amplituda i faza

o Amplitudq faliy,, jak pokazano na rysunku[0.3.2] nazywamy bezwzgledna
warto$¢ maksymalnego przemieszczenia elementu - przy przechodzeniu
przezen fali - wzgledem jego potozenia réwnowagi. (Indeks m oznacza
maksimum). Wielko$¢ y,, jako wartosé bezwzgledna jest zawsze do-
datnia, nawet wtedy, gdybysmy na rysunku mierzyli ja w dot
wzgledem potozenia rownowagi, a nie w gore, jak zostato narysowane.

e Fazqg fali nazywamy argument kx — wt funkcji sinus w wyrazeniu
Gdy fala przechodzi przez pewien element liny znajdujacy si¢ w punk-
cie x, faza zmienia sie liniowo wraz z czasem t. Oznacza to, ze warto$c¢
funkcji sinus réwniez sie zmienia, oscylujac miedzy +1 a —1. Maksy-
malna wartos¢ dodatnia (4+1) odpowiada grzbietowi fali przechodza-
cej przez dany element; wowczas przemieszczenie y elementu znajdu-
jacego sie w punkcie x przyjmuje warto$¢ y,,. Maksymalna wartosc¢
ujemna (—1) odpowiada dolinie fali przechodzacej przez dany element,
co oznacza, ze przemieszczenie y w punkcie x przyjmuje warto$¢ —y,,.
Tak wiec funkcja sinus oraz zalezna od czasu faza fali odpowiadaja
drganiom elementu liny, przy czym amplituda fali okresla najwicksze
przemieszczenie elementu.

9.3.2 Dtlugosé¢ fali i liczba falowa

e Diugoscig fali A nazywamy odleglos¢ (mierzong réwnolegle do kierunku
rozchodzenia si¢ fali) miedzy kolejnymi powtdrzeniami ksztaltu fali.
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DEUGOSC FALI I CZESTOSC

Dhugosé fali zaznaczono na rysunku [0.3.2h, przedstawiajacym migaw-
kowe zdjecie fali w chwili t = O. Z wyrazenia [0.3.1] otrzymujemy opis
ksztattu fali w tej chwili.

y(x,0) = yp, sin kx (9.3.2)

Przemieszczenie y z definicji musi by¢ takie samo na obu koncach od-
cinka odpowiadajacego dlugosci fali, czyli w punktach x = x; oraz
x = x1 + \. Zatem ze wzoru [9.3.2] mamy

Ym SIN kT = Y sin k(zq + A) = yp, sin (kzy + kN) (9.3.3)

Wartosci funkcji sinus zaczynaja si¢ powtarzac¢, gdy jej argument wzro-
$nie o 27 radianéw, tak wiec z wyrazenia [0.3.3] mamy kA = 27, czyli

_27r

k
A

(9.3.4)

Wielkosé k nazywamy liczbg falowq; jednostka liczby falowej w uktadzie
SI jest radian na metr.

Zauwazmy, iz kolejne zdjecia migawkowe na rysunku [0.3.2] przedsta-
wiaja fale przesunieta w prawo o kolejne A/4. Tak wiec piate zdjecie
przedstawia fale przesunieta w prawo o 1.

9.3.3 Okres, czestos¢ kolowa i czestosé

e Na rysunku [0.3.2h przedstawiono wykres zaleznosci przemieszczenia

y od czasu t (wg wzoru ) w pewnym punkcie wzdluz liny, dla
ktorego przyjmujemy = = 0. Obserwujac ling, mozemy zauwazy¢, ze jej
pojedynczy, znajdujacy sie w tym punkcie, element porusza sie w gore
i w dot ruchem harmonicznym, opisanym wzorem przy zatozeniu
x=0:

y(0,t) = Y sin (—wt) = —y,, sinwt (9.3.5)

e WykorzystaliSmy tu fakt, ze dla dowolnego kata o spetniona jest zalez-

nosé sin (—a) = —sina.

Okres T fali definiujemy jako czas, w ciagu ktorego dowolny element
liny wykona jedno pelne drganie. Okres zaznaczono na rysunku [0.3.2h.
Stosujac wyrazenie do obu koncow tego przedziatu czasu i przy-
rownujac wartosci, otrzymujemy

— Ymsinwty = —ypsinw(t; +T) = =y, sin (wty + wT).  (9.3.6)
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Ta zaleznos¢ moze by¢ spetiona jedynie wtedy, gdy w1 = 27, czyli
gdy )
™
= — 9.3.7
w= (937)
Wielko$é w nazywamy czestoscia kotowa, jej jednostka w uktadzie SI
jest radian na sekunde. Powrdémy do pieciu zdjeé fali biegnacej przed-
stawionych na rysunku[@.3.2 Odstep czasu miedzy kolejnymi zdjeciami
wynosi 7'/4. Tak wiec na piatym zdjeciu kazdy element liny wykonat
jedno petlne drganie.

Czestosé fali v definiujemy jako 1/T" 1 jest ona zwiazana z czestoscia
kotowa w zaleznoscia

v=s=2 (9.3.8)

Podobnie jak czesto$¢ ruchu harmonicznego, czestosé v jest to liczba
drgan wykonywanych w ciaggu jednostki czasu - chodzi tu o liczbe drgan
elementu liny, przez ktéry przechodzi fala. Czestos¢ v fali mierzymy w
hercach lub w jednostkach wielokrotnych, na przyktad kilohercach.

9.4 Predkosé fali

Na rysunku przestawiono dwa zdjecia migawkowe fali opisanej
wzorem [0.3.1] wykonane w niewielkim odstepie czasie At. Fala porusza
sie w dodatnim kierunku osi z (na rysunku W prawo); w czasie
At caly wykres fali przesuwa sie w tym kierunku na odleglos¢ Aw.
loraz réznicowy Az/dt (w granicy pochodna dx/dt) jest predkoscia
fali v. Ponizej opiszemy sposob, w jaki mozemy wyznaczy¢ jej wartosé
predkosci.

Badajac ruch fali przedstawionej na rysunku [0.4.7], mozemy interesowaé
sie punktami liny lub punktami, w ktérych jest taka sama faza drgan.
Wychylenie y ciggle sie zmienia, natomiast punktowi o ustalonej fazie
odpowiada co chwila inny punkt liny. 7 réwnania otrzymujemy
jako warunek statosci fazy wyrazenie

x — wt = const. (9.4.1)

Przemieszczenie x, jak i czas t w zmieniaja sie tak, ze faza pozo-
staje stata. W istocie, gdy wzrasta ¢, musi rowniez aby faza pozostata
stata - wzrastac¢ x, stad wiec wynika, iz caly “ksztatt” fali przesuwa sie
w dodatnim kierunku osi x.
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fala w chwili t = At
falaw chwilif =1

Rysunek 9.4.1: Dwa zdjecia migawkowe fali z rysunku wykonane w
chwilach ¢t = 0 it = At. Poniewaz fala porusza sie w prawo z predkoscig Vv,
cala krzywa przesuwa sie na odlegtosé Az w czasie At. Punkt odpowiadajacy
maksimum “podrézuje” razem z fala, ale element liny porusza si¢ tylko w gore
iw dot
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Aby wyznaczy¢ predkosé fali v, wezmy pochodng z wyrazenia [@0.4.7]
dostaniemy w wyniku, ze

dx
k— —w= 4.2
i 0 (9.4.2)
a stad
dx w

Korzystajac ze wzoréw (k = 27 /) oraz (w = 27/T')), mozemy zapisacé
predkosc¢ fali jako
w oA

= — = — = .4.4
V=T = Av (9.4.4)

Z wyrazenia w = A/T wynika, ze predko$¢ fali jest réwna ilorazowi
dhugosci fali i okresu - fala w ciggu jednego okresu drgan przebywa
odlegltos¢ réwng jednej dtugosci fali.

Wzoér [0.3.1] opisuje fale biegnaca w dodatnim kierunku osi z. Fale bie-
gnacg w przeciwnym kierunku opisuje wyrazenie, ktére mozemy zna-
lez¢é, zastepujac czas t w 0.3 przez —t. Odpowiada to warunkowi

kx + wt = const. (9.4.5)

ktéry pociaga za soba zmniejszanie sie x wraz ze wzrostem czasu (po-
réwnaj z [@3.7]). Tak wiec fala biegnaca w ujemnym kierunku osi x
opisana jest réwnaniem

y(z,t) = ym sin (kx 4+ wt). (9.4.6)
Jezeli obserwujemy fale opisang wzorem [0.4.6] podobnie jak zrobilisémy
to z fala [0.3.1] znajdziemy wyrazenie na jej predkosé

dx w

—_— = 9.4.7

dt k ( )
Zmak minus (poréwnaj z wyrazeniem [0.44]) potwierdza, iz fala rzeczy-

wiscie porusza si¢ w ujemnym kierunku osi x, co uzasadnia dokonang
przez nas zmiane znaku zmiennej t.

Rozwazmy teraz fale o pewnym dowolnym ksztatcie opisanym funkcja
y(x,t) = f(kx + wt) (9.4.8)

gdzie f jest dowolna funkcje (jedna z mozliwosci jest funkcja sinus).
Nasze poprzednie rozwazania wskazuja, ze wszystkie fale, w ktoérych
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zmienne x i t wystepuja w postaci kombinacji kx 4+ wt, sa falami bie-
gnagcymi. Co wiecej, wszystkie fale biegnace musza mie¢ posta¢ zgodna
ze wzorem [1.47 Tak wige funkcja y(x,t) = (ax + bt)? opisuje mozliwg
(chociaz z fizycznego punktu widzenia nieco dziwaczna) fale biegnaca.
Z drugiej strony, funkcja y(z,t) = sin(az? — bt) nie opisuje zadnej fali
biegnacej.

9.5 Predkosé¢ fali w linie sprezystej

Predkosé fali, ktéra z dlugoseig fali i czestoscig wiaze zaleznosé [0.4.4] okre-
slona jest przez wlasciwosci osrodka. Fala poruszajaca si¢ w takim osrodku,
jak woda, powietrze, stal lub napig¢ta lina, musi wywotywa¢ drgania czaste-
czek tego osrodka. Aby byto to mozliwe, oérodek musi mie¢ zaréwno mase
(aby gdzie$ mogta gromadzi¢ si¢ energia kinetyczna), jak i sprezystosé (aby
gdzie$§ mogta gromadzi¢ sie energia potencjalna). Tak wiec to masa i wha-
sciwosci sprezyste osrodka okredlaja, jak szybko fala moze sie w nim poru-
sza¢. Inaczej méwigc, powinna istnie¢ mozliwo$¢ obliczania predkodci fali w
osrodku w zaleznosci od tych jego wlasciwosci. Zajmiemy sie teraz - na dwa
sposoby - tym zagadnieniem dla napietej liny.

9.5.1 Analiza wymiarowa

e Analiza wymiarowa polega na szczegétowym badaniu wymiaréw wszyst-
kich wielkosci fizycznych, majacych znaczenie w danej sytuacji, w celu
definiowania wielkosci, jakie mozemy na ich podstawie uzyska¢. W na-
szym przypadku zbadamy mase i sprezystosé, aby wyznaczy¢ predkosé
v, ktérej wymiar to dtugoéé podzielona przez czas, czyli LT .

e Jako mase¢ do naszych rozwazan wykorzystamy mas¢ elementu liny,
czyli mase liny m podzielona przez jej dtugosé [. Taki iloraz nazywamy
gestoscia liniowa p liny. Tak wiec wymiar wielkosci p = m/l to masa
podzielona przez dtugosé, czyli ML™! .

e Nie mozna wysta¢ fali wzdtuz liny, jezeli nie zostala ona napieta, co
oznacza, iz musi by¢ rozciggnieta przez sity dzialajace na oba jej konce.
Naprezenie T' liny jest réwne wspoélnej wartosci obu tych sit.  Gdy
fala biegnie wzdtuz liny, jej elementy przemieszczaja sie, powodujac
dodatkowe rozciagniecie - w wyniku naprezenia sasiednie elementy liny
rozciggaja sie wzajemnie. Mozemy zatem powigzaé naprezenie liny z
jej sprezystoscia. Naprezenie - podobnie jak sity przylozone do obu
koncéw - ma wymiar M LT 2 (zgodnie ze wzorem F = ma).
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Rysunek 9.5.1: Symetryczny impuls widziany w uktadzie odniesienia, w kto-
rym impuls jest stacjonarny, a lina porusza si¢ z prawa na lewo z predkoscia
v. Wyznaczamy predko$¢ v poprzez zastosowanie drugiej zasady dynamiki
do znajdujacego sie na szczycie impulsu elementu liny o dtugosci Al.
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e Naszym celem jest uzyskanie takiej kombinacji wielkosci p (o wymiarze
ML) oraz T (o wymiarze MLT~?), ktéra dawataby wielko$¢ v o
wymiarze LT~ Metoda préb i btedéw mozemy doséé szybko otrzymadé

v==C4)— (9.5.1)
1
gdzie C' jest bezwymiarowg stata, ktorej nie mozna wyznaczy¢ na dro-
dze analizy wymiarowej. Ponizej wyznaczymy predkosé¢ fali w inny
sposob - pokazemy, iz wzor [0.5.1] rzeczywiscie jest poprawny oraz ze
stata C' wynosi 1.

9.5.2 Wyprowadzenie wzoru na predkosé¢ z drugiej za-
sady dynamiki Newtona

e Zamiast fali sinusoidalnej rozwazmy pojedynczy symetryczny impuls,
taki jak na rysunku [@.5.0] biegnacy wzdluz liny z lewa na prawo z
predkoscia v. Dla wygody wybieramy uktad odniesienia, w ktorym
impuls jest stacjonarny, czyli poruszamy si¢ razem z impulsem w taki
sposob, by jego widok byt niezmienny. W takim ukltadzie odniesienia
lina przesuwa si¢ wzgledem nas z prawa na lewo z predkoscig v.

e Rozwazmy znajdujacy sie wewnatrz impulsu maty odcinek liny o dtu-
gosci 0l , tworzacy tuk okregu o promieniu R, obejmujacy kat 20 wokot
srodka tego okregu. Rozwazany odcinek liny rozciagany jest stycznie
na obu jego koncach przez sity réwne co do wartosci naprezeniu liny
T. Poziome sktadowe tych sit znoszg sie wzajemnie, natomiast suma
sktadowych pionowych daje radialng site F o wartosci

Al

F=2(TsinO)~T(20)=T I (9.5.2)
e Masa elementu liny dana jest wzorem
Am = pAl (9.5.3)

gdzie p jest liniows gestoscig limy.

e W chwili przedstawionej na rysunku [0.5.1] element Al liny porusza sie
po tuku okregu. Zatem ma on przyspieszenie dosrodkowe skierowane
do $rodka tego okregu, dane wzorem

(9.5.4)

=l
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e Wyrazenia [0.50.2] 0.5.3]1 [0.5.4] opisuja wielkosci wystepujace w drugiej
zasadzie dynamiki Newtona. Laczac je zgodnie z tym prawem w postaci
masa * przyspieszanie mamy

TAIl v?
—— = (uAl)— 9.5.5
7 ( )R (9.5.5)
a stad
T
V= 4]— 9.5.6
. (9.5.6)

co jest w pelni zgodne z wyrazeniem [0.5.1] o ile przyjmiemy, ze stata C
rowna jest jednosci. Wyrazenie opisuje predkos¢ impulsu przed-
stawionego na rysunku [@.5.1] a takze predko$é dowolnej innej fali w
takiej samej linie przy takim samym jej naprezeniu.

e Predkosc fali w idealnej napietej linie zalezy jedynie od naprezenia i
gestosci lintowej liny, nie zalezy natomiast od czesto$ci fali.

9.6 Energia fali i moc fali biegnagcej w linie

Gdy wytwarzamy fale w naciggnietej linie, musimy dostarczy¢ energii nie-
zbednej do ruchu liny. Fala biegnaca przenosi t¢ energie w postaci energii
zaréwno kinetycznej, jak i potencjalnej. Przeanalizujmy kolejno obie postacie
energii.

9.6.1 Energia kinetyczna

Fragment liny o masie dm, wykonujacy poprzeczne drgania harmoniczne na
skutek przechodzenia przezen fali, ma energie kinetyczna zwigzang z jego
predkoscig poprzeczng u. Gdy ten fragment w swoim ruchu przechodzi przez
potozenie y = O (fragment b na rysunku [0.6.]), jego predkosé poprzeczna
- i rbwnoczesnie energia kinetyczna - jest najwieksza. Gdy za$ rozwazany
fragment znajduje si¢ w skrajnym potlozeniu y = y,, (tak jak element a na
rysunku), jego predkosé¢ poprzeczna (i energia kinetyczna) jest réwna zeru.

9.6.2 Energia potencjalna sprezystosci

Fala sinusoidalna, wysytana wzdtuz poczatkowo prostej liny, musi jg rozcia-
ga¢. Skoro fragment liny o dlugosci dr wykonuje drgania poprzeczne, jego
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N

Rysunek 9.6.1: Migawkowe zdjecie fali biegnacej w linie w chwili ¢ = 0.
Przemieszczenie elementu a liny wynosi y = y,,,, a elementu b wynosi y = 0.
Energia kinetyczna kazdego elementu liny zalezy od jego predkosci poprzecz-
nej. Energia potencjalna elementu zalezy od stopnia naprezenia elementu
liny w danej chwili

dhugos¢ musi okresowo rosnaé i male¢, w miare jak dopasowuje sie on do si-
nusoidalnego ksztattu fali. Energia potencjalna zwigzana jest z tymi wtasnie
zmianami dtugosci, analogicznie jak w przypadku sprezyny.

Gdy fragment liny jest wychylony do potozenia y = y,, (fragment a na ry-
sunku [0.6.7]), jego dtugo$é ma normalna niezaburzong wartosé dz, a wiec jego
energia potencjalna sprezystosci rowna jest zeru. Natomiast gdy ten fragment
przechodzi przez potozenie y = 0, zostaje maksymalnie rozciagniety, a jego
energia potencjalna sprezystosci osigga maksimum.

9.6.3 Transport energii

W punkcie y = 0 drgajacy element liny uzyskuje zatem maksymalna energie
zaréwno potencjalng, jak i kinetyczna. Na migawkowym zdjeciu przedsta-
wionym na rysunku fragmenty liny o maksymalnym przemieszczeniu
nie maja energii, a w obszarach o przemieszczeniu rownym zeru ich energia
osigga maksimum. Poniewaz fala porusza si¢ wzdtuz liny, sity zwigzane z na-
prezeniem liny w sposob ciagly wykonuja prace, dzigki czemu nastepuje prze-
kazywanie energii z obszaréw, gdzie energia wystepuje, do obszarow, gdzie
jej nie ma.

Zalozmy, ze w linie naciggnietej wzdhuz poziomej osi x wytworzylismy
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fale, dla ktorej przemieszczenie liny opisane jest wzorem 0.3.11 Taka fale bie-
gnaca moglibysmy wytworzy¢, wprawiajac jeden koniec liny w ciagte drgania,
tak jak na rysunku@.3.Tb. Czyniac to, dostarczamy w sposéb ciagly energie
potrzebna do ruchu i rozciggania liny - gdy fragment liny drga prostopadle
do osi z, ma energie kinetyczna i energie potencjalna sprezystosci. Gdy fala
dociera do fragmentu liny, ktory dotad pozostawat w spoczynku, do tego frag-
mentu przekazywana jest réwniez energia. Mowimy zatem, ze fala przenosi
energie wzdtuz liny.

9.6.4 Szybkosé transportu energii

Energia kinetyczna dEj, jaka ma element liny o masie dm, dana jest wzorem
1
dEy, = 5dmfu2 (9.6.1)

gdzie u jest predkoscig poprzeczng drgajacego elementu liny. Aby znalezé u,
zrézniczkujmy wzor wzgledem czasu przy stalym x:
_ %
S ot
Korzystajac z tej zaleznosci i podstawiajac dm = udx, przeksztatcamy wzor
do postaci

= —WYp, cos (kx — wt). (9.6.2)

dE) = %(udm)(—wym)Q cos® (kx — wt). (9.6.3)

Dzielac wyrazenie przez dt, otrzymujemy szybko$¢ zmian energii kine-
tycznej elementu liny, czyli szybko$¢, z jaka energia kinetyczna przenoszona
jest przez fale. Stosunek dz/dt, jaki pojawia si¢ po prawej stronie nowej
postaci wzoru [0.6.3], jest predkoscig fali v, tak wiec mamy

dE 1
gf=§ww@iw§%x—M> (9.6.4)
Srednia szybkos¢, z jaka przenoszona jest energia kinetyczna, wynosi
(d—tk) . = §MUw2yr2n [cos® (kx — wt)}sr = Z,uvuﬂyfn (9.6.5)

Wrzielismy tu srednia po catkowitej liczbie dtugosci fali, wykorzystujac fakt, iz
srednia warto$¢ kwadratu funkcji cosinus wzieta po catkowitej liczbie okresow
réwna jest 1/2.

Energia potencjalna sprezystosci rowniez jest przenoszona przez fale z
taka sama Srednig szybkoscia, dang wzorem [0.6.5 W uktadzie drgajacym,
takim jak wahadlo lub uktad sprezyna-klocek, srednia energia kinetyczna i
srednia energia potencjalna istotnie sg sobie rowne.
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9.6.5 Srednia moc fali

Srednia moc, czyli $rednia szybkos¢, z jaka oba rodzaje energii sa przenoszone

przez fale, wynosi

czyli, uwzgledniajac zaleznosé [0.6.5, otrzymujemy
1

P, = i/ww2yfn (9.6.7)

Czynniki p oraz v w tych wyrazeniach zaleza od materiatu i naprezenia
liny. 7 kolei czynniki w oraz vy, - od sposobu powstawania fali. Zaleznos¢
sredniej mocy fali od kwadratu jej amplitudy oraz od kwadratu czestosci
kotowej ma charakter ogélny, jest ona stuszna dla wszystkich rodzajow fal.

9.7 Superpozycja fal

Czesto obserwujemy, ze wiele fal przechodzi réwnoczesnie przez ten sam ob-
szar. Gdy na przyktad stuchamy koncertu, do naszych uszu wpadaja réwno-
czesnie fale dzwigkowe z kilku instrumentéw. Elektrony w antenach naszych
odbiornikéw radiowych i telewizyjnych wprawiane sg w ruch przez wspolny
wypadkowy efekt dziatania wielu fal elektromagnetycznych pochodzacych z
wielu osrodkow nadawczych. Woda na jeziorze lub w porcie moze by¢ wzbu-
rzona przez fale pochodzace od wielu todzi. Zatézmy, ze dwie fale biegna
réwnoczesnie wzdtuz tej samej napietej liny. Niech y;(z,t) 1 yo(z,t) beda
przemieszczeniami tej liny spowodowanymi przez kazda z fal osobno. Prze-
mieszczenie liny w sytuacji, gdy fale naktadaja sie, bedzie ich sumg algebra-
iczna
y(x,t) = yi(z, t) + ya(, 1) (9.7.1)
Naktadajace sie fale dodaja sie algebraicznie, tworzac fale wypad-
kowg.

Jest to jeszcze jeden przyktad zasady superpozycji, ktora mowi, ze gdy réwno-
czesnie pojawia sie kilka efektow, ich wypadkowy skutek jest suma skutkow
poszczegdlnych efektéow. Na rysunku przedstawiono sekwencje zdjec
migawkowych dwoch impulséw poruszajacych si¢ w przeciwnych kierunkach
wzdtuz tej samej napietej liny. Gdy impulsy nakltadaja sie, wypadkowy im-
puls stanowi ich sume. Co wiecej, kazdy impuls przechodzi przez drugi w
taki sposob, jak gdyby tego drugiego nie byto:

Naktadajace sie fale w zaden sposéb nie wptywaja na siebie wza-
jemnie.
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Rysunek 9.7.1: Seria zdje¢ migawkowych przestawiajacych dwa impulsy
poruszajace sie w przeciwnych kierunkach wzdtuz napietej liny. Gdy impulsy
naktadajg si¢ na siebie, stosujemy zasade superpozycji
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9.8 Interferencja fal

Zalozmy, ze wysytamy dwie fale sinusoidalne o takiej samej dtugosci fali i am-
plitudzie biegnace w tym samym kierunku wzdtuz napietej liny. Zastosujmy
do nich zasade superpozycji. Jaka bedzie fala wypadkowa w linie?

Wypadkowa fala zalezy od tego, jaka jest wzgledna faza obu fal, czyli
od tego, o ile jedna fala jest przesunieta wzgledem drugiej. Gdy fale sg do-
ktadnie zgodne w fazie (to znaczy, gdy grzbiety i doliny jednej fali doktadnie
pokrywaja sie z grzbietami i dolinami drugiej), przemieszczenie wypadkowe
jest dwukrotnie wieksze niz dla kazdej z fal osobno. Jezeli maja one fazy
maksymalnie niezgodne (grzbiety jednej fali doktadnie pokrywaja sie z do-
linami drugiej), pochodzace od nich przemieszczenia znosza sie w kazdym
punkcie i lina pozostaje wyprostowana. To zjawisko nazywamy interferencja,
a o samych falach méwimy, ze interferuja ze soba. (Pojecie to dotyczy jedynie
dodawania sie przemieszczen, a nie ma wplywu na ruch fal).

Zakladamy, ze jedna z fal biegnacych wzdtuz napietej liny opisana jest
wzorem

yi1(x,t) = Yy sin (kz — wt) (9.8.1)
a druga, przesunieta w fazie wzgledem pierwszej, wzorem
yo(z,t) = ymsin (kx — wt + @) (9.8.2)

Obie fale maja takie same czestosci kotowe w (i w konsekwencji takie same
czestosci v), takie same liczby falowe k (czyli réwniez takie same dlugosci
fali A) oraz takie same amplitudy y,,. Obie biegna w dodatnim kierunku osi
x z taka sama predkoscia, dang wzorem (@.5.61 Ro6znig si¢ jedynie w fazie o
staly kat ¢, ktory nazywamy przesunieciem fazowym. Mowimy, ze réznica faz
tych fal wynosi ¢ lub zZe jedna fala jest przesunieta w fazie o kat ¢ wzgledem
drugiej.

Zgodnie z zasadg superpozycji, wyrazong wzorem [@Q.7.] fala wypadkowa
stanowi sume algebraiczng dwoch interferujacych fal, a jej przemieszczenie
wynosi

y(x,t) = y1(x, t) + yo(x,t) = ym sin (kx — wt) + Yy, sin (kx — wt + ¢) (9.8.3)

Korzystajac ze wzoru na sume sinuséow, przeksztatcamy wyrazenie do
postaci

1 1
y(x, t) = 2y, cos 5@5 sin (kz — wt + 5@5) (9.8.4)
Jak wida¢ z tego wzoru, fala wypadkowa réwniez jest falg sinusoidalng bie-
gnaca w dodatnim kierunku osi z. Jest to w istocie jedyna fala, jaka mozemy

zaobserwowaé w linie (nie mozesz zobaczy¢ dwu interferujacych fal opisanych
wzorami [9.8.5119.8.4
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Gdy dwie fale sinusoidalne o takich samych amplitudach i dhugo-
Sciach fali biegna w tym samym kierunku wzdtuz naprezonej liny,
interferuja ze soba, dajac wypadkows fale sinusoidalng biegnaca
w tym samym kierunku.

o Jezeli fale interferujace nie sg przesuniete w fazie tzn. pi = 0 to fala
wypadkowa ma postac

y(x,t) = 2y, sin (kz — wt) (9.8.5)

Interferencja daje najwicksza mozliwg wartos¢ amplitudy, ktora jest
dwukrotnie wieksza o amplitud fal czastkowych. Taka interferencje
nazywamy catkowicie konstruktywng.

e Jezeli fale interferujace sa przesuniete w fazie o ¢ = m, to amplituda
fali wypadkowej jest rowna zeru, co oznacza ze fala zostala catkowicie
wygaszona. Taka interferencje nazywamy catkowicie destruktywng.

9.9 Fale stojace i rezonans

Rozwazalismy dwie fale sinusoidalne o takich samych dtugosciach fali i am-
plitudach, biegnace w tym samym kierunku wzdtuz napietej liny. Przejdzmy
do sytuacji, gdy fale biegng w przeciwnych kierunkach. W takim przypadku
rowniez mozemy znalez¢é fale wypadkowa, korzystajac z zasady superpozycji

9.9.1 Fale stojace

e Na rysunku widzimy zilustrowano taka sytuacje w sposob gra-
ficzny. Przedstawiono na nim sg dwie interferujace fale, z ktorych jedna
biegnie w lewo (rys. @.9.Th), a druga - w prawo (rys. [@.9.Ib). Z kolei na
rysunku przedstawiono ich sume, otrzymang dzieki graficznemu
zastosowaniu zasady superpozycji. Wyrdzniajaca cecha fali wypadko-
wej jest fakt, iz na linie sa miejsca nazywane weztami - w ktorych nie
wykonuje ona zadnego ruchu. Na rysunku widoczne sg cztery ta-
kie wezty, oznaczone kropkami. W polowie miedzy sasiednimi weztami
znajduja sie strzalki - miejsca, w ktérych amplituda fali wypadkowej
jest najwieksza. Fale tego rodzaju jak na rysunku nazywamy
falami stojacymi, gdyz ”ksztatt” fali nie przemieszcza sie tu ani w lewo,
ani w prawo - polozenia maksimow i miniméw nie ulegajg zmianie.

Gdy dwie fale sinusoidalne o takich samych amplitudach i
dhugosciach fali biegng w przeciwnych kierunkach wzdtuz na-
pietej liny, w wyniku ich interferencji powstaje fala stojaca.
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b)

Rysunek 9.9.1:  a) Pie¢ zdje¢ migawkowych fali biegnacej w lewo, wykona-
nych w chwilach ¢ opisanych pod czescia (¢) rysunku (T jest okresem drgan),
b) Pieé¢ zdjeé¢ migawkowych fali identycznej jak w czesci (a), ale biegnacej
w prawo. wykonanych w tych samych chwilach ¢. ¢) Odpowiednie zdjecia
migawkowe dla superpozycji obu fal w tej samej linie. W chwilach ¢ = 0,
t =T/2,t =T mamy interferencje catkowicie konstruktywna, gdyz grzbiety
pokrywaja sie z grzbietami, a doliny z dolinami. W chwilach ¢t = T/4 i
t = 3T /4 mamy interferencje catkowicie destruktywna, gdyz grzbiety po-
krywaja sie z dolinami. W pewnych punktach (sa to wezly - zaznaczone
na rysunku kropkami) drgania nie zachodza, a w innych punktach (sa to
strzalki) drgania sa najsilniejsze
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o W celu analizy fali stojacej wezmy dwie interferujace fale opisane wzo-
rami
yi1(x,t) = Yy sin (kx — wt) (9.9.1)

oraz
yo(x,t) = Yy sin (kx + wt) (9.9.2)

7 zasady superpozycji mamy
y(x,t) = y1(z, t)+y2(x, t) = ymsin (kz — wt)+y,, sin (kx + wt) (9.9.3)
a stad, przeksztalcajac sume sinusow otrzymamy
y(x,t) = [2y, sin kx| cos wt (9.9.4)

Wyrazenie opisuje ono fale stojaca. Wielko$¢ 2y, sin kz w na-
wiasach kwadratowych mozemy uwaza¢ za amplitude drgan elementu
liny znajdujacego sie w punkcie x. Jednakze wobec tego, ze amplituda
jest zawsze dodatnia, a funkcja sin kx moze mie¢ wartosci ujemne, za
amplitude w punkcie x przyjmujemy wartos¢ bezwzglednag wielkosci
2y, sin kx.

e W przypadku biegnacej fali sinusoidalnej amplituda fali jest taka sama
dla wszystkich elementéw liny. Stwierdzenie to nie jest prawdziwe dla
fali stojacej, w ktérej amplituda zmienia sie wraz z potozeniem. Na
przyktad dla fali stojacej opisanej wzorem mamy zerowg ampli-
tude dla takich wartosci kx, dla ktorych zachodzi sinkx = 0. Sa to
wartodci speliajace warunek

kr =nm gdzie n=0,1,2,... (9.9.5)

Podstawiajac do tego wyrazenia k = 2n/lambda i przeksztalcajac je,
otrzymujemy potozenia punktéw o zerowej amplitudzie - weztéw - dla
fali opisanej wzorem [0.9.4] a mianowicie

A
= mng, gdzie n=20,1,2,... (9.9.6)

Zauwazmy, ze sasiednie wezty oddalone sa o A/2, tj. o potowe dlugosci

fali.

o Amplituda fali stojacej [0.9.4] osiaga maksimum - rowne y,, dla takich
wartosci kx, dla ktérych zachodzi |sin kx| = 1. Sa to wartosci spetnia-
jace warunek

kx =m/2,3n/2,5m/2,...= (n+1/2)1 gdzie n=0,1,2,... (9.9.7)
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Podstawiajac do tego wyrazenia k = 27/ i przeksztalcajac je, otrzy-
mujemy potozenia strzatek, dane potozeniem punktéw o maksymalne;j

amplitudzie
1A
z=(n+ 5)5,
Strzatki leza posrodku miedzy parami wezléw i sa oddalone miedzy
soba 0 A\/2

gdzie n=20,1,2,... (9.9.8)

9.9.2 Zjawisko odbicia od brzegu

Mozemy wytworzy¢ fale stojaca w napietej linie, pozwalajac, by fala biegnaca
odbita si¢ od oddalonego konca liny i poruszata si¢ z powrotem. W wyniku
interferencji fali padajacej (poczatkowej) i fali odbitej, opisanych odpowied-
nio wzorami 1[@.9.2, powstaje fala stojaca.

e Na rysunku [0.9.2 postuzyliémy si¢ pojedynczym impulsem do zilustro-

wania, w jaki sposob zachodzi takie odbicie. Na rysunku lina
jest umocowana na lewym koncu. Gdy impuls dociera do tego konca
liny, wywiera skierowana w gore site na jej zamocowanie (na $ciane).
Zgodnie z trzecia zasada dynamiki Sciana wywiera na ling przeciwnie
skierowana sit¢ o takiej samej wartosci. Sita ta generuje impuls, ktory
biegnie z powrotem wzdluz liny - w przeciwnym kierunku niz impuls
padajacy. W przypadku ”twardegoddbicia, przy Scianie musi znajdo-
wacé sie wezel, gdyz lina jest tu sztywno umocowana. Impulsy padajacy
i odbity musza mie¢ przeciwne znaki, tak by si¢ wzajemnie kompenso-
waly w tym punkcie.

Na rysunku[@.9.2b lewy koniec liny umocowany jest do lekkiego pierscie-
nia, ktory slizga si¢ swobodnie bez tarcia wzdtuz preta. Gdy pojawia
sie impuls padajacy, pierscien przesuwa sie w gore preta. Przesuwajacy
si¢ pierscien ciggnie line, rozciggajac ja i wytwarzajac odbity impuls
o takim samym znaku i amplitudzie co impuls padajacy. Zatem przy
takim “mickkim” odbiciu impulsy padajacy i odbity wzmacniaja si¢
wzajemnie, tworzac strzatke na koncu liny. Maksymalne przesuniecie
pierécienia jest dwukrotnie wieksze od amplitudy kazdego z tych im-
pulsow.

9.9.3 Rezonans

e Rozwazmy strune, taka jak w gitarze, rozpieta miedzy dwoma zaci-

skami. Zalézmy, ze wytwarzamy ciggta fale sinusoidalng o pewnej cze-
stosci biegnaca wzdtuz struny, powiedzmy w prawo. Gdy fala dociera
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Rysunek 9.9.2: a) Impuls padajacy z prawej strony odbija si¢ od lewego
konca liny umocowanej do Sciany. Zauwazmy, ze impuls odbityjest odwro-
cony wzgledem impulsu padajacego. b) Na tym rysunku lewy koniec linyjest
umocowany do pierscienia, ktéry moze si¢ $lizga¢ bez tarciaw gore i w dot
wzdtuz preta. W tym przypadku impuls nie ulega odwrdceniu przy odbiciu
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Rysunek 9.9.3: Struna napieta miedzy dwoma uchwytami i wprawiona w
drgania w postaci fali stojacej. a) Najprostszy mozliwy ksztalt zawiera jedna
“petle” utworzong przez potaczenie ksztaltéw liny przy jej maksymalnych
wychyleniach (linia ciagla i linia przerywana). b) Drugi w kolejnosci naj-
prostszy schemat zawiera dwie petle. ¢) Kolejny sche mar zawiera trzy petle
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do prawego korica, odbija sie i zaczyna biec w lewo. Ta fala biegnaca
w lewo naktada sie na fale, ktéra nadal biegnie w prawo. Gdy fala bie-
gnaca w lewo dociera do lewego konca, ponownie odbija si¢ i zaczyna
biec w prawo, naktadajac sie na fale biegnaca w lewo i pierwotng fale
biegnaca w prawo. Krotko méwiac, bardzo szybko uzyskujemy wiele
naktadajacych sie na siebie fal, ktore ze sobg interferuja.

e Przy pewnych czestosciach w wyniku interferencji powstaje fala stojaca
o duzej amplitudzie. O takiej fali stojacej mowimy: ze powstaje w wy-
niku rezonansu, o strunie zas mowimy, iz rezonuje przy pewnych cze-
stodciach, nazywanych czestosciami rezonansowymi (lub czestosciami
wlasnymi). Gdy struna drga z inna czesto$cia niz rezonansowa, fala
stojaca sie nie pojawia. Wowczas w wyniku interferencji fal biegnacych
w lewo i w prawo powstaja jedynie niewielkie ( by¢ moze niedostrze-
galne) drgania struny.

e Zaldzmy, ze struna rozpieta jest miedzy dwoma zaciskami znajdujacymi
sie w ustalonej odlegtosci L od siebie. Aby znalez¢ wzor na czestosci
rezonansowe struny, zauwazmy, ze na obu jej koncach muszg znajdowac
s i e wezly, gdyz konce sg umocowane i nie moga drga¢. Najprostszy
schemat spelniajgcy te wymagania przestawiono na rysunku [0.9.3h,
na ktorym widoczne sa dwa najwieksze wychylenia struny (zaznaczone
linig ciagla i linia przerywana) tworzace pojedyncza petle. Mamy tu
tylko jedna strzatke, znajdujaca sie w srodku struny. Zau wazmy, ze
polowa dtugosci fali jest rowna diugosci struny L. Tak wiec w tym
przypadku \/2 = L. Warunek ten oznacza, iz aby fale biegnace w lewo
i w prawo utworzyly w wyniku interferencji taka fale stojaca, musza
mie¢ dtugosé réwna A = 2L.

e Drugg prosta fale stojaca spetniajaca zadanie, by na koncach struny
znajdowaly sie wezty, przedstawiono na rysunku[@.9.3b. Mamy tu trzy
wezty 1 dwie strzatki, a drgania struny tworza dwie petle. Do uzyskania
takiej fali stojacej fali biegnace w lewo i w prawo musza mie¢ dtugosé
A = L. Trzeci z kolei schemat przedstawiono na rysunku @.93c. W
tym przypadku mamy cztery wezty, trzy strzatki, trzy petle, a dtugosé
fali wynosi A = 2L/3. Mozemy kontynuowa¢ ciag fal stojacych, rysujac
coraz bardziej skomplikowane schematy. Kazdy kolejny element ciggu
powinien mie¢ o jeden wezet i jedna strzatke wiecej niz poprzedni, przy
czym w dlugosci L struny powinna miesci¢ sie kolejna potowa diugosci
fali \/2.

e Tak wiec fala stojaca w strunie o dhugosci L moze by¢ utworzona przez
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fale o dhugosci rownej jednej z nastepujacych wartosci:

2L
A= — gdzie n=1,2,3,... (9.9.9)
n

Czestosci rezonansowe odpowiadajace tym dtugosciom fali, wynosza
v="2=n2  gdzie n=1,2,3, ... (9.9.10)

gdzie v jest predkoscia fali biegnacej w strunie.

7, wyrazenia [0.9.10] wynika, ze czestosci rezonansowe sg catkowitymi
wielokrotnos$ciami najnizszej czestosci rezonansowej, v = v/2L, odpo-
wiadajacej n = 1. Drganie wtasne o najnizszej czestosci rezonanso-
wej nazywamy drganiem (modem) podstawowym lub pierwsza harmo-
niczng. Druga harmoniczna to mod drgan przy n = 2. Trzecia harmo-
niczna - przy n = 3 itd. Czestosci zwigzane z tymi modami oznaczane
sg czesto symbolami vy, vy, v3 1 tak dalej. Zbior wszystkich mozliwych
drgan wtasnych nazywamy szeregiem harmonicznym, a liczbe n nazy-
wamy liczba harmoniczng dla n-tej harmonicznej. Zjawisko rezonansu
wystepuje we wszystkich uktadach drgajacych; moze wystepowaé row-
niez w dwoch lub trzech wymiarach.
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Rozdziat 10

Akustyka

Fale,

ktore sa przedmiotem badan akustyki, sa podtuznymi falami mecha-

nicznymi. Moga one rozchodzi¢ sie w ciatach statych, cieczach i gazach.
Czasteczki w tych osrodkach, drgaja wzdtuz prostej pokrywajacej si¢ z kie-
runkiem propagacji tych fal. Zakres czestosci fal mechanicznych jest bardzo
szeroki.

10.1 Fale dzwiekowe

Falami dzZwiekowymi nazywamy fale o takich czestosciach, ktére re-
jestrowane przez ucho ludzkie i mézg daja wrazenie stuchu. Zakres
czestoscei styszalnych rozcigga sie od okoto 20 Hz do okoto 20 000 Hz.

Podltuzne fale mechaniczne o czestosciach nizszych od styszalnych na-
zywane sa falami falami infradzwiekowymi (poddZwiekowymsi).

Fale o czestosciach wyzszych niz styszalne nazywane sa falami ultradz-
wiekowymi (ponad dZwiekowyms).

Fale infradzwickowe sa generowane zazwyczaj przez obiekty o wielkich
rozmiarach. Przyktadem takich fal sg fale sejsmiczne, powstajace pod-
czas trzesienia Ziemi.

Fale ultradzwickowe o wysokich czestosciach sa wytwarzane podczas
drgan krysztatu kwarcu pobudzanego przez rezonansowe oscylacje pola
elektrycznego (efekt piezoelektryczny). W ten sposéb mozna wytwa-
rza¢ ultradzwieki o czestoéciach dochodzacych do 6-10% Hz. Przy tych
czestodciach dhugodé fali akustycznej w powietrzu wynosi 5+ 107° cm,
co jest w poblizu dtugosci widzialnej fali swietlnej.
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Rysunek 10.1.1: Fala dzwiekowa rozchodzi sie z punktowego zrodla S w
trojwymiarowym osrodku. Czota fali sa sferami o $rodkach w punkcie S
promienie wychodza radialnie z punktu S. Krotkie podwdjne strzatki wska-
zuja, ze elementy osrodka drgaja rownolegle do promieni.

e Fale styszalne powstaja w wyniku drgan strun glosowych, strun in-
strumentéw muzycznych (skrzypce, gitara), drgan stupéw powietrza
(organy, klarnet) oraz drgan réznych ptyt i membran (ksylofon, glo-
$nik, beben). Periodyczne zaburzenia powietrza wywotane przez ele-
menty drgajace tych instrumentow, rozchodzg sie na duze odlegtosci w
postaci fal. Fale te docierajac do ucha wywotujg wrazenie stuchu. Wra-
zenia te moga by¢ przyjemne, gdy widmo tych fal jest uformowane z
niewielu fal harmonicznych, ktorych czestosci pozostaja w prostych za-
leznosciach arytmetycznych. Fale ztozone z superpozycji bardzo duzej
ilogci przypadkowych fal periodycznych, sa styszalne jako szum.

e Na rysunku [0.TT] zilustrowano kilka pojeé¢, ktorymi bedziemy sie po-
shugiwa¢ w naszych rozwazaniach. Punkt S reprezentuje male zrédto
dzwieku - nazywane zrédtem punktowym - wysytajace fale dzwiekowe
we wszystkich kierunkach. Kierunek rozchodzenia sie fal dzwickowych
wskazuja czota fali i promienie. Czota fali (powierzchnie falowe) to po-
wierzchnie, na ktérych drgania powietrza, wywotane przez fale dzwie-
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kowa, maja taks sama faze; na dwuwymiarowym wykresie dla punk-
towego zrodta te powierzchnie reprezentowane sa przez okregi lub tuki
okregéw. Promienie to linie prostopadle do cz6t fali, wskazujace kie-
runek ruchu tych ostatnich. Widoczne na rysunku [[0.TT] krotkie po-
dwdjne strzatki natozone na promienie wskazuja, iz podtuzne drgania
powietrza sa rownolegte do promieni.

W poblizu zrédta punktowego (rys. [0.IT]) czola fali sa sferyczne i roz-
przestrzeniajg sie w trzech wymiarach - taka fale nazywamy sferyczng.
W miare jak czota fali oddalaja sie od Zrodta, ich promienie rosna, a
zakrzywienie maleje. W duzej odlegtosci od zrodta czota fali przybli-
zamy przez plaszczyzny (na dwuwymiarowym wykresie - przez proste),
a fale nazywamy falg ptaska.

10.1.1 Predkos$¢ dzwieku

Predko$¢ dowolnej fali mechanicznej, poprzecznej lub podtuznej, zalezy za-
réwno od inercyjnych wlasciwosci osrodka (gromadzacych energie kinetyczna),
jak i od jego whasciwosci sprezystych (gromadzacych energie potencjalna)

e Uogolnimy wzér @0.5.6) opisujacy predkosé fal poprzecznych w napietej

linie

T
v = \/; (10.1.1)

gdzie (w przypadku fal poprzecznych) T' jest naprezeniem liny, a p - jej
gestoscia liniows.

Jezeli o$rodkiem jest powietrze, a fala jest podtuzna, to mozna przy-
puszczad, iz miara bezwtadnosci (odpowiednik gestosci liniowej p) jest
gestosé (objetosciowa)powietrza p. A co powinni$my przyjaé¢ za miare
sprezystosci?

W napietej linie energia potencjalna zwiazana jest z okresowym rozcia-
ganiem elementow liny w wyniku przechodzenia przez nie fali. Gdy w
powietrzu rozchodzi sie fala dzwiekowa, energia potencjalna zwigzana
jest z okresowym sprezaniem i rozprezaniem matych objetosci powie-
trza. Wtasciwoscia okreslajaca, w jakim stopniu element osrodka zmie-
nia swoja objetosé na skutek zmian wywieranego nan ci$nienia (sity na
jednostke powierzchni), jest modul $cisliwosci B zdefiniowany jako
Ap

B= N (10.1.2)
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gdzie wielkosé AV/V jest wzgledna zmiana objetosci wywoltywana przez
zmiang ci$nienia Ap, Ze wzoru [[0.1.21 widzimy, ze jednostka modutu B
rowniez jest paskal, podobnie jak ci$nienia p. Przyrosty Ap i AV za-
wsze majg przeciwne znaki: gdy wzrasta ci$nienie wywierane na pewien
element (Ap dodatnie), jego objetosé sie zmniejsza (AV jest ujemne)
i na odwrot. We wzorze wprowadziliSmy znak minus, tak wiec
modul B zawsze jest wielkoscig dodatnig. Zastepujac we wzorze [[0.1.1]
wielko$¢ T przez B, a wielko$é¢ p przez p, otrzymujemy wyrazenie opi-
sujace predkos¢ dzwieku w osrodku o module Scisliwosci B i gestosci
p

(10.1.3)

B
V= 4]—
P

Gestos¢ wody jest prawie 1000 razy wicksza od gestosci powietrza.
Gdyby to byta jedyna wielko$¢ majaca znaczenie dla rozwazanego za-
gadnienia, to na podstawie wzoru oczekiwaliby$my, ze predkosé
dzwicku w wodzie powinna by¢ znacznie mniejsza od predkosci dzwicku
w powietrzu. Jednakze z tabeli [0.I.1] widzimy, ze jest odwrotnie.
Whioskujemy stad (znowu korzystajac ze wzoru [[0.1.3] iz modut Scisli-
wosci wody musi by¢ ponad 1000 razy wigkszy niz analogiczna wielko$¢
dla powietrza. Rzeczywiscie tak jest. Woda jest znacznie mniej Scisliwa
niz powietrze, czyli innymi stowy (poréwnaj ze wzorem [0.1.2]) jej mo-
dut $cisliwosci jest znacznie wigkszy.

Wyprowadzimy teraz wzér [[0.13] korzystajac bezposrednio z zasad
dynamiki Newtona. Wezmy pojedynczy impuls, w ktérym nastepuje
zageszczenie (kompresja) osrodka, biegnacy (z prawa na lewo) z pred-
koscig v w powietrzu wypetniajacym diuga rure. Zatézmy, ze poru-
szamy sie razem z tym impulsem z taks sama predkoscia, tak by w
naszym uktadzie odniesienia impuls pozostawal w spoczynku. Na ry-
sunku przedstawiono te sytuacje widziang z naszego ukladu
odniesienia. Impuls jest nieruchomy, a powietrze przeptywa z predko-
Scig v z lewa na prawo.

Niech ciénienie niezaburzonego powietrza bedzie réwne p, a cisnienie
w czasie impulsu wynosi p + Ap, gdzie Ap jest wielkos$cig dodatnig za
wzgledu na to, ze gestos¢ osrodka rosnie. Rozwazmy warstwe powietrza
o grubosci Ax i polu powierzchni S, poruszajaca sie w kierunku impulsu
z predkoscia v. Gdy ta warstwa powietrza dociera do impulsu, jej
powierzchnia czotowa napotyka obszar wyzszego cisnienia, w ktorym
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Tablica 10.1.1: Predkos¢ dzwigku

Osérodek Predkosé [m/s]
Gazy
powietrze (0°C) 331
powietrze (20°C) 343
hel 965
wodor 1284
Clecze
woda (0°C) 1402
woda (20°C) 1482
woda morska 1522
Cliata stale
aluminium 6420
stal 0941
granit 6000
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Rysunek 10.1.2: Impuls zageszczenia zostal wystany wzdtuz diugiej rury
wypelnionej powietrzem. Uktad odniesienia na rysunku wybrano w taki spo-
sob, by impuls pozostawal w spoczynku, a powietrze przeptywato z lewa na
prawo. a) Warstwa powietrza o grubosci Az porusza sie w kierunku impulsu
z predkoscia v. b) Powierzchnia czotowa warstwy dociera do impulsu. Przed-
stawiono sity (zwiazane z ciSnieniem powietrza) dzialajace na powierzchnie
czotowa 1 powierzchni¢ tylna warstwy.
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zmniejsza swoja predkosé do wartosci v + Av, gdzie Av jest wielkoscia
ujemna. To spowolnienie jest pelne, gdy tylna powierzchnia warstwy
powietrza dociera do impulsu, co zachodzi po uptywie czasu

_ A

v

At (10.1.4)

Zastosujmy teraz do rozwazanej warstwy powietrza druga zasade dy-
namiki Newtona. W ciggu czasu At srednia sita dziatajaca na tylna
powierzchnie warstwy wynosi pS i jest skierowana w prawo, a srednia
sita dzialajaca na czolowa powierzchnie warstwy wynosi (p + Ap)S i
jest skierowana w lewo (rys. [0.I2b). Zatem érednia sita wypadkowa
dziatajaca na warstwe w przedziale czasu At wynosi

F=pS—(p+Ap)S=—-ApS (10.1.5)
Znak minus oznacza, ze sita wypadkowa dzialajaca na warstwe powie-

trza skierowana jest w lewo (rys. [0.1.2b). Objeto$¢ warstwy wynosi
SAz, zatem - korzystajac z[I0.1.4]- jej mase mozemy zapisa¢ w postaci

Am = pSAx = pSvAt (10.1.6)
Srednie przyspieszenie warstwy w czasie At wynosi
Av
= — 10.1.7

Z drugiej zasady dynamiki Newtona (F' = ma) oraz ze wzordéw (I0.1LH),

(I0I6) i (IOI7) otrzymujemy

A
— ApS = (pSvAt)K:; (10.1.8)
co mozemy zapisa¢ w postaci
Ap
P == 10.1.
P Av/v (10.1.9)

Powietrze, ktore na zewnatrz impulsu zajmowato objetos¢ V = SvAt,
wewnatrz impulsu zostaje Scisniete o AV = SAvAt. Zatem

AV SAvAt  Av

Vo SuAt v
Podstawiajac kolejno (I0LY) i (I0I2) do (IOLSE), dochodzimy do
roOwnania Ap Ap

2
pv- = “Aojo T AV B (10.1.11)

Rozwiazujac to réwnanie wzgledem v, otrzymujemy wzor (I0.13) na
predkos$é powietrza przepltywajacego w prawo na rysunku [0.1.2] czyli
na predkosé impulsu biegnacego w lewo.

(10.1.10)
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10.1.2 Biegnace fale dzwiekowe

e Zanalizujemy tutaj przemieszczenia i zmiany cisnienia zwigzane z si-
nusoidalng falg dZzwickowa biegnacag w powietrzu. Na rysunku
przedstawiono taka fale biegnaca w prawo wzdtuz dtugiej rury wypet-
nionej powietrzem. Takg fale mozemy wytworzy¢, poruszajac sinuso-
idalnie ttokiem znajdujacym sie na lewym koncu rury (jak na rysunku
17.2). Przesuniecie ttoka w prawo powoduje ruch sasiadujacego z nim
elementu powietrza i w konsekwencji zageszczenie powietrza; przesu-
niecie ttoka w lewo umozliwia powrdt elementu powietrza w lewo i
zmniejszenie cisnienia. Poniewaz kazdy element powietrza popycha ko-
lejno nastepny sasiadujacy z nim element, drgania powietrza w prawo
i w lewo oraz zmiany jego ci$nienia przemieszczajasie wzdtuz rury jako
fala dzwiekowa.

e Rozwazmy cienka warstwe powietrza o grubosci Ax, ktérej potozenie
wynosi x, mierzac wzdtuz rury. Przy ruchu fali ta warstwa powietrza
porusza sie ruchem harmonicznym w lewo i w prawo wokot swojego
potozenia réwnowagi (rys. [0.I3b). Tak wiec drgania kazdej warstwy
powietrza, spowodowane przez biegnaca fale dzwiekows, przypominaja
drgania elementow liny zwigzanych z falg poprzeczna, wyjawszy fakt,
iz drgania warstwy powietrza sa podtuzne, a nie poprzeczne. Poniewaz
element liny drga réownolegle do osi y, mozemy jego przemieszczenie
zapisa¢ w postaci y(x,t). Podobnie, warstwa powietrza drga réwnole-
gle do osi x, zatem jej przemieszczenie moglibysmy zapisa¢ w postaci
x(z,t). Jednakze bedziemy unikaé tej niezrecznej notacji i postuzymy
sie zapisem s(x, ).

e Aby przedstawi¢ sinusoidalna zalezno$¢ przemieszczenia s(z,t) od z i
t, mozemy postuzy¢ si¢ funkcja zaréwno sinus, jak i cosinus. W tym
rozdziale postuzymy sie funkcja cosinus, a mianowicie

s(x,t) = s, cos(kx — wt) (10.1.12)

Wielkosc s, to amplituda przemieszczenia, czyli maksymalne prze-
mieszczenie warstwy powietrza w kazda strone wzgledem potozenia
réwnowagi (patrz rysunek [[0.1.3b). Liczba falowa k, czesto$¢ kotowa
w, czestosé v, dtugosé fali A, predkosé v i okres T' fali dzwiekowej (po-
dtuznej) sa zdefiniowane i powiazane miedzy soba identycznie jak w
przypadku fali poprzecznej, z ta roznica, ze dtugoscé fali dzwickowej jest
odlegltoscia (nadal mierzona wzdtuz kierunku rozchodzenia sie fali), w
jakiej caly zwigzany z fala uktad zageszczen i rozrzedzen powietrza za-
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ZARESICZANIE — -3 __1
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T drgajaca warstwa phynu
b}

Rysunek 10.1.3: a) Fala dzwiekowa biegnaca w diugiej wypelnionej powie-
trzem rurze z predkoscig v ma posta¢ przemieszczajacego sie okresowego
uktadu obszarow zageszczenia i rozrzedzenia powietrza. Na rysunku przed-
stawiono fale w pewnym dowolnie wybranym momencie. b) Rozciagniety
poziomo widok krotkiego odcinka rury. Podczas ruchu fali warstwa plynu
o grubosci Az drga harmonicznie w lewo 1 w prawo wokot swojego potoze-
nia rownowagi. Na rysunku przedstawiono moment, gdy rozwazana warstwa
przemieszczona jest w prawo na odlegtos¢ s od potozenia rownowagi. Mak-
symalne przemieszczenie warstwy, zarowno w lewo, jak i w prawo, wynosi

Sm
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czyna sie powtarza¢ (patrz rysunek [0.1.3h). Zaktadamy, iz amplituda
Sm jest znacznie mniejsza niz A.

Jak pokazemy nizej, podczas ruchu fali ci$nienie powietrza Ap(z,t) w
kazdym punkcie x na rysunku [I0.1.3h zmienia si¢ sinusoidalnie. Zmiany
te opisujemy wzorem

Ap(x,t) = Apy, cos(kx — wt) (10.1.13)

Ujemna wartos¢ Ap odpowiada rozrzedzeniu powietrza, a wartos¢ do-
datnia - jego zageszczeniu(kompresji). Wielko$¢ Ap,, jest amplituda
zmian cis$nienia, czyli najwiekszym - spowodowanym przez fale - przy-
rostem lub ubytkiem ci$nienia; amplituda Ap,, zwykle jest znacznie
mniejsza niz cisnienie p, jakie wystepuje, gdy nie ma fali. Jak poka-
zemy, amplitude zmian cisnienia Ap,, oraz amplitude przemieszczenia
S 7€ WZOTl wigze zaleznosé

App, = (Vpw) s, (10.1.14)

Na rysunku [[0.1.3b przedstawiono drgajaca warstwe powietrza o polu
powierzchni S i grubosci Az, ktorej srodek przemieszcezony jest wzgle-
dem jej polozenia réwnowagi na odlegtos¢ s.

Korzystajac ze wzoru (I0.I1.2)), zmiang cisnienia w przemieszczonej war-
stwie mozemy zapisa¢ w postaci

Ap = —Bg (10.1.15)
%

Wielkos$¢ V' we wzorze to objetosé warstwy powietrza dana wzo-
rem V = SAx. Z kolei wielkos¢ AV we wzorze (I0.I14) jest zmiana
objetosci, z jaka mamy do czynienia, gdy warstwa jest przemieszczona.
Ta zmiana objetosci wynika z faktu,ze przemieszczenia obu zewnetrz-
nych powierzchni warstwy nie sa doktadnie takie same - réznig sie o
pewng wielko$¢ As. Zatem zmiane objetosci mozemy zapisaé jako

AV = sAx (10.1.16)

Podstawiajac wyrazenia (I0.ITT3) i (I0.1.10) do (I0.II4)), a nastepnie

przechodzac do granicy, otrzymujemy

Ap=-B— =—-B— (10.1.17)
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Symbol 0 oznacza, ze pochodna we wzorze ([[0.II7) jest pochodna
czastkowsa, ktora méwi nam o zmianach s wraz z x w ustalonej chwili ¢.
Jezeli zatem potraktujemy ¢ jako stata, ze wzoru ([[0.1.T2) dostaniemy

0s 0 .
P 8_x[8m cos(kx — wt)] = —ks,, sin(kx — wt). (10.1.18)

Podstawienie tego wyrazenia na pochodna czastkowa do wzoru (I0.T.17)
daje
Ap = Bks,, sin(kx — wt). (10.1.19)

Po wprowadzeniu oznaczenia Ap,, = Bks,, sin(kz — wt) mamy wyra-
zenie (I0.TT3), ktore mieliSmy wyprowadzi¢.

Ap(x,t) = Apy, sin(kx — wt). (10.1.20)

Korzystajac ze wzoru na predkosé fali (I013]), mozemy zapisaé

Apy, = (Bk)sy, = (v2pk)Sp,. (10.1.21)

Po podstawieniu zamiast k = w/v natychmiast otrzymujemy tez réw-

nanie (I0.T.7).
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P

Rysunek 10.2.1: Dwa zrédta punktowe S; i S5 emituja kuliste fale dzwickowe,
bedace w zgodnej fazie. Promienie przedstawiaja fale przechodzace przez
punkt P

10.2 Interferencja

Podobnie jak fale poprzeczne, réwniez fale dzwickowe ulegaja interferencji.
Rozwazmy w szczegdlnosci interferencje dwoch identycznych fal dzwigkowych
biegnacych w tym samym kierunku.

e Na rysunku [[0.2.Tl przedstawiono takie fale pochodzace z dwoch zrodet
punktowych S i Sy emitujacych bedace w zgodnej fazie fale dzwiekowe
o jednakowej dtugosci fali A. Zrédta emituja fale w zgodnej fazie, a za-
tem zwigzane z tymi falami przemieszczenia na wyjsciu ze zrodet sg
zawsze takie same. Zajmiemy sie falami przechodzacymi przez zazna-
czony na rysunku [0.2.1] punkt P. Zalézmy, ze odlegto$é do punktu P
jest znacznie wicksza od odlegtosci migdzy Zrodtami, tak wigc mozemy
w przyblizeniu przyja¢, iz fale w punkcie P poruszaja sie w tym samym
kierunku.

e Gdyby fale, aby dotrze¢ do punktu P, przebywaty drogi o identycznych
dtugosciach, bylyby w tym punkcie w zgodnej fazie. Podobnie jak w
przypadku fal poprzecznych, oznacza to, ze powinna tu nastapi¢ catko-
wicie konstruktywna interferencja. Jednakze na rysunku [0.2.1] droga
L, , jaka przebywa fala ze zrédta S, jest dtuzsza od drogi L, przebytej
przez fale ze zrodta S;. Wystepowanie tej roznicy drog oznacza, ze fale
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w punkcie P nie moga by¢ w zgodnej fazie. Innymi stowy, réznica faz
obu fal ¢ w punkcie P zalezy od réznicy drég AL = |Ly — Ly].

Aby powigzaé roznice faz ¢ z roéznicg drog AL, zobaczmy ze roéznica
faz rowna 27 radianow odpowiada jednej dtugosci fali. Mozemy zatem
skorzysta¢ z proporcji 5 AT
5 = X (10.2.1)
skad
AL

o=~ 2n (10.2.2)

Catkowicie konstruktywna interferencja nastepuje wowczas, gdy réz-
nica faz ¢ rowna jest 0, 27 lub catkowitej wielokrotnosci 27r. Mozemy
ten warunek zapisa¢ w postaci

¢ =m(27m), gdziem =0,1,2,--- (inter ferencja konstruktywna)
(10.2.3)
Zgodnie ze wzorem jest tak wtedy, gdy stosunek AL/\ spetnia
warunek

AL
=012, (10.2.4)

Na przyktad, jezeli réznica dréog AL = |Ly — Ly| na rysunku T0.2.T]
réwna jest 2\ to AL/A = 2 i fale ulegaja catkowicie konstruktywnej
interferencji w punkcie P. W tej sytuacji interferencja jest catkowicie
konstruktywna, gdyz fala ze zrodita Sy jest przesunieta wzgledem fali
ze zrodta Sp o 2\, tak wiec obie fale sg doktadnie zgodne w fazie w
punkcie P.

7 kolei catkowicie destruktywna interferencja wystepuje woéwczas, gdy
roznica faz ¢ jest rOwna nieparzystej wielokrotnoéci 7 - ten warunek
mozemy zapisa¢ w postaci

o= (2m+1)m, gdzie m=0.1.2,... (interferencja destruktywna)
(10.2.5)
Zgodnie ze wzorem jest tak wtedy, gdy stosunek AL/\ spetnia

warunek
AL 135

A 27272777
Na przyktad,jezeli r6znica drég AL = |L — 2 — Lq| na rysunku [T0.2.T]
rowna jest 2.5\, to fale ulegaja catkowicie destruktywnej interferencji
w punkcie P. W tym przypadku interferencja jest catkowicie destruk-
tywna, gdyz fala ze zrodta Sy jest przesunieta wzgledem fali ze zrodta

(10.2.6)
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S1 o 2.5 dlugosci fali, tak wiec obie fale w punkcie P sa maja fazy
maksymalnie niezgodne.

e Oczywiscie fale moga ulega¢ rowniez posrednim formom interferencji,
gdy powiedzmy AL/ = 1,2. Ta sytuacja powinna by¢ blizsza interfe-
rencji catkowicie konstruktywnej (AL/X\ = 1,0) niz catkowicie destruk-
tywnej (AL/A =1,5).

10.3 Natezenie i glto$nosé dzwieku

Styszac gtosna muzyke, mamy swiadomosé, ze dzwiek ma nie tylko czestosc,
dtugosc fali i predkos¢. Ma rowniez natezenie. Natezenie [ fali dzwiekowej
na pewnej powierzchni jest to srednia moc w przeliczeniu na jednostke po-
wierzchni, z jaka fala dostarcza energie do tej powierzchni (lub przenosi przez
nia energic). Mozemy te definicje zapisa¢ w postaci gdzie P jest szybkoscia
przenoszenia energii (czyli moca) fali dzwickowej, a S - polem powierzchni
odbierajacej dzwiek

I =— 10.3.1
- (103.1)

10.3.1 Zaleznos¢ natezenia od odleglosci

Pokazemy nizej, natezenie I oraz amplitude przemieszczenia s, fali dzwie-
kowej wiaze zaleznosc¢

1
I= apvuﬂs%l. (10.3.2)

Sposdb, w jaki natezenie zalezy od odlegltosci od rzeczywistego zrodta dzwieku,
czesto jest skomplikowany. Niektore rzeczywiste zrodta (np. glosniki) moga
emitowa¢ dzwiek jedynie w pewnych kierunkach, z kolei otoczenie zwykle wy-
twarza echa (odbite fale dzwickowe), ktére nakladaja sie na fale dzwigkowe
docierajace bezposrednio do odbiornika. Jednakze w pewnych sytuacjach
mozemy poming¢ echa i zalozy¢, ze zrédlo fali jest Zrodlem punktowym,
emitujacym dzwick izotropowo, tzn. z jednakowym natezeniem we wszyst-
kich kierunkach. Na rysunku [I0.3.7] przedstawiono czola fali rozchodzace sie
z takiego izotropowego zrédta punktowego S.

e Zatozmy, ze gdy fale dzwigkowe rozchodza si¢ ze zrédtia, ich energia
mechaniczna zostaje zachowana. Wyobrazmy sobie sfere o promieniu
r, ktorej érodek znajduje sie w zrodle - patrz rysunek [0.3.J1 Cala
energia emitowana przez zrodto musi przej$¢ przez powierzchnie tej
sfery. Zatem szybkos¢, z jaka fala dZzwiekowa przenosi energie przez
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Rysunek 10.3.1: Punktowe zrédto S emituje fale dzwickowe réwnomiernie
we wszystkich kierunkach. Fale przechodza przez sfere o promieniu r i srodku
w punkcie S.

te powierzchnie, musi by¢ réwna szybkosci emisji energii przez zrodto
(czyli mocy Pzr zrodia). Ze wzoru (I03.J]) widaé, ze natezenie I na
rozwazanej sferze musi by¢ réwne

P
I — ST
4qrr?

(10.3.3)

Réwnanie ([I[0.3.3]) méwi, ze natezenie dzwicku z izotropowego zrédia
punktowego jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od
zrodtla.

e Rozwazmy (rys. [0.13h) cienka warstwe powietrza o grubosci dx, po-
wierzchni S i masie dm, drgajaca w przod i w tyl w wyniku przecho-
dzenia fali dzwigkowej opisanej wzorem (I0.I.1Z). Energia kinetyczna
dE), warstwy powietrza wynosi

1
dE, = Edmv,’f (10.3.4)

W tym wzorze wielkos¢ vy nie jest predkosciafali, ale predkoscia drgan
elementu powietrza, ktora otrzymujemy ze wzoru (L0.T.T2)

s

5 = @ sin(kz — wt) (10.3.5)

Vs
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Korzystajac z tej zaleznosci i podstawiajac dm = pSdx, przeksztalcamy
rownanie (I0.34) do postaci

1
dE) = 5(,OASydzzc)(—u)sm)2 sin?(kx — wt) (10.3.6)
Srednia szybko$¢ przenoszenia energii wynosi
dE 1 1
(d—tk) = ipvaQan[siHQ(kx — wt)]s = ZpvaQan (10.3.7)

WykorzystaliSmy tu fakt, ze $rednia wartos¢ kwadratu funkcji sinus
(lub cosinus), wzieta po jednym pelnym okresie drgan, réwna jest 1/2.

e Zakladamy, ze energia potencjalna przenoszona jest przez fale z taka
sama $rednia predkoscia. Zatem ze wzoru ([0.3.7)) wynika, Ze natezenie
I fali, réwne Sredniej szybkosci w przeliczeniu na jednostke powierzchni,
z jaka fala przenosi obydwa rodzaje energii, jest réwne

_ 2(dEg/dt)s. 1 9 9

5 = gpuwsy, (10.3.8)

W ten sposéb wyprowadzilismy wzér (I0.3.2]).

I

10.3.2 Skala glosnosci

Maksymalna amplituda zmian cisnienia Ap,,, jaka ludzkie ucho moze wytrzy-
maé w postaci gtosnego dzwieku, jest réwna okoto 28 Pa (jest ona znacznie
mniejsza od normalnego ci$nienia powietrza réwnego okoto 10° Pa). Znaj-
dziemy amplitude przemieszczenia s, dla takiego dZwieku w powietrzu o
gestodci p = 1.21kg/m?3, przy czestosci 1000 Hz i predkosci 343 m/s. Roz-
wiazujac réwnanie (I0.T.2T]) wzgledu na s, otrzymujemy

Apm _ Apm

AP 10.3.9
° vpw  cp(2mv) ( )

Podstawiajac wartosci liczbowych dostaniemy

28Pa

Sm = 3a3m/5)(1.21kg/m™) (2r) (1000Hz) = 1.1- 105 — -1#m (10:3:10)
Widzimy, ze mplituda przemieszczenia w ludzkim uchu przyjmuje wartosci
od okoto 107° m dla ngjgloéniejszego tolerowalnego dZzwicku do okoto 10~
m dla najstabszego styszalnego dzwieku; stosunek tych amplitud wynosi 106
. Zgodnie ze wzorem ([03.8)) natezenie dzwieku jest proporcjonalne do kwa-
dratu amplitudy przemieszczenia, tak wiec w przypadku ludzkiego narzadu
stuchu stosunek natezen dla tych dwoch granic wynosi 102, Ludzie moga
stysze¢ w ogromnym zakresie natezen.
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e 7 tak ogromnym zakresem wartosci uporamy si¢ za pomoca logaryt-
mow. Rozwazmy zaleznosé

y = logx (10.3.11)

gdzie x i1 y - zmienne. ROwnanie to ma nastepujaca wtasciwosé: jezeli
pomnozymy x przez 10, to y wzrosnie o 1. Zapisujemy to w postaci

y =1log(10x) = logl0 + loger = 1 +y (10.3.12)
Podobnie, gdy pomnozymy x przez 102, woéwczas y wzrodnie o 12.

e Tak wiec zamiast moéwi¢ o natezeniu [ fali dzwickowej, znacznie wy-
godniej jest méwié¢ o glosnosci dzwieku [, zdefiniowanej jako

I
B = (10dB)log— (10.3.13)
0

Symbol dB oznacza jednostke glosnosci - decybel (=0,1 bela) - kté-
rej nazwe wybrano w uznaniu prac Alexandra Grahama Bella. Wiel-
kos¢ Iy we wzorze (I0.3.13) to standardowe natezenie odniesienia (
Iy = 1072W/m?), wybrane w taki sposéb, by byto bliskie dolnej gra-
nicy styszalnosci ludzkiego ucha. Dla I = Iy ze wzoru ([[0313) otrzy-
mujemy [ = 10logl = 0, a wiec nasz standardowy poziom odniesienia
odpowiada zeru decybelom. Za kazdym razem, gdy natezenie dzwicku
wzrasta o rzad wielkosci (o czynnik 10) glosnosé 3 zwigksza sie o 10
dB. Zatem g = 40dB odpowiada 104 razy wiekszemu natezeniu od
standardowego poziomu odniesienia. W tabeli podano glosnosci
wybranych dzwigckow.

10.4 Zrédla dzwiekéww muzyce

DZwieki muzyczne moga by¢ wytwarzane przez drgajace struny (gitara, for-
tepian, skrzypce), membrany (kociot, werbel), stupy powietrza (flet, obdj,
organy), drewniane klocki lub stalowe ptytki (marimba, ksylofon) oraz wiele
innych drgajacych ciat. Wigkszo$¢ instrumentéw zawiera wiecej niz jeden
element drgajacy. Na przyktad w skrzypcach w generowaniu dzwigku biorg
udziat zaréwno struny, jak i pudto instrumentu.

e Jak pamigtamy z rozdzialu 17 w napigtej i umocowanej na obu kon-
cach strunie moga powstawac¢ fale stojace, gdy fale biegnagce wzdtuz
struny odbijaja sie od jej koncow. Jezeli dtugosc tych fal jeEt odpo-
wiednio dopasowana do dtugosci struny, to naktadajace sie na siebie
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Tablica 10.3.2: Glosnosci wybranych dzwiekéow (dB)

prog styszalnosci | 0
szum lisci 10
rozmowa 60

koncert rockowy | 110

granica bolu 120

silnik odrzutowy | 130

=t =
5

b}

Rysunek 10.4.1: a) Najprostsza fala stojaca, tworzona przez fale dzwie-
kowe (podtuzne) w rurze, ma strzatki (S) na obu otwartych koncach oraz
wezet (W) w srodku. (Podluzne przemieszczenia, oznaczone na rysunku po-
dwojnymi strzatkami, sa znacznie przesadzone). b) Analogiczna fala stojaca

(poprzeczna) w strunie

152



10.4. ZRODEA DZWIEKOWW MUZYCE

fale biegnace w przeciwnych kierunkach wytwarzaja fale stojaca (mod
drgan). Wymagana do tego dtugosé fali odpowiada czestosci rezonan-
sowej struny. Korzys$¢ z wytwarzania fal stojacych polega na tym, ze
struna drga wowczas z duza i niezanikajaca amplituda, popychajac tam
i z powrotem otaczajace ja powietrze i wytwarzajac w ten sposob fale
dzwigkowa o znacznym natezeniu i o tej samej czestosci co drgania
struny. Taki sposoéb wytwarzania dzwicku ma z oczywistych powoddow
duze znaczenie na przyktad dla gitarzysty. W podobny sposéb mozemy
wytworzy¢ fale stojaca w wypetnionej powietrzem rurze. Fale dzwie-
kowe biegnace w powietrzu wypetniajacym rur¢ odbijaja si¢ na kazdym
jej koncu i biegna z powrotem. (Odbicie nastepuje nawet wtedy, gdy
koniec rury jest otwarty, przy czym wowczas odbicie nie jest catkowite.
jak w przypadku konca zamknietego). Jezeli dtugosé fali dzwigkowe;
jest odpowiednio dopasowana do dtugosci rury, to naktadajace sie na
siebie fale biegnace przez rure w przeciwnych kierunkach wytwarzaja
fale stojaca. Wymagana do tego dlugos¢ fali dzwiekowej odpowiada
czestosci rezonansowej rury. Korzy$é z wytwarzania takich fal stoja-
cych polega na tym, ze powietrze w rurze drga z duza i niezanikajaca
amplituda, emitujac na kazdym otwartym koncu fale dzwickowsq o takiej
samej czestosci co drgania w rurze. Taki sposob wytwarzania dzwieku
ma 7z oczywistych powodéw duze znaczenie na przyktad dla organisty.
Stojace fale dzwiekowe w rurze pod wieloma wzgledami sa podobne
do fal stojacych w strunie. Zamkniety koniec rury, podobnie jak umo-
cowany koniec struny, to miejsce, w ktorym musi by¢ wezet (zerowe
przemieszczenie); z drugiej strony, otwarty koniec rury, analogicznie do
konca struny potaczonego ze swobodnie poruszajacym si¢ pierscieniem,
jak na rysunku 17.19b, to miejsce, w ktérym musi byé strzatka. (W
istocie strzatka przy otwartym koncu rury zlokalizowana jest nieco poza
jej koncem, ale tutaj nie bedziemy rozwazaé takich szczegotow).

e Najprostsza fale stojaca, jaka mozna wytworzy¢ w rurze z dwoma
otwartymi koncami, przedstawiono na rysunku[I0.4.Th. Zgodnie z ocze-
kiwaniem, na kazdym otwartym koncu rury mamy strzatke. Mamy
rowniez wezet w srodku rury. Prostszy sposéb przedstawienia stoja-
cej podtuznej fali dZwiekowej pokazano na rysunku [0.4.1b - mozna ja
zaznaczy¢ jako analogiczngdo niej poprzeczng fale stojaca w strunie.

e Fale stojacg przedstawiong na rysunku I0. 4.1k nazywamy modem pod-
stawowym lub pierwsza harmoniczna. Aby wytworzy¢ taka fale stojaca,
fale dzwiekowe w rurze o dhugosci L musza mie¢ dtugosé okreslong row-
naniem L = \/2, czyli A = 2L. Kilka innych stojacych fal dzwiekowych
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.
n=2 e A = 22 = L
o= 3 — ~ A — 25,3
— - - A = 2Ej4 = L2
ad

Rysunek 10.4.2: Fale stojace w strunie narysowane na tle rur przedstawiaja
stojace fale dZzwigkowe w rurach. a) Gdy oba konice rury sa otwarte, mozliwe
jest wzbudzenie kazdej harmonicznej (patrz takze rysunek [0.41]). b) Gdy
otwarty jest jedynie jeden koniec rury, wzbudzi¢ mozna jedynie nieparzyste
harmoniczne.
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w rurze o obu koncach otwartych przedstawiono - przez analogie do fal
w strunie - na rysunku [[0.4.2h. Druga harmoniczna odpowiada falom
o dhugosci A = L, trzecia harmoniczna falom o dtugosci A = 2L/3 itd.

e Mowiac ogodlnie, czestosci rezonansowe dla rury o dtugosci L, majace]j
obydwa konce otwarte, odpowiadaja dtugosciom fali

2L
A= —, gdzie n=1,2,3,.... (10.4.1)
n

gdzie n-liczba harmoniczna. Zatem czestosci rezonansowe dla rury o
dwdéch koncach otwartych dane sa wzorem

% = %, gdzin =1,2,3,... (rura otwarta) (10.4.2)

UV =

w ktorym v jest predkoscig dzwieku.

e Na rysunku przedstawiono - postugujac sie analogig do fal w
strunie - kilka stojacych fal dzwiekowych, jakie mozna wzbudzi¢ w ru-
rze majacej tylko jeden otwarty koniec. Zgodnie z oczekiwaniem przy
otwartym koncu rury mamy strzatke, a przy zamknietym - wezet. Naj-
prostsza stojaca fala dzwiekowa musi mie¢ dtugosé okreslong przez row-
nanie L = \/4, zatem A = 4L. Dtugos¢ nastepnej z kolei fali stojacej
dana jest réwnaniem L = 3)\/4, zatem wynosi A = 4L/3.

e Mowigc ogodlnie, czestosci rezonansowe dla rury o dtugosci L, majacej
tylko jeden koniec otwarty, odpowiadaja dtugosciom fali spetniajacym

warunek
4L )
A=—, gdzie n=1,3,5,..., (10.4.3)
n

w ktérym liczba harmoniczna n musi by¢ nieparzysta. Zatem czestosci
rezonansowe dane sg wzorem

% = %, gdzi n=1,3,5,..., (jedenkoniecotwarty) (10.4.4)

Podkreslmy jeszcze raz, ze w rurze o jednym koncu otwartym moga wy-
stepowac jedynie nieparzyste harmoniczne. Na przyktad w takiej rurze
nie mozna wzbudzi¢ drugiej harmonicznej, dla ktorej n = 2. Zauwazmy
rowniez, ze w przypadku rury tego rodzaju liczebnik w wyrazeniu typu
"trzecia harmonicznaddnosi sie ciagle do liczby harmonicznej n (nie
chodzi tu o trzecia z kolei mozliwa do wzbudzenia harmoniczna).
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Rysunek 10.4.3: Rodziny saksofonéw i instrumentéw smyczkowych poka-
zuja zwiazek miedzy rozmiarami instrumentu a zakresem czestosci. Zakres
czestosci kazdego instrumentu przedstawiony jest w postaci poziomego paska
wzdluz skali czestoséci na klawiaturze narysowanej u dotu rysunku; czestosé
rosnie od lewej do prawej

156



10.4. ZRODEA DZWIEKOWW MUZYCE

a)

b}

ch

Rysunek 10.4.4: Fale generowane przez a) flet, b) obdj i ¢) saksofon, gdy
gramy na nich te sama nute; tzn. pierwsze harmoniczne maja taka sama
czestosé
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e Rozmiary instrumentu muzycznego odzwierciedlaja zakres czestosci,
dla jakiego dany instrument zostal zaprojektowany; mniejsze rozmiary
oznaczaja wieksze czestosci. Na rysunku [[0.4.3 przestawiono jako przy-
ktad rodziny saksofonéw i instrumentéw smyczkowych oraz ich zakresy
czestosci odniesione do klawiatury fortepianu. Zauwazmy, ze zakresy
czestosci wszystkich instrumentow naktadaja sie¢ na siebie.

o W kazdym uktadzie drgajacym, wytwarzajacym dzwieki muzyczne, czy
to w strunie skrzypiec, czy tez w powietrzu wypetniajacym piszczatke
organowa, zwykle jednoczesnie generowane sa mod podstawowy oraz
jedna lub wigcej wyzszych harmonicznych. W konsekwencji styszymy
je razem jako fale wypadkowa powstajaca w wyniku ich nakladania
si¢ na siebie. Gdy -na réznych instrumentach muzycznych gramy te
sama nute, wytwarzamy te sama czestos¢ podstawowsq oraz roznigce sie
natezeniami wyzsze harmoniczne. Na przyktad czwarta harmoniczna
srodkowego C w jednym instrumencie moze by¢ stosunkowo glosna,
a w innym - stosunkowo cicha lub nawet moze nie wystepowac¢. Po-
niewaz rozne instrumenty wytwarzaja rézne fale wypadkowe, brzmig
one w rézny sposob nawet woéwczas, gdy gramy na nich te samg nute.
Taka sytuacje mamy dla przedstawionych na rysunku [[0.4.4 trzech fal
wypadkowych wytwarzanych przez rézne instrumenty grajace te sama
nute.

10.5 Dudnienia

Jezeli styszymy w odstepie kilku minut dwa dzwigki, ktorych czestosci wyno-
sza, powiedzmy, 552 Hz i 564 Hz, wigkszo$¢ z nas nie jest w stanie odréznic
ich od siebie. Jednakze, gdy oba dzwigki docieraja do nas réwnoczesnie,
styszymy dzwiek o czestosci 558 Hz, rownej sredniej arytmetycznej czestosci
obu oddzialujacych fal. Styszymy rowniez powolne zmiany natezenia tego
dzwicku - dudnienia - powtarzajace si¢ z czestoscia 12 Hz, rowna roznicy
czestosci obu oddziatujacych fal. Zjawisko dudnien przedstawiono na ry-
sunku 18.16. Przyjmijmy, ze zaleznos¢ od czasu przemieszczen zwigzanych z
dwiema falami dzwickowymi w pewnym punkcie opisana jest wzorami

e Przyjmijmy, ze zaleznos¢ od czasu przemieszczen zwigzanych z dwiema
falami dzwiekowymi w pewnym punkcie opisana jest wzorami

S1 = S, COSwit oraz S = S,, COSwat (10.5.1)
przy czym w; > we. Dla uproszczenia zatozyliSmy, ze fale maja takie
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IR

—
CZas

b)

c)

Rysunek 10.5.1: a, b) Zmiany cisnienia Ap wywolane przez dwie fale dzwie-
kowe styszane osobno. Czestosci obu fal sa prawie jednakowe. ¢) Wypadkowe
zmiany cisnienia w przypadku, gdy obie fale styszane sg rownoczeénie
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same amplitudy. Zgodnie z zasada superpozycji wypadkowe przemiesz-
czenie wynosi

§ =81+ S92 = Sp(coswit + coswat). (10.5.2)
poniewaz
1 1
cosa + cos f = 2 cos a(a—ﬁ) Ccos é(a—i—ﬁ), (10.5.3)

mozemy zapisa¢ wypadkowe przemieszczenie jako
1 1
s = 28, cos §(w1 — wy)t cos Q(wl + wo)t. (10.5.4)

Wprowadzajac oznaczenia
1

w = 5(@01 —wy) oraz w= §(w1 + wo) (10.5.5)
mozemy zapisa¢ wyrazenie (I0.5.4]) w postaci
s(t) = [28, cosw't] cos wt. (10.5.6)

Zaloézmy teraz, ze czestosci kotowe wp i we obu oddziatujacych fal sg
prawice jednakowe, co oznacza, iz w wyrazeniu (IIL5.5) mamy w >> w'.
Mozemy woéwcezas uwazaé wzor ([0.5.0) za funkcje cosinus o czestosci
kotowej w i o amplitudzie (ktéra nie jest stata i zmienia sie z czestoscia
kotowa w') opisanej wyrazeniem w nawiasach kwadratowych.

Maksymalna amplituda wystepuje za kazdym razem, gdy czton cosw't
we wzorze ([[0.5.0]) przyjmuje warto$¢ +1 lub —1, co zachodzi dwukrot-
nie w kazdym cyklu funkcji cosinus. Poniewaz czlon cosw't zawiera
czestosé kotowa W, czestosé kotowa wg,y dudnien wynosi wg,g = 2w’
Zatem, korzystajac z ([0.5.5]), mozemy zapisaé

, 1
Waud = 2w = (2) (§> (w1 — w2) = wy — wy (10.5.7)
Poniewaz w = 2v, mozemy powyzsze rownanie przeksztatci¢ do postaci
Viud = V1 — V2 (10.5.8)

Muzycy wykorzystuja zjawisko dudnien do strojenia swoich instrumen-
téw. Jezeli instrument brzmi niezgodnie z czestoscia wzorcowa (na
przyktad z wzorcowym tonem A pierwszego oboju), nalezy stroi¢ go
az do zanikniecia dudnien, a wowczas bedzie dostrojony do wzorca.
W tak muzycznym miescie jak Wieden wzorcowy ton A (440 Hz) do-
stepny jest dla wielu mieszkajacych w tym miescie muzykéw - zaroéwno
profesjonalistéw, jak i amatoréw - jako ustuga telefoniczna.
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10.6 Zjawisko Dopplera

Policyjny radiowoz stoi na poboczu szosy z wtaczong syreng wyjaca z czesto-
Scia 1000 Hz. Jezeli réwniez parkujesz przy tej szosie, to styszysz dzwiek o
tej samej czestosci. Gdy natomiast poruszasz sie wzgledem radiowozu, albo
zblizajac si¢ do niego, albo oddalajac, styszysz dzwick o innej czestosci. Na
przyktad, gdy jedziesz w kierunku radiowozu z predkoscig 120 km /h, styszysz
dzwigk o czestosci wyzszej, rownej 1096 Hz (tj. o 96 Hz wigkszej). Gdy z
kolei oddalasz sie od radiowozu z taka sama predkoscia, styszysz dzwiek o
czestosci nizszej, réwnej 904 Hz (tj. o 96 Hz mniejszej).

e Te zmiany czestosci zwiazane z ruchem sa przyktadami zjawiska Dop-
plera. Zjawisko to zostalo przewidziane (chociaz nie w pelni opisane)
w 1842 roku przez austriackiego fizyka Johanna Christiana Dopplera, a
nastepnie w 1845 roku potwierdzone doswiadczalnie w Holandii przez
Buysa Ballota Zz uzyciem lokomotywy ciagnacej platforme z kilkoma
trebaczami”.

e Zjawisko Dopplera dotyczy nie tylko fal dzwickowych, ale rowniez fal
elektromagnetycznych, w tym mikrofal, fal radiowych i $éwiatta. W tym
paragrafie jednakze bedziemy rozwazalijedynie fale dzwiekowe, biorac
jako uktad odniesienia powietrze - osrodek, w ktorym te fale sie roz-
chodza. Oznacza to, ze bedziemy mierzy¢ predkosci zrodta S fal dzwie-
kowych oraz ich detektora D wzgledem tego osrodka. (Bedziemy naj-
czesciej przyjmowac, ze powietrze jest nieruchome wzgledem ziemi, tak
wiec predkosci mozemy mierzy¢ réwniez wzgledem ziemi). Zaktadamy,
ze zrodto S i detektor D zblizaja si¢ do siebie lub oddalaja od siebie z
predkosciami mniejszymi niz predkosé¢ dzwieku.

e Jezeli detektor lub Zrédto (lub detektor i Zrédlo jednoczesnie) poruszaja
sie, to czesto$é emitowana v i czestosé zarejestrowana v’ wiaze zaleznosé

/ vEup
v =v
V F Vg
gdzie v jest predkoscia dzwickuw powietrzu, vp - predkoscia detek-

tora wzgledem powietrza, a vg - predkoscig zrodta wzgledem powietrza.
Zmaki plus lub minus wybieramy zgodnie z nastepujaca reguta:

(10.6.1)

Jezeli detektor lub zrédto zblizaja si¢ do siebie, znaki ich
predkosci nalezy wybra¢ w taki spsob, by uzyska¢ wzrostcze-
stosci. Jezeli zas detektor lub zrédlo oddalaja sie od siebie,
znaki predkosci nalezy wybra¢ w taki sposéb, by uzyskaé
zmniejszenie czestosci.
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Mowiac krotko, do siebie oznacza wzrost czestosci, a od siebie oznacza
zmniejszanie si¢ cze¢stosci.

e Podamy teraz kilka przyktadoéw zastosowania tej reguty. Jezeli detektor
porusza sie w kierunku Zrodta, to aby uzyskaé wzrost czestosci, nalezy
w liczniku wyrazenia (I0.6.1]) postawi¢ znak plus. Jezeli detektor od-
dala si¢ od zrodta, to aby uzyska¢ zmniejszenie czestosci, stawiamy w
liczniku znak minus. Gdy za$ jest on nieruchomy, podstawiamy war-
tos¢ zero zamiast vp. Jezeli zrodto porusza sie w kierunku detektora, to
aby uzyska¢ wzrost czestosci, nalezy w mianowniku wyrazenia (I0.6.1])
postawic¢ znak minus. Jezeli Zrodto oddala sie od detektora, to aby uzy-
ska¢ zmniejszenie czestosci, stawiamy w mianowniku znak plus. Gdy
za$ jest ono nieruchome, podstawiamy wartos¢ zero za vg.

Wyprowadzimy teraz wzory opisujace zjawisko Dopplera dla dwéch przy-
padkéw szczegdlnych, a nastepnie wyprowadzimy ogélny wzér (I0.6.1]). Oto
te przypadki:

1. Gdy detektor porusza si¢ wzgledem powietrza, a zrédto jest nieru-
chome, ruch powoduje zmiane czestosci, z jaka detektor napotyka czota
fali, i w konsekwencji zmiane rejestrowanej czestosci fali dzwiekowej.

2. Gdy zrédto porusza sie wzgledem powietrza, a detektor pozostaje w
spoczynku, ruch powoduje zmiane dlugosci fali dzwiekowej i w konse-
kwencji zmiane rejestrowanej czestosci (jak pamietamy, czesto$é zwia-
zana jest z dtugoscia fali).

10.6.1 Ruchomy detektor, nieruchome zrédtlo

e Na rysunku [0.6.1] detektor D - symbolizowany przez ucho - porusza
sie z predkoscia vp w kierunku nieruchomego zrédta S, wysytajacego
fale kulista o dtugosci fali A i czestosci v, rozchodzaca sie w powie-
trzu z predkoscia dzwicku v. Na rysunku przedstawiono kolejne czota
fali odlegte od siebie o jedna dlugos¢ fali. Rejestrowana czestosé jest
to szybko$¢, z jaka detektor D napotyka kolejne czota fali (odlegte od
siebie o jedna diugosci fali). Gdyby detektor byt nieruchomy, szyb-
kos¢ bytaby rowna czestosci v, ale poniewaz porusza si¢ on naprzeciw
czotom fali, szybkos¢ ich napotykania jest wieksze i, co za tym idzie,
rejestrowana czestosé¢ v jest wieksza niz v.

e Rozpatrzmy na poczatek sytuacje, gdy detektor jest nieruchomy. W
czasie t czota fali przesung sie w prawo na odlegtosé vt. Liczba dtugosci
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Rysunek 10.6.1: Nieruchome zrédto dzwieku S emituje fale o sferycznych
czotach (przedstawionych na rysunku co jedna dtugosé fali) rozchodzace sie
zpredkoscia v. Symbolizowany przez ucho detektor dzwigku D porusza sie z
predkoscia vp w kierunku zrédta. Ze wzgledu na swoj ruch detektor rejestruje
fale o wiekszej czestosci
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v
v, 2
e
Ar
- g gyt
a) = 1i
T
=
—] A
)

Rysunek 10.6.2: Czola fali: a) docieraja do detektora D, poruszajacego sie
im naprzeciw, i b) mijaja go; w czasie t czota fali pokonuja odlegtosé¢ vt w
prawo, a detektor D - odlegtos¢ vpt w lewo

fali mieszczacych sie w odcinku vt rowna jest liczbie czot fali napoty-
kanych przez detektor w przedziale czasu t i wynosi vt/\. Szybko$¢, z
jaka detektor napotyka kolejne czota fali, czyli rejestrowana czesto$¢ v
dana jest wzorem

_ut/A v

- 10.6.2
: 3 (10.6.2)

v

W takim przypadku, tj. gdy detektor jest nieruchomy, zjawisko Dop-
plera nie zachodzi - czestos¢ fali rejestrowana przez detektor D jest
rowna czestosci fali wysyltanej przez zrodlo S.

e Powr6émy teraz do sytuacji, gdy detektor D porusza sie w kierunku
cz6t rozchodzacej sie fali (rys. [[0.6.2)). W czasie t czota fali przesung
sie - jak poprzednio - w prawo na odlegtosé¢ vt, natomiast detektor
przesunie sie w lewo na odlegtoé¢ vpt. Tak wiec w czasie t czota fali
przesuna sic wzgledem detektora na odlegtos¢ rowna vt + vpt. Liczba
dhugosci fali mieszczacych sie w tym wzglednym przesunieciu vt + vpt
rowna jest liczbie czot fali napotykanych przez detektor D w czasie t i
wynosi (vt +vpt)/\. Szybkosé, z jaka w tej sytuacji detektor napotyka
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kolejne dtugodci fali, odpowiada czestosci v° danej wzorem

S (vt +wvpt)/A  v+wvp
- t A

Ze wzoru (I0.6.2) mamy A = vr, Zatem wyrazenie (I0.6.3) mozemy
zapisa¢ w postaci

(10.6.3)

/ v+ Up v+ Up
vV = =V

v/v v

(10.6.4)

. .o . . ’ / . , . .o
Zauwazmy, iz w wyrazeniu (I0.6.74]) czestosé v musi by¢ wieksza niz v,
chyba ze vp = 0 (co odpowiada nieruchomemu detektorowi).

e Podobnie mozemy wyznaczy¢ czestos¢é obserwowang przez detektor D
oddalajacy sie od zrodta. W tej sytuacji w czasie t czota fali pokonuja
wzgledem detektora odleglo$é vt — vpt, a czestosé v dana jest wzorem

’ UV —Up

— 10.6.5
v =v ” ( )

. .. . . 7’ 7 ’ . V4 . . ..
Zauwazmy, iz w wyrazeniu (I0.6.5) czestosé v musi by¢ mniejsza niz
v, chyba ze vp = 0.

e Mozemy potaczy¢ wzory (I0.6.4) i (I0.6.5) i otrzymac

/ v+ up
vV =v

- (10.6.6)

10.6.2 Ruchome zrédlo, nieruchomy detektor

Niech detektor D bedzie nieruchomy wzgledem osrodka i niech Zrodlo S
porusza si¢ w kierunku detektora D z predkoscia vg (rys[I0.6.3)). Ruch Zrédta
S powoduje zmiane dlugosci emitowanych przez nie fal dzwickowych i w
konsekwencji zmiane czestosci rejestrowanej przez detektor D.

e W kierunku przeciwnym do ruchu zrédta S diugosé fal X" wynosi vT +
vgT. Detektor D odbierajacy te fale zarejestruje czesto$é v dana wzo-
rem

/ v
Vv =V

10.6.
v+ vg (106.7)

W tym przypadku czestoéé v’ musi byé¢ mniejsza niz v, chyba ze vg = 0.

e Mozemy potaczyé¢ wzory (10.6.6) i (I0.6.7):

’ v
vV =V
vV F vg

(10.6.8)
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Rysunek 10.6.3: Detektor D jest nieruchomy, a zrédto S porusza sie w jego
kierunku z predkoscia vg. Czoto fali Wy odpowiada chwili, gdy Zzrédto znaj-
dowato sie w punkcie S1, a czoto fali W5 - chwili, gdy zrédto byto w punkcie
S;. W chwili przedstawionej na rysunku zrédto znajduje sie w punkcie S.
Detektor odbiera wigksza czestosé. gdyz poruszajace si¢ zrodto. goniac czota
wysytanych przez siebie fal, wysyta w kierunku swojego ruchu fale o mniejsze;j

dtugosci (X)

10.6.3 Ogdlny wzoér dla zjawiska Dopplera

e Wyprowadzimy teraz ogdlny wzér dla zjawiska Dopplera, zastepujac
czesto$é zrodla v we wzorze ([0.6.8)) zwiazana z ruchem detektora cze-
stodcig v’ ze wzoru ([0G.H). W rezultacie otrzymujemy ogdlny wzér

dla zjawiska Dopplera (I0.6.1]).

e Ogolny wzor stosuje sie nie tylko wtedy, gdy zaréwno detektor, jak i
zrodto sa w ruchu, ale takze w obu omdéwionych wyzej przypadkach
szczegolnych. W przypadku gdy detektor jest w ruchu, a zrodto w
spoczynku, podstawienie vg = 0 sprowadza wzér (I0GI) do wypro-
wadzonego wyzej wzoru [IIL6.H). Z kolei, gdy Zrédio jest w ruchu, a
detektor w spoczynku, podstawienie vp = 0 sprowadza wzér (I0.G.T])
do wyprowadzonego wyzej wzoru (I0.6.8). Tak wiec wzér (I0.6.1]) wart
jest zapamietania.
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10.6.4 Nawigacja nietoperza

e Nietoperze orientuja sie w przestrzeni i poluja, wysylajac, a nastep-
nie odbierajac odbite fale ultradzwiekowe. Sa to fale o czestodciach
wyzszych niz dzwigki styszalne przez cztowieka. Na przyktad nietoperz
podkowiec emituje fale o czestosci 83 kHz, czyli znacznie wyzszej od
granicy styszalnosci ludzkiego ucha, wynoszacej okoto 20 kHz.

e Fala wyemitowana przez nozdrza nietoperza moze odbié si¢ od ¢my, a
nastepnie powroci¢ do ucha nietoperza. Ruch nietoperza i ¢my wzgle-
dem powietrza powoduje, ze czestos¢ styszana przez nietoperza rozni
si¢ o kilka kilohercow od czestosci, jaka on emituje. Nietoperz automa-
tycznie przetwarza te réznice na predkosé ¢my wzgledem niego samego
i dzieki temu moze nakierowaé sie na ¢me.

e Niektore ¢my unikaja ztapania, odlatujac w bok od kierunku, z ktorego
stysza fale ultradzwiekowe. Taki wybor toru lotu redukuje roznice cze-
stosci miedzy falg emitowang a styszana przez nietoperza, w wyniku
czego nietoperz moze nie zauwazy¢ echa. 7 kolei niektore inne ¢my
unikaja ztapania, generujac wtasne fale ultradzwickowe i zaktdcajac w
ten sposob system detekcyjny nietoperza. (O dziwo ¢my i nietoperze
robia to, nie ukonczywszy wezesniej studiow na fizyce).

10.7 Predkosci naddzwiekowe i fale uderze-
niowe

Gdy zZrodlo porusza sie w kierunku nieruchomego detektora z predkoscia
réwna predkosci dzwigku - tzn. gdy ve = v — z réwnan ([0.6.7]) i (I0.6.6)
wynika, ze obserwowana czesto$¢ v' bedzie nieskoniczenie wielka. Oznacza
to, iz zrodto porusza sie tak szybko, ze dotrzymuje kroku sferycznym czotom
fali wysyltanym przez siebie - rysunek [0.7.Th. Co sie stanie, gdy predkosé
zrodta przekroczy predkosé dzwieku?

e Przy takich predkosciach naddzwiekowych réwnania (I0.6.7]) i (I0.6.6)
sie nie stosujg. Na rysunku [0.7.Ib przedstawiono sferyczne czota fal
wysylanych ze zrodta znajdujacego si¢ w réznych punktach. Promien
kazdego czota fali na tym rysunku wynosi vt, gdzie v jest predkoscia
dzwieku, a t - czasem, jaki uptynat od chwili, gdy Zrodto wystato fale
reprezentowang przez dane czoto. Zauwazmy, iz w rzucie na plaszczy-
zne pokazanym na rysunku I0.7.Ib czota wszystkich fal skupiajg sie
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powicrzchnia
storka Macha

a) by Vgt

Rysunek 10.7.1: a) Zrédlo dzwieku S porusza sie z predkoseia vg réwna pred-
kosci dzwigku, czyli z taka sama predkoscia, jak generowana przezen fala. b)
Zrodto dzwieku S porusza sie z predkoscia vg wieksza od predkosci dzwieku,
czyli szybciej niz czota fali. Gdy Zrédto znajdowato si¢ w punkcie Sy, wyge-
nerowalo fale o czole Wy, a w potozeniu Sy fale o czole Ws. Wszystkie fale
rozchodzg sie z predkoscia v, a ich sferyczne czota skupiaja sie na powierzchni
stozkowej zwanej stozkiem Macha, tworzac fale uderzeniowa. Powierzchnia
stozka jest styczna do wszystkich czot fali, a kat rozwarcia tego stozka wynosi

20.

wzdtuz obwiedni w ksztatcie litery V. W rzeczywistosci czota fali roz-
ciggaja sie na trzy wymiary, a ich rzeczywiste skupienie tworzy stozek
zwany stozkiem Macha. Méwimy, ze na powierzchni tego stozka wyste-
puje fala uderzeniowa, gdyz skupienie cz6t fali powoduje nagty skok lub
spadek cisnienia powietrza, gdy powierzchnia stozka przechodzi przez
jakis punkt. Z rysunku [[0.7.Ib widzimy, ze kat © (réwny potowie kata
wierzchotkowego stozka), zwany katem Macha, dany jest wzorem

t
Sin@ = —— = = (10.7.1)
Ugt Vs

e Tloraz vg/v nazywamy liczba Macha. Jezeli ustyszymy, ze jakis samo-
lot leciat z predkoscia 2.3 M (czyli liczba Macha wynosita 2.3), oznacza
to, iz podczas lotu jego predkosé byta 2.3-razy wicksza od predkosci
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Rysunek 10.7.2: Fala uderzeniowa wytwarzana przez skrzydta odrz utowca
Navy FA18. Jest ona widoczna gdyz gwattowny spadek cidnienia powietrza
w fali uderzeniowej powoduje kond ensacje czasteczek wody w powietrzu i
powstanie mgty

dzwicku w powietrzu. Fala uderzeniowa generowana przez samolot nad-
dZzwiekowy lub pocisk (rys. [0T2) wytwarza silny impuls dZzwiekowy,
zwany gromem dzwickowym, w ktorym cisnienie powietrza gwattow-
nie rosnie, a nastepnie gwaltownie spada ponizej normalnej wartosci,
po czym powraca do normalnego poziomu. Dzwiek styszany podczas
wystrzatu z broni palnej czesciowo pochodzi z gromu dzwickowego ge-
nerowanego przez pocisk. Grom dzwickowy mozna réwniez ustyszeé
przy strzelaniu z bata; w koncowej fazie tej sztuczki koniec bata po-
rusza sie szybciej niz dzwiek i wytwarza niewielki grom dzwiekowy -
strzat z bata.
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Rozdziat 11

Zjawiska cieplne i zasady
termodynamiki

Zjawiska cieplne odczuwamy nieustannie zmystem dotyku. Wrazenie ciepta i
zimna s tymi najbardziej podstawowymi pojeciami, ktérymi charakteryzu-
jemy stan fizyczny jakiegos uktadu, a ktérym moze by¢ cokolwiek z naszego
otoczenia.

11.1 Temperatura

Temperatura jest jedng z podstawowych wielkosci fizycznych uktadu SI. W
tej konwencji SI temperature T mierzymy w Kelwinach, ktore sa jednostkami
ze skali Kelwina,

11.1.1 Zerowa zasada termodynamiki

e Jezeli jakies ciato pozostaje z otoczeniem bardzo dlugo w kontakcie
cieplnym, ustaja wszelkie przeptywy ciepta i ustala si¢ stan réwnowagi
termodynamiczne;j.

e Jezeli ciata A i B sg w réwnowadze termodynamicznej z trzecim ciatem
T, to sa takze w réwnowadze termodynamicznej miedzy soba.

e Pojecie réwnowagi termodynamicznej ma wszystkie whasnosci relacji
roOwnowaznosci.

e Temperatura jest wielkosciag fizyczna, ktora w abstrakcyjnym sformu-
towaniu, charakteryzuje klasy réwnowaznosci uktadow pozostajacych
w réwnowadze termodynamiczne;j.
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Cisnienie

b

Ciato
state
=

Punkt

Punikd krylyczny
potrany
Gaz
—
Temperatura

Rysunek 11.1.1: Punkt potréjny wody

11.1.2 Pomiary temperatury

e Aby zdefiniowa¢ skale temperatur, musimy wybra¢ jakis uktad i przypi-
sa¢ wartosci numeryczne charakterystycznym stanom termodynamicz-
nym tego uktadu. MoglibySmy wybra¢ moment zamarzania lub wrzenia
wody, ale by ten stan byt okreslony jednoznacznie wybieramy punkt po-
trojny wody. Temperatura punktu potréjnego zostata przyjeta, ze jest
rowna 1), = 273.16 K.

11.1.3 Termometr gazowy

e Termometr gazowy jest termometrem wzorcowym dla skali Kelwina.

e Temperatur¢e mierzymy, odczytujac ci$nienie na manometrze i przeli-
czamy wedtug wzoru

T = 273162 (11.1.1)
Dp
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TSI

L

L

Rysunek 11.1.2: Termometr gazowy

gdzie p, = 611.73 Pa jest ci$nieniem w punkcie potrojnym wody.

11.2 Cieplo i praca

7 obserwacji codziennych wiemy, ze jezeli temperatura jakiegos ciata T;, jest
wyzsza od temperatury otoczenia T, to cialo to bedzie sie ochtadzaé¢ prze-
kazujac ciepto do otoczenia, az do zréwnania temperatur osiggajac stan row-
nowagi termodynamicznej. Obserwowana zmiana temperatur jest wynikiem
zmiany energii wewnetrznej uktadu, na ktoérg sktada si¢ energia kinetyczna i
potencjalna atoméw, czasteczek i innych mikroskopowych sktadnikéw mate-
rii.

11.2.1 Pierwsza zasada termodynamiki

e Cieplo jest energig przekazywang miedzy uktadem a otoczeniem, spo-
wodowang réznicg temperatur.
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Energia wewngtrzna

Rysunek 11.2.1: Energia wewnetrzna ciala

Energia moze by¢ wymieniana miedzy uktadem i otoczeniem, w dowol-
nym kierunku, poprzez wykonywanie pracy.

Poniewaz ciepto, tak jak i praca, jest forma wymiany energii, dlatego
w ukladzie ST jednostka ciepta jest dzul (J).

Tradycyjna jednostka ciepta jest kaloria (cal). Do ogrzania 1g wody o
1K, potrzebne ciepto jest rowne jednej kalorii.

Te dwie jednostki ciepta wiaze ze soba zaleznos¢

lecal = 4.1860J

Pierwsza zasada termodynamiki mowi, ze zmiana energii wewnetrznej
AU uktadu jest suma wykonanej pracy W i przekazanego ciepta @)

AU = AW + AQ (11.2.1)
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Rysunek 11.2.2: Pierwsza zasada termodynamiki

Energia
WEWNELrzna

U

e Energia wewnetrzna jest funkcja termodynamiczng, zas ciepto i praca
funkcjami termodynamicznymi nie sa, bo te zmiany zalezg od drogi.
W postaci rézniczkowej wzoér [1L.2.T] mozna zapisaé jako

AU = 6W + 6Q (11.2.2)

e Gdy uktad pod dzialaniem sit zmieni swoja objetos¢ o AV, wtedy
zostanie wykonana praca

AW = —pAV (11.2.3)

e Praca zdefiniowana w rownaniu [[1.2.3] jest dodatnia, gdy uktad w kto-
rym panuje ci$nienie p jest przez sily zewnetrzne skompresowany i
zmiana objetosci AV jest ujemna.
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TERMODYNAMIKI
J
g°C
4.220 +
4.200 -+
4.186J = 1cal
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\ \ \
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temperatura°C

Rysunek 11.2.3: Ciepto wtasciwe wody
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11.2.2 Pojemno$¢ cieplna i cieplo wtasciwe cial

Roézne substancje zmieniaja roznie swoja temperature, gdy ich energie we-
wnetrzna zmieniamy taka sama iloscia ciepta.

e Pojemnos¢ ciata jest to wielkos¢ fizyczna zdefiniowana w ponizszy spo-

soOb AO
C=—— 11.24
AT ( )
e (Cieplo wlasciwe jest to pojemnos¢ cieplna przypadajaca na jednostke
masy ciata.
1 AQ
= —— 11.2.5
T mAT ( )

e 7 definicji pierwotnej kalorii ciepto wtasciwe wody jest rowne

leal 1J
- 4186
M0 = 1100 lg 1K

11.2.3 Ciepto molowe cial

o Gdy wnikamy w atomows strukture cial, wygodnie jest wyraza¢ wiel-
kos¢ probki w molach

e Mol to jedna z siedmiu podstawowych jednostek w konwencji SI

e Jeden mol to liczba atoméw w probee wegla 2C' o masie 12 g. Jest ona
rowna liczbie Avogadra N,. Doswiadczalnie uzyskano wartosé

N,y =6.02-10%

e W 1819 roku Dulong i Petit odkryli, ze ciepta molowe wszystkich sub-
stancji z nielicznymi wyjatkami osiagaja wartosci 6¢cal/mol - K w pod-
wyzszonych temperaturach. Ta uderzajaca prawidlowos¢ ma duze zna-
czenie dla czasteczkowej teorii materii

11.3 Roéwnanie stanu gazéw doskonatych

Poznalismy trzy wielkosci termodynamiczne V', p i T', ktére beda nam po-
trzebne do opisu wlasnosci termicznych takich uktadéw w stanie gazowym
jak wodor, azot, tlen, metan, gazy szlachetne jak cho¢by hel czy neon, ale
takze i bardziej egzotyczny gaz jak chocby szesciofluorek uranu.
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blokada
blokada

T+ AT

objetosSE

Rysunek 11.2.4: Przemiana izochoryczna
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11.3. ROWNANIE STANU GAZOW DOSKONALYCH

11.3.1 Prawo Boyle’a-Mariotte’a

e Najwczesniej odkryte prawo dotyczy zachowania gazu w przemianie
izotermicznej. Znane jako prawo Boyle’a-Mariotte’a, odkryte zostato
przez irlandzkiego naukowca Roberta Boyle’a, a niezaleznie od niego w
1676 roku przez Francuza Edme Mariotte’a. Méwi, ze w statej tempe-
raturze objeto$¢ V' gazu o pewnej masie, jest odwrotnie proporcjonalna
do jego ci$nienia p.

pV = const. (11.3.1)

11.3.2 Prawo Avogadra

e Amadeo Avogadro, opublikowalt jako pierwszy w 1811 roku prawo na
podstawie licznych doswiadczen, ze niezaleznie od rodzaju gazu, ob-
jetosé jaka wypetliaja gazy pod tym samym cisnieniem i w takiej sa-
mej temperaturze, jest proporcjonalna do ilosci atomow lub czasteczek.
Prawo Avogadra jest spelnione tym doktadniej, gdy zachowanie gazu
jest coraz blizsze zachowaniu gazu doskonatego.

e Avogadro zmierzyt, ze dla 1 mola gazéw w warunkach normalnych ob-
jetosé ta wynosi 22.4 litra.

e Jean Perrin w 1909 roku zaproponowal by liczbe czasteczek w 1 molu
gazu N4 nazywal stalg Avogadra. Od tego czasu, wykonane zostato
dziesiatki pomiaréw liczby Avogadra, z ktérych wynika ponizsza war-
tosé

N, = 6.02214179(30) - 10*

11.3.3 Prawo Charles’a

e Prawo Charles’a (1787) opisuje przemiane izochoryczna (przy stalej
objetosci) gazu i stwierdza, ze podczas przemiany stosunek cisnienia
gazu do jego temperatury jest staty

% = const. (11.3.2)

11.3.4 Prawo Gay-Lussaca

e Prawo Prawo Gay-Lussaca (1802) opisuje przemiane izobaryczna (przy
staltym ci$nieniu) gazu i stwierdza, ze podczas przemiany stosunek ob-
jetosci gazu do jego temperatury jest staty:

v
e const. (11.3.3)
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11.3.5 Prawo Clapeyrona

e Roéwnanie stanu gazu doskonatego, to rownanie stanu opisujace zwia-
zek pomiedzy temperatura, ciSnieniem i objetoscig gazu doskonalego.
Sformutowane zostato w 1834 roku przez Benoita Clapeyrona. Prawo
to mozna wyrazi¢ wzorem

pV =nRT (11.3.4)

e W réwnaniu [[1.3.4] symbole stojace po prawej stronie réwnosci ozna-
czaja:
n - liczba moli gazu (bedaca miara liczby czasteczek rozwazanego gazu)
R - stala gazowa

R =18.314J/(mol - K) = 1.991cal/(mol - K)
T - temperatura (bezwzgledna)
T[K] = tC] + 273.15

11.3.6 Wspodlczynnik Scisliwosci gazéw

Wspélezynnik $cidliwosci gazéw mozemy zdefiniowaé¢ obserwujac zmiany ob-
jetodci gazu, na skutek zmiany temperatury, pod stalym cinieniem. Ale
mozemy tez te obserwacje poczyni¢ obserwujac zmiany cisnienia, w stalej
objetosci.
e Objetosciowy wspotezynnik Scisliwosci jest zdefiniowany wzorem
1dv

= —— 11.3.
W= var (11.3.5)
Z réwnania Clapeyrona [1.3.4 mamy
T dV
V=nR— — = R— 11.3.6
il ( )
a stad
1
= _ 11.3.7
Pv=r ( )
e (Cidnieniowy wspotezynnik Scisliwosci znajdziemy podobnie
1 dp 1
11.3.8

e Poniewaz temperatura punktu potréjnego wody wynosi {5 = 0°C, co
odpowiada na skali bezwzglednej Ty = 273.16 dlatego

BVO = ﬁpo !

= — 11.3.
273.16 (11.3.9)
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/

z

Rysunek 11.4.1: Kinetyczny model gazu

11.4 Kinetyczna teoria gazu doskonatego

Wiemy, ze gaz tworza atomy lub czasteczki, ktore poruszaja sie chaotycznie
w roznych kierunkach. Cisnienie gazu na $cianki naczynia, jest skutkiem
zderzen czasteczek od tych Scianek, a energia kinetyczna tych czasteczek i
ich energia potencjalna daja wktad do energii wewnetrzne;j.

11.4.1 Ciénienie, temperatura i energia kinetyczna czg-
steczek

e Na rysunku IT.4.1] widzimy czasteczke o masie m... i predkosci v, ktora
zderza sie ze Sciankg naczynia. O takich zderzeniach zaktadamy, ze sa
elastyczne, w wyniku ktorych czasteczki zmieniaja sktadowa normalna
predkodci na przeciwng. Zmiana ta jest rowna

(—mevz) — (—Mev,) = —2me, v, (11.4.1)
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7, zasady zachowania pedu wnioskujemy, ze ped scianki po takim zde-
rzeniu zmienia si€ 0 2Mm., v, .

W czasie At ze $cianka zderza sie te czasteczki, ktore znajduja sie od
Scianki w odlegtosci nie wiekszej niz v, At. Z elementem Scianki o po-
wierzchni AS, zatem zderza sie te czasteczki ktore wypelniaja element
o objetosci ASv,At i zmierzaja w jej kierunku

Ped przekazywany elementowi $cianki AS w czasie At jest rowny

1 N
Ap, = QAS v AL (2m,v,) n—VA (11.4.2)
nNa

W réwnaniu [TA2 54 oznacza ilo§¢ czasteczek, ktora przypada na

jednostke objetosci. V' jest objetoscia catego naczynia.

Poniewaz z drugiej zasady Newtona wynika, ze sita jest rowna AApt””
dlatego ci$nienie jest réwne
Ap, 1 niN
=2l 2 (11.4.3)

P="Ar Ag ~ Mty

Dla dowolnej czasteczki v* = v? —I—vs +v2. Poniewaz liczba czasteczek w
naczyniu jest rzedu liczby Avogadra, a wszystkie one poruszaja sie cha-
otycznie we wszystkich kierunkach, predkosé v? zastapimy ich érednia
z kwadratu predkodel < 02 >= 1 <v? >

W ten sposéb rownanie [[T1.4.3] przybiera nastepujaca postac
1 9o mme Ny 1 o nM 1 9
=<V > — =<V > ==-<V > 11.4.4
P=3 Vv 3 vV o3 po L4

Zauwazmy, ze m., N4 to masa molowa M gazu (masa jednego mola

gazu), zas % = p oznacza jego mas¢ wlasciwa.

Poréwnajmy to rownanie [1.4.4] z réwnaniem Clapeyrona [1.3.4]

pV = énmczNA <v®>

(11.4.5)
pV =nRT

7 poréwnania w [I1.4.5 widzimy, ze energia kinetyczna czasteczki jest
rowna

1 , 3R._ 3
— = ——T = kT 11.4.
5Mes < v > >N, 5 ( 6)
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e W rownaniu [I1.4.0] k£ oznacza stalg Boltzmanna, ktora w fizyce staty-
stycznej petni fundamentalna role

R J
k=— =1.3806488 - 10~ 2= 11.4.7
N Ve ( )

e Roéwnanie [1.4.6 méwi nam, ze w gazie doskonalym o temperaturze
T wszystkie czasteczki - niezaleznie od masy - majg sredniag energi¢
kinetyczna, rowna %kT.

11.4.2 Cieplto molowe gazéw doskonalych

e Molowe ciepta wtasciwe przy statej objetosci:

Tablica 11.4.1: Ciepto molowe C'y,

Czasteczka Gaz Cy[J/mol - K]

Jednoatomowa | doskonaty %R =12.5

He 12.5
Ar 12.6
Dwuatomowa | doskonaty gR = 20.8
N, 20.7
Oq 20.8

Wieloatomowa | doskonaty 3R =249
NH, 29.0

COq 29.7

e Dla gazéw doskonatych energia wewnetrzna jest po prostu sumg energii
kinetycznych czasteczek. Jesli w probcee gazu jest n moli, to jego energia
wewnetrzna wynosi

3 3
U =nNaghT = SnRT (11.4.8)
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e Energia wewnetrzna U 1 mola gazu doskonatego zalezy tylko od tem-
peratury gazu; nie zalezy ona od zadnej innej wielkosci opisujacej jego
stan.

e Jezeli probke gazu ogrzejemy w statej objetosci, to nie zostanie wy-
konana zadna praca i dostarczone ciepto jest rowne zmianie energii
wewnetrznej, dlatego

_AQ AU 3 J

Cy = - _ZR—125—" _ 11.4.9
VTAT AT 2 mol - K ( )

e Mozemy energi¢ wewnetrzng dowolnego gazu doskonalego zapisa¢ row-
niez w nastepujacej postaci, z zaleznoscia od ilosci stopni czasteczki w
cieple wiasciwym CYy,

U =nCyT (11.4.10)

o Jezeli gaz podgrzewamy przy stalym cisnieniu, dostarczajac mu ciepta
AQ), to jego energia wewnetrzna zmieni sie takze poniewaz gaz wykona

prace AW = —pAV.

e Molowe ciepto wtadciwe C), w tym procesie znajdziemy w nastepujacy
sposob

AQ AU - AW
AT AT
Zaleznosé [[T4T1] pomiedzy molowym cieptem wlasciwym Cy i C, do-
brze zgadza si¢ z wynikami eksperymentalnymi nie tylko dla gazéw
jednoatomowych, ale dla wszystkich gazéw, o ile ich gestosci sa dosta-
tecznie male, by mozna je byto uwazaé za gazy doskonate.

C, = —Cy+R (11.4.11)

11.5 Entropia i druga zasada termodynamiki

Czas ucieka wiecznos¢ czeka, miniony czas nigdy nie wraca - gtosza madrosci
ludowe. Bo czas porzadkuje zdarzenia ktore sie dzieja wokot nas, i wiele zda-
rzen zachodzi w okreslonej kolejnosci nigdy nie moga nastepowaé¢ w odrotnym
porzadku.

11.5.1 Przyktady przemian nieodwracalnych

e Zjawiska w przyrodzie, w ktorych przemiany sa jednokierunkowe w
czasie nazywamy nieodwracalnymi, co znaczy tyle, ze nie mozna od-
wroci¢ kierunku przemian za pomoca nieskonczenie matych zmian w
otoczeniu.
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wbctad ZAWOT FAamknicty
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Rysunek 11.5.1: Rozprezanie swobodne gazu. a) Gaz jest zamkniety w lewej
czedci zbiornika w ostonie adiabatycznej. b) Po otwarciu zaworu gaz wypetnia
caly zbiornik. Zjawisko to jest nieodwracalne. Gaz nigdy samorzutnie nie
zbierze sie znowu w lewej czesci zbiornika

e W przemianach nieodwracalnych nie jest w zaden sposéb tamana za-
sada zachowania energii. Mimo ze zasada zachowania energii jest za-
chowana, pewne przemiany sa niecodwracalne. To nie energia wyznacza
kierunek proceséw nieodwracalnych. Decyduje o nim inna wielkos¢ fi-
zyczna - jest nig zmiana entropii AS uktadu.

e W przemianie nieodwracalnej w uktadzie zamknietym entropia zawsze
ro$nie - nigdy nie maleje.

e Entropia rézni si¢ od energii tym, ze nie musi by¢ zachowana, mimo ze
uktad jest zamknigty.
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11.5.2 Zmiana entropii

e Zmiane entropii uktadu, w przemianie od stanu poczatkowego do kon-
cowego, definiujemy w nastepujacy sposob:
k

AS =S, — S, = / ? (11.5.1)

p

e Aby wyznaczy¢ zmiane entropii w przemianie nieodwracalnej zacho-
dzacej w ukltadzie zamknietym, nalezy stan poczatkowy i koncowy po-
laczyé przemiang odwracalng i skorzystaé¢ ze wzoru L5l Jest to
mozliwe, poniewaz entropia, podobnie jak energia wewnetrzna, jest tez
termodynamiczng funkcja stanu uktadu.

11.5.3 Entropia jako funkcja stanu

e Entropia, podobnie jak ci$nienie, energia wewnetrzna czy temperatura,
jest tez parametrem stanu uktadu, czyli nie zalezy w stanie koncowym,
od sposobu w jaki uktad do tego stanu zostat sprowadzony.

e Dla gazu doskonatego, mozna znalez¢ doktadna funkcje stanu takze dla
entropii.

e Skorzystamy z pierwszej zasady termodynamiki, podstawiajac za prace
dW = —pdV, za$ z energie wewnetrzng dU = nCydT'1:

AU = dQ + dW
(11.5.2)

dQ = pdV + nCydT

e Korzystajac z rownania gazu doskonaltego, mozemy zastapi¢ p = nRT/V.
Dzielac nastepnie obydwie strony rownania [I1.5.2 przez T', otrzymamy
aQ — _dV drT

e Catkujemy nastepnie miedzy stanem poczatkowym i koncowym:

k k k
dQ dVv dT

p p p
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Rysunek 11.5.2: Gaz rozpreza sie izotermicznie w sposob kontrolowany od
stanu poczatkowego do stanu koncowego, doktadnie takimi samymi jak w
zjawisku na rysunku [T5.7]
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e Po lewej stronie rownania [1.5.4] mamy zmiane entropii, a po prawej
catkowanie, ktére mozna wykona¢ analitycznie:

1% T
AS =S, — Sp=nRIn— +nCyln= (11.5.5)
Vo T,

e Zmiana entropii AS dana réwnaniem [[T.5.0 w przemianie izotermicz-
nej, jest dodatnia gdy gaz si¢ rozpreza. Oznacza to, ze przemiana jest
nieodwracalna. Gdy gaz zostal sprezony, entropia maleje, gaz moze
samorzutnie wroci¢ do stanu poczatkowego, a to oznacza ze przemiana
jest odwracalna.

e Podobna dyskusje mozna przeprowadzi¢ dla przemiany izochorycznej.

11.5.4 Druga zasada termodynamiki

e Entropia uktadu zamknietego wzrasta w przemianach nieodwracalnych
i nie zmienia si¢ w przemianach odwracalnych. Entropia uktadu w
ostonie adiabatycznej nigdy nie maleje.

AS >0 (11.5.6)

11.5.5 Silniki cieplne i cykl Carnota

e Silnik cieplny wykonuje prace mechaniczng pobierajac energie z oto-
czenia w postaci ciepta.

e W silniku idealnym substancja robocza jest gaz doskonaly i wszyst-
kie procesy sa odwracalne. W silniku idealnym nie ma strat energii
spowodowanych tarciem lub turbulencja.

e W silniku Carnota ze zbiornika o wysokiej temperaturze T do
substancji roboczej naptywa energia w postaci ciepta (). Substancja
robocza oddaje energie w postaci ciepta () do chtodnicy o tempera-
turze T,. Cykl sklada sie z dwoch izoterm (ab) i (ed), oraz dwoch
adiabat (bc) i (da). Zacieniowane pole jest réwne pracy W wykonane;
na otocznie w przez silnik w jednym cyklu.

e Poniewaz energia wewnetrzna w zamknietym cyklu nie zmienia si¢ bo
jest funkcjg stanu, z pierwszej zasady termodynamiki wynika, ze praca
W jest rowna:

W =1Qq| — Q7| (11.5.7)
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Rysunek 11.5.3: Silnik Carnota

e Entropia, podobnie jak energia wewnetrzna w zamknietym cyklu nie
zmienia sie bo jest tez funkcjag stanu, dlatego

_ 1Qal 1@z _

AS = ASg + ASy T, T,

0 (11.5.8)

e Sprawnos¢ silnika Carnota 7 jest zdefiniowana jako stosunek wykonanej
pracy do pobranego ciepta i wynosi

w QA . Y]
_w 1z 11.5.9
=100 " 00 T T T (115.9)

e Nie jest mozliwy zaden cigg przemian, ktérego jedynym skutkiem by-
toby pobranie ciepta i caltkowita zamiana go na prace.

e W chlodziarce Carnota wszystkie przemiany przebiegaja w tym samym
cyklu, ale w przeciwnym kierunku.
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Rozdzial 12

Zjawiska elektrostatyczne

Wszechobecne elektrony, ujawnity sie cztowiekowi w starodawnych czasach,
gdy po tym jak pocierajac kawatek bursztynu zauwazyt, ze bursztyn przy-
ciaga skrawki stomy. Dlatego wyraz elektron wywodzi si¢ od greckiego stowa
bursztyn.

F
“\k - r-:'.J"-_:'-"___-_-____-_-H' e -"'-_-_-.-;::'
EEEERE — sehklo AT saklo
. ﬁ*}?@ﬁ#ﬁﬁ{: ﬂm'}_ _ ____f_—_li- = plastik
- 2 =
a) b)

Rysunek 12.0.1: Dwa naladowane prety. a) Dwa prety sie odpychaja, gdy
sa natadowane tadunkami tego samego znaku. b) Dwa prety sie przyciagaja,
gdy sa natadowane tadunkami o przeciwnych znakach.
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12.1 Yradunek elektryczny

Ladunek elektryczny jest wlasciwoscig czastek elementarnych z ktorych zbu-
dowana jest otaczajaca nas materia.

G 11 92 @—>
F

F

a ) odpychanie

'Q_,e q1 q; e—}D
0 F

_'Fl'ﬂ e _-—:;:‘]

e b) odpychanie
f_|ﬂ'-|2"+'l'“|',,,!$+ . obojetny pret
; R:F_ miedziany 1 @P—> +—1
i F -F
naladowany plastik ¢) przyciaganie

Rysunek 12.1.1: Pret metalowy jest przyciagany przez natadowany pret
plastikowy. Ladunki r6znoimienne si¢ przyciagaja. a) Ladunki dodatnie od-
pychaja sie. b) Ladunki ujemne odpychaja sie. ¢) Ladunki ujemne i dodatnie

przyciagaja sie.

e Neutralne elektrycznie ciata zawieraja taka sama ilos¢ tadunkéw ujem-
nych i dodatnich. Elektryzowanie si¢ ciat to zjawisko, w ktorym na-
tadowane czastki, najczesciej elektrony, przemieszczaja sie z jednego
ciata do drugiego,

e Ladunki elektryczne jednoimienne odpychaja sie, a réznoimienne od-
pychaja sie.

e Okreslenia “dodatni” i “ujemny” to konwencja zaproponowana przez
Benjamina Franklina, wedlug ktorej elektron ma tadunek ujemny a
proton dodatni.

e W metalach sa elektrony ktéore moga sie dosé¢ swobodnie poruszaé¢ po
calym materiale. Takie substancje nazywamy przewodnikami. Prze-
wodnikami sa m.in. woda z kranu, czy tez ciato ludzkie.
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LEADUNEK ELEKTRYCZNY

[zolatorami sg takie substancje jak czyste szkto, czy tez plastik, bo nie
ma w tych materialach tadunkéw swobodnych.

Potprzewodniki, np. krzem i german, s materiatami posrednimi mie-
dzy przewodnikami i izolatorami. Na tych materiatach opiera sie wspot-
czesna technologia mikroelektroniczna.

W niskich temperaturach metal takie jak rte¢ staja sie nadprzewod-
nikami. FElektrony w takich materiatach maja catkowita swobode w
poruszaniu sie.
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12.2 Prawo Coulomba

Dwie czastki o tadunkach ¢; i ¢ oddziatuja na siebie réwnymi sitami, prze-
ciwnie skierowanymi zgodnie z trzecig zasada Newtona.

e S e i A S,

Rysunek 12.2.1: Prawo Coulomba

—

Flg =k——= _F‘Zl

q1G2T12

r? T

(12.2.1)

Z historycznych wzgledéw staty wspotezynnik k& w réwnaniu [2.2.7] zapisuje

sie jako k =
TE€Q

i w konwencji SI ma wartos¢

k

4mreg

=8.99-10° N -m?/C?
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12.2. PRAWO COULOMBA

12.2.1 Zasada superpozycji

Gdy mamy do czynienia z kilkoma natadowanymi ciatami, site wypadkowa
obliczamy dodajac wektorowo poszczegdlne sity.

&
R R TS ————
b

Rysunek 12.2.2: Dipol elektryczny

Przyktad . Dipol elektryczny sklada sie z dwoch tadunkow +Q i —Q odda-
lonych od siebie o . Obliczmy site jaka jest wywierana na dodatni tadunek q
umieszczony na symetralnej dipola, tak jak pokazano na rysunku 1223

Rozwigzanie

e 7 podobienstwa trojkatéw mamy
F

B

e Korzystajac z prawa Coulomba otrzymamy

o Wielko$¢ fizyczna

jest momentem dipolowym
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12.2.2 Pole elektryczne

Site dziatajaca na jednostkowy tadunek punktowy ¢ dodatni, nazywamy wek-
torem natezenia pola elektrycznego

(12.2.3)

e Natezenie pola elektrycznego wokot tadunku punkowego @) znajdziemy
z prawa Coulomba

— k- (12.2.4)

Rysunek 12.2.3: Linie sit pola elektrycznego wokot tadunku dodatniego i
ujemnego

e Natezenie pola elektrycznego wokot dipola elektrycznego z rysunku
12.2.2] wynosi

4
E = kﬁ (12.2.5)
Pole elektryczne maleje z szescianem odlegltosci od dipola.

e Linie sit pola zaczynaja si¢ zawsze na tadunkach dodatnich, a koncza
na tadunkach ujemnych.
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Rysunek 12.2.4: Linie sit pola elektrycznego wokét dwdch tadunkéw punkto-
wych jednoimiennych i réznoimiennych

12.2.3 Strumien pola elektrycznego

Strumien pola elektrycznego ® g przenikajacy przez ptat powierzchni S jest
dany catka po tej powierzchni z iloczynem skalarnym E - i jako funkcjg

podcatkows
@E://E-dgz//EcosadS (12.2.6)
S S

Rysunek 12.2.5: Strumien pola elektrycznego przenikajacy ptat powierzchni
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12.3 Prawo Gaussa

e Jesli policzymy strumien pola elektrycznego przenikajacy sfere wokot
tadunku punktowego () otrzymamy

IdS

Rysunek 12.3.1: Strumien pola elektrycznego wokét tadunku punktowego

Oy = 47?/E7“2d7“ = 47T/k:%7“2dr =47kQ = Q (12.3.1)
r

€o

e Catkowity strumien pola elektrycznego przez zamknigta powierzchnie
jest rowny catkowitemu tadunkowi wewnatrz tej powierzchni podzielo-

nemu przez €gp.
by = //E d§- @ (12.3.2)
0

€
S=0V

o Gdy catkowity tadunek wewnatrz powierzchni zamknietej jest réwny
zeru, to strumien tez jest roOwny zeru; oznacza to, ze tyle samo linii
przenika do wnetrza ile przenika na zewnatrz powierzchni.
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Rysunek 12.3.2: Powierzchnie zamkniete wokot uktadu tadunkow

e Na rysunku [[2.3.2] strumien przez powierzchni¢ 1 jest dodatni, przez
powierzchnie 2 jest ujemny, a strumien przez powierzchnie 3 jest rowny
zeru.

12.3.1 Izolowany przewodnik

e W przewodnikach tadunki elektryczne moga si¢ porusza¢ swobodnie.
Ladunki takie beda sie przemieszczaé dopoty, dopoki nie zniknie pole
wewnatrz przewodnika.

e Poniewaz wewnatrz dowolnej powierzchni zamknietej w przewodniku
pole elektryczne jest rowne zeru, z twierdzenia Gaussa wynika, ze i
tadunek musi by¢ rowny zeru wewnatrz przewodnika. Nadmiar tadunku
w przewodniku gromadzi sie na jego powierzchni.

e Ekran metalowy chroni przed polem elektrostatycznym. Michael Fara-
daya, w roku 1830, zademonstrowat ekranujace dziatanie puszki wyko-
nanej z siatki metalowej.
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Rysunek 12.3.4: Puszka Faradaya

200



12.3. PRAWO GAUSSA

12.3.2 Sfera naladowana jednorodnie

Rysunek 12.3.5: Sfera o promieniu R natadowana jednorodnie tadunkiem @)

e Aby obliczy¢ natezenie pola elektrycznego E na zewnatrz sfery, gdy
r > R, wybieramy sferyczng powierzchnie Gaussa o promieniu r, jak
na rysunku [[2.3.5] 7 prawa Gaussa wynika, ze

f EdS = E4nr? = Q

€o

e Stad znajdujemy natezenie pola elektrycznego E na zewnatrz sfery

1 Q
E = — 12.3.3
deg r? ( )

Wzor [2.3.3] jest taki jak gdyby caly tadunek znajdowal sie w srodku
sfery.

e Natezenie pola elektrycznego wewnatrz sfery jet réwne zero, bo caly ta-
dunek jest na powierzchni sfery. Jesli zdefiniujemy gesto$¢ powierzch-
niowg tadunku jako

Q Q

S ArR?

(12.3.4)
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na powierzchni sfery natezenie pola jest réwne
o

E(r=R)=— (12.3.5)

€o

e Zatem pole elektryczne na powierzchni jest nieciggle i zmienia sie sko-
kowo o wartos¢ proporcjonalng do powierzchniowej gestosci tadunku

12.3.3 Kula natadowana jednorodnie

7 \\
7/
< R N
/ \
/ \
l \
| S 1S
\ S ]
\ S~al
N /
N Cd
~ -~
-~ -

Rysunek 12.3.6: Kula o promieniu R natadowana jednorodnie tadunkiem ()

e Natezenie pola elektrycznego E na zewnatrz kuli, gdy r > R, liczymy
podobnie jak dla sfery. Wynik dany jest réwnaniem [12.3.3

e 7 prawa Gaussa wynika, ze wewnatrz kuli, » < R, natezenie pola jest
rowne
1 Q,

= (12.3.6)

b, = 5
dmeg T

e Poniewaz kula natadowana jest jednorodnie, tadunek @), wewnatrz sfery
0 promieni 7 jest rowny

13

Qr=Qi =0 (%)3 (12.3.7)
3
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Rysunek 12.3.7: Natezenie pola elektrycznego dla kuli natadowanej jedno-
rodnie

e Podstawiajac [2.3.1 do I2.3.6 otrzymamy, ze natezenie pola elektrycz-
nego wewnatrz kuli dane jest wzorem

1 Q

r — a7
4dmey R3

(12.3.8)
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12.3.4 Ptlaszczyzna natladowana jednorodnie

Rysunek 12.3.8: Natezenie pola elektrycznego dla ptaszczyzny natadowanej
jednorodnie tadunkiem powierzchniowym o

e 7/ prawa Gaussa dostajemy

pas = 2%
€0
e a stad
o
E=_— (12.3.9)
260

e Jesli mamy dwie nieskonczone ptytki réwnolegle, jak to przedstawia
rysunek [12.3.9] natezenie pola elektrycznego miedzy nimi znajdziemy
tatwo rowniez korzystajac z prawa Gaussa
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A A A A A A 4 A

Rysunek 12.3.9: Natezenie pola elektrycznego dla dwéch ptaszezyzn natado-
wanych jednorodnie tadunkiem powierzchniowym o i —o

e W obszarze 1-szym mamy

B=2 4 ( J ) —0 (12.3.10)

T2\ 26

e W obszarze 2-gim mamy

B=24+2-2 (12.3.11)

260 260 €0
e W obszarze 3-cim mamy
o o

Er={(— — =0 12.3.12
! ( 260) * 260 ( )

12.4 Potencjal elektryczny

Pole sit elektrycznych podobnie jak pole sit grawitacyjnych jest zachowawcze.
Dlatego energia potencjalna pola elektrycznego ma sens i jest tez dobrze
zdefiniowana wielkoscig fizyczna
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Zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami, roéznica energii potencjalnej
E, pomiedzy punktami A i B jest réwna pracy (ze znakiem minus)
wykonanej przez sity zachowawcze przy przemieszczaniu ciata od A do
B i wynosi
B
E,(B) — E,(A) = —Wap = —/F g (12.4.1)
A

Poniewaz sita jest iloczynem tadunku i natezenia pola, F = qﬁ, dlatego

B
E,(B) — Ey(A) = —Wap = —q/fz - dF (12.4.2)
A

Potencjal elektryczny definiujemy jako energie potencjalna pola elek-
trycznego przypadajaca na p jednostkowy tadunek.

V(@) = 2o (12.4.3)

Jednostka potencjatu elektrycznego jest wolt (V); 1V =1 J/C

Potencjal pola tadunku punktowego () mozemy otrzymac¢ natychmiast
z prawa Coulomba
1Q

:47Tr

Vi(r) (12.4.4)
Obliczony potencjat okresla prace potrzebna do przeniesienia jednost-
kowego tadunku z nieskonczonosci na odlegto$¢ r od tadunku ). Po-
tencjal jest charakterystyka wtasna pola elektrycznego.

Czesto postugujemy sie pojeciem réznicy potencjatéw, czyli napieciem
(oznaczanym U). Réznica potencjatléw miedzy dwoma punktami A i
B jest rowna pracy potrzebnej do przeniesienia w polu elektrycznym
tadunku jednostkowego (probnego) ¢ pomiedzy tymi punktami. Wyra-
zenie na réznice potencjaléw otrzymamy bezposrednio ze wzoru
dzielac to réwnanie obustronnie przez ¢

B
Upa = V(B) — V(A) = _W;B __ /E dF (12.4.5)
A
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e Potencjal elektryczny jest wielkoscia skalarna. Gradient z potencjatu
(inaczej, spadek) daje nam wektor natezenia pola elektrycznego ( ze

znakiem minus)

E(F) = —VV(F) (12.4.6)

e Wzor [12.4.0] w zapisie na sktadowych ma postac

%
Bl =%
ov
E,(F) = 5y (12.4.7)
. ov

¥ 3
Kﬁ
' T i I'

Rysunek 12.4.1: Powierzchnie ekwipotencjalne (linie przerywane) i linie sit
pola (linie ciagte): a) tadunku punktowego, b) dipola elektrycznego; linie
ekwipotencjalne oznaczaja przeci¢cia powierzchni ekwipotencjalnych z ptasz-

czyzna rysunku

e Kierunek pola elektrycznego w dowolnym punkcie odpowiada kierun-
kowi wzdtuz ktérego potencjal spada najszybciej co oznacza, ze linie
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sit pola sg prostopadte do powierzchni ekwipotencjalnych. Zostato to
zilustrowane na rysunku [2Z4.7] gdzie pokazane sg powierzchnie ekwi-
potencjalne, oraz linie silt pola: a) tadunku punktowego, b) dipola elek-
trycznego.

Pokazalismy, ze tadunek umieszczony na izolowanym przewodniku gro-
madzi si¢ na jego powierzchni i ze pole E musi by¢ prostopadte do po-
wierzchni; gdyby istniata sktadowa styczna do powierzchni to elektrony
przemieszczatyby sie. Jezeli pole E wzdtuz powierzchni przewodnika
rowna sie zeru to réznica potencjatéw tez rowna sie zeru, VV = 0.
Oznacza to, ze powierzchnia kazdego przewodnika w stanie ustalonym
jest powierzchnia statego potencjatu (powierzchnia ekwipotencjalna).
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12.4.1 Potencjal jednorodnej sfery i kuli

Jako przyktad rozwazaliémy réznice potencjatow miedzy powierzchniami i
srodkiem sfery o promieniu R natadowanej jednorodnie tadunkiem Q).

V(r)

kQ/r

E(r)

kKQ/R?

Rysunek 12.4.2: Zaleznos¢ potencjatu i natezenia pola elektrycznego od od-
legtosci do srodka sfery

e PokazaliSmy w paragrafach[[2.3.21i[12.3.3] ze pole elektryczne wewnatrz
natadowanej sfery (r < R) jest réwne zeru F = 0. Oznacza to, ze
roznica potencjatow tez jest réwna zeru, Vg — V4 = 0, wiec potencjat
w $rodku jest taki sam jak na powierzchni sfery.
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e Na zewnatrz (dla r > R) potencjal jest taki jak dla tadunku punkto-
wego skupionego w srodku sfery i jest dany rownaniem [12.3.3]

e Zaleznos¢ potencjatu i odpowiadajacego mu natezenia pola od odlegto-
sci do érodka natadowanej sfery jest pokazana na rysunku [I12.4.2]

12.4.2 Potencjal dipola elektrycznego

Potencjat dipola elektrycznego policzymy jak dla kazdego uktadu tadunkow,
sumujac potencjaly od poszczegolnych tadunkow.

A

Rysunek 12.4.3: Dipol elektryczny

e Potencjal w punkcie P pochodzi od tadunkéw +@Q i —@Q), dlatego
1 (Q Q> o Q ro—m

dmeg \ 11 7o 4meg 1179

V=V,+V_= (12.4.8)

e Dla dipola, mozemy zastapi¢ ro — r; ~ lcos© i riry ~ r2. Wyrazenie
na potencjat przybiera postac

Q lcos® 1 pcos©

2 2

dmeg 1

= 12.4.9
dmeg T ( )
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e Tak jak poprzednio, () = pl oznacza moment dipolowy

12.5 Pojemnosé elektryczna i kondensatory

Energie pol zachowawczych mozna magazynowaé¢ w postaci energii poten-
cjalnej. Dla sit sprezystych mozemy energie magazynowaé Sciskajac, lub
rozciagajac sprezyne, sprezajac gazy, a dla sit grawitacyjnych pietrzac wode
w zbiornikach. Mozna tez magazynowaé energie pol elektrycznych tadujac
kondensatory.

Rysunek 12.5.1: Dwa przewodniki odizolowane od siebie i otoczenia tworza
kondensator. W kondensatorze naladowanym przewodzace oktadziny maja
tadunki o takich samych wartosciach, ale o przeciwnych znakach.

e Poniewaz oktadziny kondensatora przewodnikami, dlatego ich powierzch-
nie sg powierzchniami ekwipotencjalnymi. W kondensatorze natadowa-
nym tadunek () zgromadzony na oktadzinie i r6znica potencjatow U na
oktadzinach, sg do siebie proporcjonalne, mozemy to zapisa¢ jako:

Q=CU (12.5.1)
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e Stala proporcjonalnosci C' nazywamy pojemnoscia kondensatora.
e Jednostka pojemnosci w konwencji SI jest farad (F).

1 kulomb 1 C
lwolt 1V

1 farad=1F =

e W praktyce najczedciej spotykane sa podwielokrotnosci farada, takie
jak 1 uF =109 F, czy 1 pF = 1072 F .

12.5.1 Kondensator ptlaski

e Kondensator ptaski jest zbudowany z dwéch metalowych ptytek row-
nolegtych o powierzchniach S i oddalonych od siebie o d. Ze wzoru

Rysunek 12.5.2: Kondensator ptaski

M2.3 1T mamy
U—db - a2 (12.5.2)

a stad

(12.5.3)

o Wzor [12.5.3 nie miatby tak prostej postaci, gdyby czynnik 47 zostat
usuniety z prawa Coulomba. Byt to jeden z powodow dlaczego w prawie
Coulomba statg elektrostatyczna zapisano w postaci “zracjonalizowa-

nej“, a mianowicie k = -
€Y
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e Ponadto, wzor[I2.5.3pozwala wyrazi¢ przenikalnos¢ bezwzgledna prézni
eg w jednostkach czesciej uzywanych przez inzynieréw w elektrotech-
nice, a mianowicie:

F F
€ =8.85-10712 — =885 2~ (12.5.4)
m m

12.5.2 Kondensator walcowy

Rysunek 12.5.3: Kondensator walcowy

e Kondensator walcowy przedstawiony na rysunku zbudowany jest
z dwoch wspotosiowych cylindrow metalowych. Zaktadamy, ze dtugosé
cylindréw jest duzo wigksza od ich érednicy. Z prawa Gaussa mamy,
pomijajac strumien przez podstawy cylindra:

Q =eFES =¢eE(2nrL) (12.5.5)
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o 7 [12.5.5 wyznaczamy E
q

B 2mwegLr

i znajdujemy napiecie miedzy cylindrami

(12.5.6)

Q dr
2megL r
b

U=V, -V, = (12.5.7)

e Ze definicji pojemnosci () = C'U otrzymujemy ostatecznie:

L
C= 27T€0—b (12.5.8)
In —
a

12.5.3 Kondensator kulisty

e Przekrdj przez kondensator kulisty jest taki sam jak dla kondensatora
walcowego, na rysunku [2.5.31 Z prawa Gaussa mamy:

Q= eES = e¢gE(4nr?) (12.5.9)
o 7 wyznaczamy E
1 @Q
E = — 12.5.10
d7rey r2 ( )
i znajdujemy napiecie miedzy powlokami sferycznymi:
Q r dr Q b—a
U=V, —V,=— — = 12.5.11
b drey ) 1?2 4dmwey ab ( )
b
e Ze definicji pojemnosci () = C'U otrzymujemy ostatecznie:
b
C= 47re0ba (12.5.12)

e Jesli z promieniem powloki zewnetrznej przejdziemy do nieskonczono-
sci, b — oo, otrzymamy pojemnos¢ kuli o promieniu R = a, ktora moze
by¢ postrzegana jako kondensator z druga oktadzing w nieskoniczonosci

o potencjale zero
C =4reR (12.5.13)
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12.6 Baterie kondensatorow

Rysunek 12.6.1: Rézne rodzaje kondensatorow

12.6.1 Proste uklady kondensatoréow

e Baterie kondensatorow potaczonych w jakis obwod, mozemy zastapic
kondensatorem réwnowaznym, o takiej samej pojemnosci zastep-
czej, jak cata bateria.

215



ROZDZIAY 12. ZJAWISKA ELEKTROSTATYCZNE

e Na rysunku [I2.6.2 przedstawiono dwa uktady kondensatoréw potaczo-
nych a) réwnolegle i b) szeregowo.

L

{
i Cz Cg
Mi C1 Q
‘ %
A

-

L
o)

L
')

G 1 |C3q
‘{ L }‘
AR

Rysunek 12.6.2: Uktady kondensatoréw potaczonych réownolegle i szeregowo

e Kondensatory potaczone réwnolegle mozna zastapi¢ kondensatorem row-
nowaznym o tadunku catkowitym @ = Q1 + Q2 + --- i takiej samej
roznicy potencjatow U = AV

Q=0Q14+ Q@+ = (Ci+Co+--)U=CU (12.6.1)
skad
C=C+Cy+--- (12.6.2)
e Kondensatory potaczone szeregowo mozna zastapi¢ kondensatorem row-
nowaznym o takim o tadunku catkowitym @) = @1 = Q2 = - - - i réznicy
potencjatow U = AV; + AV +---=U; + Uy + - - -
1 1 Q
U=U+Uy+---= — =+ | == 12.6.3
1+ Uz + Q@ <C1 + 02 + ) C ( )
skad
1 1 1
— =+ — 4 12.6.4
coa o (12.6-4)

12.6.2 Energia pola elektrycznego

e W procesie tadowania kondensatora, elektrony przemieszczaja si¢ z jed-
nej oktadziny na druga. Zewnetrzna sita wykonuje przy tym prace,
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ktora jest réwna zmianie energii potencjalnej (ze znakiem ujemnym)

Q

W= /dW - /U(q)dq = [ Lgg=-% (12.6.5)

e Energia zmagazynowana w kondensatorze jest réwna zatem

1Q? 1
Ep=W=-" =_0U? 12.6.
=W 50 20(/ (12.6.6)

o Wzor[12.6.6 jest stuszny dla kazdego kondensatora bez wzgledu na jego
geometrie.

e Dla kondensatora ptaskiego mozemy tatwo policzy¢ energie zmagazy-
nowang na jednostke objetosci

Lp _ _ 4t _ L g
v =943 84 — 3¢ 2€0E (12.6.7)

Ep Ep 10U* 1 (U)2 1
- — _
d
e Ostatni wzor [[2.6.7 wart jest zapamietania, bo jest on prawdziwy bez
wzgledu na 7zrodto pola elektrycznego. Moéwi nam, ze jezeli w jakims$
miejscu istnieje pole elektryczne o natezeniu E, to gestosc¢ energii e,
zmagazynowana w tym polu wynosi

1
ep = §€0E2 (12.6.8)
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12.7 Kondensatory z dielektrykiem

Gdy przestrzen miedzy oktadzinami kondensatora wypelimy dielek-
trykiem, na przyktad olejem mineralnym lub plastykiem, doswiadczenie
pokazuje, ze pojemnos¢ kondensatora zwigksza si¢ €, razy.

C
— —¢ 12.7.1
o= (127.1)
Wielkosé €, nazywamy wzgledng przenikalnosciq elektrycznego lub stata
dielektryczng.

Gdy pomiedzy oktadziny kondensatora wlozymy ptytke z dielektryka,
i napiecie bedziemy utrzymywaé staly, wtedy tadunek na oktadzinie
zwieksza sie €, razy; gwarantuje nam to wzor () = CU. Pamietamy, ze
pojemnos¢ kondensatora C' zwiekszyla sie €, razy. Dodatkowy tadunek
bierze sie ze zrédla napiecia, do ktérego jest podtaczony kondensator,

W obszarze wypetnionym materiatem o przenikalnosci elektrycznej e,,
wszystkie rownania elektrostatyki modyfikujemy zastepujac €y przez
€r€Q.

Ladunek @) w dielektryku wytwarza wiec natezenie pola elektrycznego,
ktore otrzymamy z prawa Coulomba w nastepujacej postaci zmodyfi-
kowanej

I q

E(r) = — 12.7.2
(r) 47e, € 12 ( )

Zmiane pojemnoéci kondensatora mozna wyttumaczy¢ zachowaniem sie
czasteczek dielektryka w polu elektrycznym. Na przyktad w wodzie,
czasteczki maja trwaly moment dipolowy, tak jak to przedstawia rysu-

nek 02711

W zerowym polu momenty dipolowe sa zorientowane przypadkowo tak
jak pokazano na rysunku [[2.7.2h. Natomiast po umieszczeniu w polu
elektrycznym trwate momenty dipolowe daza do ustawienia zgodnie z
kierunkiem pola, a stopien uporzadkowania zalezy od wielkosci pola i
od temperatury Natomiast momenty indukowane sg réwnolegte do kie-
runku pola. Caty material w polu E zostaje spolaryzowany. Spolaryzo-
wany zewnetrznym polem F dielektryk (umieszczony w natadowanym
kondensatorze) jest pokazany na rysunku [2Z7.2b.
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Rysunek 12.7.1: Czasteczka wody H-,O sktada sie z trzech jader otoczonych
chmurami elektronowymi. Dipolowy moment elektryczny p jest w doét, w
strone dodatnio naladowanych jonéw wodorowych.

e Zwrdéémy uwage, ze wewnatrz dielektryka tadunki kompensuja sie, a
jedynie na powierzchni dielektryka pojawia si¢ nieskompensowany ta-
dunek ¢'. Eadunek dodatni gromadzi sie na jednej, a ujemny na drugiej
powierzchni dielektryka tak jak pokazano na rysunku [2Z7.2c. Ladu-
nek ¢ jest zgromadzony na oktadkach, a ¢ jest tadunkiem indukowanym
na powierzchni dielektryka. Te indukowane tadunki wytwarzaja pole
elektryczne E przeciwne do pola E, pochodzacego od swobodnych ta-
dunkéw na oktadkach kondensatora. Wypadkowe pole w dielektryku
E, = E' + FE, ma ten sam kierunek co pole F ale mniejszg wartosc.
Pole zwigzane z tadunkiem polaryzacyjnym ¢ nosi nazwe polaryzacji
elektrycznej.

o Gdy dielektryk umiescimy w polu elektrycznym to pojawiajq sie induko-
wane tadunki powierzchniowe, ktore wytwarzajg pole elektryczne prze-
ciwne do zewnetrznego pola elektrycznego.

e Zastosujemy teraz prawo Gaussa do kondensatora wypetnionego die-
lektrykiem. Dla powierzchni Gaussa zaznaczonej na rysunku [[2.7.2)
linia przerywana otrzymujemy

/

fEdS - (12.7.3)

€o

Poniewaz pole E jest jednorodne A4I12.7.2] otrzymamy

q—q
€o

ES =

(12.7.4)
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a stad

(12.7.5)

| -
| =
-

Rysunek 12.7.2: Polaryzacja dielektryka w polu elektrycznym a) Dielektryk
niespolaryzowany b) spolaryzowany c) rozktad tadunku

e Pojemno$¢ kondensatora, ktory zostal wypetniony dielektrykiem wy-
nosi wiec
q q q €S q

N S S S d— . 12.7.
C AV FBd q-q d q_q,Co (12.7.6)

e 7 rownania [2.7.6] otrzymamy, dzielac jego strony przez Cy koncowy
wynik:
C
Z =1 (12.7.7)
Co q—q

e Porownujac pole elektryczne w kondensatorze ptaskim bez dielektryka
E = — z wartoscia dang rownaniem [[2.7.5 widzimy, ze wprowadzenie

605

dielektryka zmniejsza pole elektryczne €, razy (indukowany ladunek
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daje pole przeciwne do pola od tadunkéw swobodnych na oktadkach -
rysunek [2.7.2k), co mozemy zapisa¢ jako:

q

FE =
€605

(12.7.8)
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Rozdziat 13

Prad i1 obwody elektryczne

Gdy ciata naladowane elektrycznie wprawimy w ruch, wtedy zaobserwujemy
wiele nowych zjawisk, ktore w ostatnich dziesiecioleciach zrewolucjonizowaty
nasza cywilizacje.

13.1 Prad elektryczny

Bedziemy rozpatrywac tadunki w ruchu. W rozwazaniach uwage skupiamy na
ruchu tadunkéw w przewodnikach takich jak na przyktad druty miedziane.
W takich metalach jak miedz, bez pola elektrycznego elektrony swobodne
poruszaja si¢ przypadkowo we wszystkich kierunkach. Duzieje si¢ tak, bo
elektrony w zderzeniach z atomami przewodnika i miedzy soba zmieniajac
swojg predkosc¢ i kierunek ruchu tak jak to dzieje sie z czasteczkami gazu w
zamknietym zbiorniku.

e Jezeli rozpatrzymy przekrdj poprzeczny S przewodnika, jak na rysunku
317 to elektrony w chaotycznym ruchu cieplnym przechodzg przez te
powierzchnie w obu kierunkach i wypadkowy strumien tadunkéw przez
te powierzchnie jest rowny zeru. Przez przewodnik nie ptynie prad.
Ruchowi chaotycznemu nie towarzyszy przeptyw pradu.

e Prad elektryczny to uporzadkowany ruch tadunkéw. Wymusza go, réz-
nica potencjatéw AV (napiecie) pomiedzy koficami przewodnika, ktorej
towarzyszy pole elektryczne E. Pole elektryczne dziala sita F' = —|e|E
na tadunki, wymuszajac ich ruch w kierunku przeciwnym do pola E.

e W ruch chaotyczny elektronéw zostaje wprowadzony porzadek i érednia
ich predko$¢ nie jest rowna zeru. W przewodniku ptynie wypadkowy
prad elektryczny.

223



ROZDZIAL 13. PRAD I OBWODY ELEKTRYCZNE

S
5ok,
e

E

Rysunek 13.1.1: W przewodniku, pole elektryczne dziata na elektrony sity
F = —|e|E ktora wymusza ich ruch w kierunku przeciwnym z predkoscia
unoszenia v,.

e Jedli tadunek dg przenika przez plaszezyzne (np. w przekroju aa’) w
czasie dt, to natezenie pradu I przez ten przekrdj jest zdefiniowane
wzorem

dq

=
dt

(13.1.1)

e 7 zasady zachowania tadunku wynika, ze natezenie pradu w dowolnym
przekroju przewodnika jest takie samo.

e Jednostka natezenia pradu w uktadzie SI jest amper (A), réwny kulom-
bowi na sekunde:

1 amper = 1 A = 1 kulomb na sekunde = 1C / 1s.

e Ladunek przeptywajacy przez jakis przekrdj w przedziale czasowym
(0,t) znajdziemy calkujac natezenie pradu I(t), ktére moze zmieniaé

sie w czasie:
t

g = /I(t)dt (13.1.2)

0
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e Natezenie pradu jest skalarem i podobnie jak strumien pola elektrycz-
nego moze przyjmowac wartosci dodatnie jak i ujemne, w zaleznosci od
tego, w ktore strone przez dany przekrdj prynie prad. Kierunek pradu
elektrycznego jest przeciwny do kierunku ruchu elektronéw, ze wzgledu
na ujemny tadunek elektronow.

13.1.1 Gestos¢é pradu elektrycznego

e Aby opisaé strumien pradu elektrycznego lokalnie postuzymy sie wekto-
rem gestosci pradu elektrycznego I Wektor ten zdefiniowany jest tak,
ze jego iloczyn skalarny z elementem powierzchni dS daje natezenie
pradu tak jak pokazuje to rysunek

I = /}- ds (13.1.3)

S

Rysunek 13.1.2: Linie pradu w przewodniku sa styczne do wektorow gestosci
pradu
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e Jak juz powiedzieliSmy wczesniej, w nieobecnosci zewnetrznego pola
elektrycznego elektrony w metalu poruszaja sie chaotycznie we wszyst-
kich kierunkach. Natomiast w zewnetrznym polu elektrycznym elek-
trony uzyskuja $rednig predko$¢ unoszenia v,.

e Jezeli n jest koncentracja elektronow to ilos¢ tadunku dq przeptywa-
jacego przez przekroju poprzeczny dS w czasie dt jest rowna ilosci ta-
dunku ktéry znajduje si¢ w odlegtosci od przekroju dS nie wigkszej niz
[ = v,dt, dlatego

dq = endSv,dt (13.1.4)

d
e Poniewaz d—z = jdS, z réwnania [[3.1.5 wynika nastepujacy wzor na
wektor gestosci pradu
j=env, (13.1.5)

e We wzorze iloczyn ne, jest gestoscia tadunku elektrycznego no-
$nikow, w uktadzie SI wyrazona w kulombach ma metr szescienny
(C'/m?). Dla dodatnich no$nikéw iloczyn ne jest dodatni i dlatego wek-
tor gestosci pradu i wektor predkosci unoszenia maja ten sam kierunek;
dla elektronow kierunki te sg przeciwne, bo iloczyn ne jest ujemny.

13.1.2 Opér elektryczny i prawo Ohma

e Prawo Ohma:

Natezenie pradu, ktory ptynie przez opornik jest proporcjonalne do
przyltozonej réznicy potencjatéw (napiecia). Wspotezynnik proporcjo-
nalnosci nie zalezy od wielkosci przytozonego napiecia.

e Jezeli przytozymy to samo napiecie do koncéw preta metalowego i preta
szklanego, o podobnych ksztaltach, to popltyna w nich prady o bar-
dzo réznych wartosciach. Przyczyna tych roznic sa bardzo rézne elek-
tryczne wlasnosci tych pretow z metalu i szkta; wlasnoscia ta jest opor

elektryczny (rezystancja) bedacy charakterystyka wlasna materialow.
Opor elektryczny R jest zdefiniowany wzorem:

U=RI (13.1.6)
e Jednostka oporu elektrycznego w uktadzie SI jest jeden om (Q2), czyli
lom =1 =1 wolt na amper = 1 V/A
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e Opor zalezy od geometrii opornika jak i materiatu z ktérego zostat wy-

konany. Zamiast oporu elektrycznego, by scharakteryzowac tylko wta-
snosci materialowe wprowadzamy opor elektryczny wiasciwy p, ktory
jest charakterystyka lokalng, zdefiniowany nastepujacym wzorem:

E = pj (13.1.7)

Zwiazek pomiedzy wzorem [I3.1.5]i 13.1.6] dla przewodnika z jednorod-
nego materiatu o dtugosci [ i statym przekroju S, pozwala nam zapisac
rOWnos¢é 7

U=RI= pgl = Fi (13.1.8)
Ze wzoru [13.1.9 wynika, ze

R= pé (13.1.9)

Wielkosci makroskopowe U, I i R sa wielkosciami fizycznymi stoso-
wanymi powszechnie w praktyce, ich wartosci sa mierzone woltomie-
rzami, amperomierzami i omomierzami. Do wielkosci lokalnych E 7 i
p siegamy wtedy, gdy chcemy pozna¢ wlasciwosci elektryczne roznych
materialow.

U
I =— 13.1.10
- (13.1.10)
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d)
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Rysunek 13.1.3: Prawo Ohma: a) Po przylozeniu potencjatu U do zaciskéw
elementu elektrycznego ptynie prad o natezeniu I. b) Wykres natezenia

pradu I od napiecia U dla opornika o oporze R = 100052.

c¢) Char

akterystyka

pradowa-napieciowa dla diody pétprzewodnikowej ze ztaczem p—n. d) Georg
Simon Ohm (ur. 16 marca 1789 w Erlangen, zm. 6 lipca 1854 w Monachium).
e) Kolorowe kody, do oznaczen parametréw technicznych opornikéw.
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13.1.3 Mikroskopowy obraz oporu elektrycznego

To, dlaczego pewne materialy spetniaja prawo Ohma, wyjasniaja procesy
przewodzenia na poziomie atomowym. Postuzymy si¢ modelem elektronow
swobodnych, w ktorym zaktadamy, ze elektrony przewodnictwa w metalu
moga poruszaé¢ sie swobodnie w catej objetosci probki, podobnie, jak cza-
steczki w modelu gazu swobodnego.

e Zgodnie z fizyka klasyczna, wartos¢ srednia predkosci elektronu po-
winna by¢ proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z temperatury
bezwzglednej. Ruchem elektronow rzadza jednak nie prawa fizyki kla-
sycznej, ale fizyki kwantowej. Dlatego duzo lepszym przyblizeniem jest
przyjecie, ze elektrony przewodnictwa w metalach poruszaja sie efek-
tywnie z jednakowg predkoscig v,y i ze ta predkos¢ w zasadzie nie zalezy
od temperatury. Dla miedzi v,y = 1.6 - 10° m/s.

- -
B - - .ll- - -
. + =
LA T gy
L
& =
o L
i L
3 % _ s =
F A = -
f e T
-- — --
—— W
4 T — .
S T o -_
& -_— s
-I. i ",
&
'.- _
A E

Rysunek 13.1.4: Ruch elektronu w przewodniku od punktu A do punktu
B bez pola elektrycznego (szare limie) i w obecnoéei pola E ( zielone linie).
Przesuniecie miedzy torami elektronu jest uwarunkowane wielkoscig predko-
Sci unoszenia.

o Jesli elektron o masie m znajdzie sie w polu elektrycznym o wartosci
natezenia E, tak jak to pokazuje rysunek [3.1.4 to doznaje przyspie-
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szenia, okreslonego przez druga zasade dynamiki Newtona:

F ¢E
a=—== (13.1.11)
m m

W érednim czasie miedzy zderzeniami 7, (czas relaksacji, lub Sredni czas
swobodny), uzyska Srednio predkosé unoszenia vyT, ktéra zapiszemy
jako
Vg = aT = —— (13.1.12)
m

Korzystajac ze wzoru I3.1.5 stwierdzamy, ze predkos¢ unoszenia wy-
nosi:

' E
va= L =ar =1 (13.1.13)
ne m
7 3113 wynika, 7e
m
E=(5-) 13.1.14
e2nr J ( )
Poréwnujac ostatni wynik [3. 114 z I3 17, otrzymujemy:
m
= 13.1.15
P= anr ( )

W réwnaniu wielkoSci m,m 1 e sa stale, ponadto éredni czas
miedzy zderzeniami 7 mozemy uwazaé, ze zalezy niezauwazalnie od
wielkosci natezenia pola elektrycznego. Dlatego dla metali opér tez nie
zalezy od przylozonego napiecia, co jest warunkiem spetnienia prawa

Ohma.
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13.1.4 Moc pradu elektrycznego

4 — V
IT Il.r

-T

Rysunek 13.1.5: Prad w obwodzie elektrycznym ze statym zrodta napiecia

e Na rysunku [I3. T przedstawiono obwdd, sktadajacy sie ze zrodia B po-
taczonego przewodnikami o znikomo matym oporze z pewnym przewo-
dzacym elementem obwodu. Element ten moze by¢ opornikiem, bateria
ogniw, akumulatorem, silnikiem lub jakim$ przyrzadem elektrycznym.

e Zr6dlo utrzymuje réznice potencjatow o wartosci U miedzy biegunami,
a wiec i na zaciskach elementu, o wiekszym potencjale na zacisku a niz
na zacisku b.

e W obwodzie pltynie staly prad natezeniu I, skierowany od zacisku a
do zacisku b. ITlos¢ tadunku dq, przeniesiona miedzy tymi zaciskami w
przedziale czasu dt wynosi I dt. Ruchowi tadunku dq towarzyszy spadek
potencjatu o wartosci U i stad wartos¢ elektrycznej energii potencjalne;j
maleje:

dE, = dqU = IdtU (13.1.16)

e Zmniejszaniu si¢ elektrycznej energii potencjalnej, przy przesunigciu
tadunku z a do b, towarzyszy zamiana w inny rodzaj energii. Moc P,
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czyli zwiazany z tym przekaz energii w jednostce czasu dEp/dt wynosi:
(13.1.17)

e Jednostka mocy, jaka wynika ze wzoru [[3.1.17 jest wolt razy amper
(V- A). Jednostka ta jest rowna watowi (W), gdyz:

V- A= (1%) (19) L aw (13.1.18)

S S

e Energia elektronow przewodnictwa jest przekazywana podczas zderzen
pozostatym czasteczkom materiatu, zwickszajac w sposob nieodwra-
calny jego energie wewnetrzna. Jesli prad ptynie przez opornik o oporze
R, wtedy wydziela sie¢ w nim ciepto, a moc wydzielana wynosi:

U2

P=1I’R
R

(13.1.19)

13.2 Obwody elektryczne

Aby wytworzy¢ staly przepltyw tadunku, potrzebujemy urzadzenia zasilaja-
cego w energie elektryczna, ktore wykonujac prace nad nosnikami tadunku,
utrzymuje réznice potencjatéw miedzy parg zaciskow. Urzadzenie takie na-
zywamy zrodlem sity elektromotorycznej (zrodtem SEM); powiedzenie, ze
zrodto dostarcza sity elektromotorycznej £, oznacza, iz wykonuje ono prace
nad nosnikami tadunku.

e Powszechnie stosowanym zrédtem SEM jest ogniwo elektryczne (ba-
teria elektryczna), uzywane do zasilania wielu roznych urzadzen, od
zegarkéw recznych do samochodéw i todzi podwodnych.

e Zrédlem SEM, ktére najbardziej wptywa na nasze zycie codzienne, jest
pradnica elektryczna, ktéra za posrednictwem potaczen elektrycznych
z elektrownia wytwarza roznice potencjatow w naszych domach czy
miejscach pracy.

e Zrodla SEM zwane ogniwami stonecznymi, znane od dawna w postaci
paneli (podobnych do skrzydet) na statkach kosmicznych pojawiaja sie
takze w naszym otoczeniu. Mniej znanymi zrédlani SEM sa ogniwa
paliwowe, ktore zasilaja statki kosmiczne, i termoogniwa, ktore dostar-
czaja poktadowej energii elektrycznej statkom kosmicznym, stacjom
badawczym na Antarktydzie i gdzie indziej.

232



13.2.

OBWODY ELEKTRYCZNE

Zrédto SEM nie musi by¢ przyrzadem - uktady biologiczne, od wegorzy
elektrycznych i istot ludzkich po rosliny, maja fizjologiczne zrédta SEM.

W zrédle SEM musi istnie¢ pewne zrédto energii, wykonujace prace nad
tadunkami, przez wymuszenie ich odpowiedniego ruchu. Zrédlo ener-
gii moze by¢ chemiczne, jak w baterii czy ogniwie paliwowym. Moze
wykorzystywac sity mechaniczne, jak w pradnicy elektrycznej. Roznice
temperatury mogg takze dostarczy¢ energii, jak w termoogniwie. Moze
tez jej dostarczy¢ Stonce, jak w ogniwie stonecznym.

Site elektromotoryczng zrodta SEM definiujemy, korzystajac z pracy,
jaka musi by¢ wykonana by tadunek dq zostal przemieszczony od jed-
nego od elektrody o mniejszym potencjale do elektrody o wickszym
potencjale:

AW

= 13.2.1
£= (13.2.1)

Mozna to tez tak wyrazi¢: sila elektromotoryczna zrodta SEM jest
praca, przypadajaca na jednostke tadunku, jaka wykonuje zroédto, prze-
noszac tadunek z bieguna o mniejszym potencjale, do bieguna o wigk-
szym potencjale. Jednostka sity elektromotorycznej w uktadzie Sl jest
dzul na kulomb; w rozdziale 25 jednostke te zdefiniowalismy jako wolt

(V).

Doskonatym zrédtem SEM jest Zrodto, ktére nie wykazuje zadnego
oporu wewnetrznego podczas ruchu tadunku przez ogniwo, od bieguna
do bieguna. Roznica potencjatow miedzy biegunami doskonatego zro-
dta SEM jest réwna SEM zrodta; na przyktad doskonata bateria o SEM
12 V ma zawsze mi¢dzy biegunami réznice potencjatow 12 V.

Rzeczywiste zrodto SEM, takie jak dowolna rzeczywista bateria, wy-
kazuje wewnetrzny opér podczas ruchu tadunku przez ogniwo. Gdy
rzeczywiste zrodto SEM nie jest wlaczone w obwod, a zatem nie ptynie
przez nie prad, wtedy réznica potencjatow miedzy biegunami baterii
jest rowna jej SEM. Gdy jednak przez zrédto ptynie prad, réznica po-
tencjatow miedzy jej biegunami rézni sie od jej SEM.

13.2.1 Prady w obwodzie o jednym oczku

Omowimy teraz dwa sposoby obliczania natezenia pradu w prostym obwodzie
o jednym oczku z rysunku [[3.2.T} pierwsza metoda oparta jest na rozwazeniu
zasady zachowania energii, a druga na pojeciu potencjatu,
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[ Wigkszy
potenc)al

Rysunek 13.2.1: Obwdd o jednym oczku. Opornik o oporze R jest potaczony
szeregowo ze zrodtem napiecia o SEM rownej £.

e Obwod sktada sie z doskonatej baterii B o SEM &, opornika o oporze
R i dwoéch taczacych je przewodow. Zwykle uwazamy, ze przewody
w obwodach maja znikomo maty opér. Ich funkcjg jest wiec tylko
zapewnienie drog, wzdtuz ktorych moga si¢ poruszac¢ nosniki tadunku

e Zgodnie ze wzorem (P = I’R), w przedziale czasu dt w opor-
niku z rysunku [3.2.1] energia I2 Rdt zamienia si¢ na energie termiczna.
Zaktadamy, ze przewody maja znikomo maly opor, a wigc rozpraszana
energia na energie termiczna jest do zaniedbania. W tym samym cza-
sie tadunek o wartosci dg = Idt przeptynie przez baterie B i praca,
wykonana przez bateri¢ nad tym tadunkiem wynosi zgodnie ze wzorem
051G

AW = Edq = E1dt. (13.2.2)

e 7 zasady zachowania energii wynika, ze praca wykonana przez dosko-
nata baterie ( 0 zerowym oporze wewnetrznym) musi by¢ réwna energii
termicznej wydzielonej na oporniku:

Eldt = I’ Rdt (13.2.3)
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Otrzymujemy stad:
E=1IR (13.2.4)

SEM & jest energia, przypadajaca na jednostke tadunku, przekazana
przez bateri¢ poruszajacym sie tadunkom.

Wielkos¢ IR jest energia przypadajaca na jednostke tadunku, prze-
kazang przez poruszajace sie tadunki na rzecz energii wewnetrznej w
oporniku. Wzér ten oznacza wiec, ze energia na jednostke tadunku
przekazana poruszajacym si¢ fadunkom jest rowna energii na jednostke
tadunku, przekazanej przez te tadunki.

Wyznaczajac I, otrzymujemy:

I = (13.2.5)

&
R
Zatézmy, ze wychodzac z jakiego$ punktu obwodu na rysunku [[32.7]
przesuwamy si¢ w wzdhuz obwodu w dowolnym kierunku, dodajac na-
potykane réznice potencjatow. 2Gdy powrdcimy do punktu wyjscio-
wego, musimy powrocic¢ takze do wyjsciowego potencjatu.

Sformutujemy najpierw ten wniosek w postaci prawa, ktére jest stuszne
nie tylko dla obwodéw o jednym oczku, jak na rysunku[I3.2.7], ale takze
dla dowolnego petnego oczka w obwodzie z wieloma oczkami, jakie be-
dziemy omawia¢ w nastepnym paragrafie:

Drugie prawo Kirchhoffa:
Algebraiczna suma zmian potencjatu napotykanych przy pelnym obej-
sciu dowolnego oczka musi by¢ rowna zeru.

Nazwa tego prawa pochodzi od nazwiska niemieckiego fizyka Gustava
Roberta Kirchhoffa. Jest ono naturalna konsekwencja tego, ze pole
elektryczne jest polem zachowawczym i energia catkowita, bedaca suma
energii kinetycznej i potencjalnej musi by¢ zachowana.

Jesli zastosujemy drugie prawo Kirchhoffa obchodzac obwéd na ry-
sunku I3.2.2] w kierunku ruchu wskazowek zegara, rozpoczynajac od
punktu a, to otrzymamy zmiany potencjatu:

E—Ir—IR=0 (13.2.6)
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Rysunek 13.2.2: a) Obwdd ze Zrédtem o oporze wewnetrznym r i szeregowo
potaczonym opornikiem R. b) Ten sam obwdd przedstawiony w inny sposéb

e skad dla natezenia pradu otrzymujemy:

(13.2.7)

e Na rysunku przedstawiono graficznie zmiany potencjatu elek-
trycznego wzdhuz obwodu. Ruch wzdtuz obwodu przypomina spacer po
gbérze i powrdt do punktu wyjsciowego, czyli zarazem do poczatkowej
wysokosci.

e Na rysunku przedstawiono trzy oporniki potaczone szeregowo
i podtaczone do doskonatego zrodta o SEM &£. Potaczenie $zeregowoo-
znacza, ze oporniki ustawione jeden za drugim sa potaczone przewod-
nikami, a réznica potencjatéow U jest przytozona do dwodch koncéw ob-
wodu. Na rysunku potaczono opory ustawione jeden za drugim
miedzy punktami a i b, a réznica potencjaléw miedzy punktami a i b
jest utrzymywana przez zrodto. Roznice potencjatéw, jakie istnieja na
oporach w szeregu, wytwarzaja w nich prady o jednakowym nate¢zeniu
1.
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Rysunek 13.2.3: a) Trzy oporniki potaczone szeregowo miedzy punktami a i
b. b) Réownowazny obwdd z trzema opornikami zastapionymi przez opornik
o rownowaznym oporze R, .

Jesli réznica potencjaléw U jest przytozona do opornikow potaczonych
szeregowo, to przez oporniki ptyna prady o jednakowym natezeniu I.
Suma réznic potencjaléw na opornikach jest réwna przytozonej réznicy
potencjatow.

Oporniki potaczone szeregowo mozna zastapi¢ rownowaznym oporni-
kiem R,, , w ktérym ptynie prad o takim samym natezeniu I przy
takiej samej catkowitej réznicy potencjaléw U, jak na rozwazanych

opornikach.

Na rysunku [I13.2.3b przedstawiono obwod rownowazny, w ktérym opor-
nik R, zastepuje trzy oporniki z rysunku [I3.2.3b.

Aby wyprowadzi¢ wyrazenie na R,., z[[3.2.3] zastosujemy drugie prawo
Kirchhoffa do obydwu obwoddow.

Na rysunku [3.2.3] zaczynajac od punktu a i przechodzac zgodnie z
ruchem wskazowek zegara wokot obwodu, otrzymujemy:
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czyli
&

= — - 13.2.9
Ry + Ry + Rs ( )

e Na rysunku[13.2.3b w obwodzie z trzema opornikami zastgpionymi jed-
nym rownowaznym opornikiem R, mamy:

E—1IR,., =0. (13.2.10)
czyli
&
I = 13.2.11
o ( )

e Poréwnanie wzoréw [[3.2.9 1 I3.2.11] prowadzi do wzoru:

R, = Ri + Ry + Rs (13.2.12)

e Rozszerzenie na n oporow jest proste i ma postac:
Row=Y R (13.2.13)
i=1

e 7 réwnania [[3.2.13] wynika, ze gdy oporniki sg potaczone szeregowo,
rownowazny opor jest wickszy od oporu dowolnego opornika w szeregu.

13.2.2 Obwody o wielu oczkach

e Na rysunku [[3.2.4] przedstawiono obwdd skladajgcy sie z wiecej niz
jednego oczka. Dla uproszczenia zatozymy, ze zrodta sa doskonate. W
tym obwodzie sa dwa wezty, b i d, i trzy galezie, taczace te wezly.
Galeziami sa: lewa galaz (bad), prawa gataz (bed) i srodkowa gataz
(bd).

e [le wynosza natezenia pradéw w tych trzech galeziach?

e Prady oznaczymy, uzywajac innego wskaznika dla kazdej gatezi. Prad o
natezeniu /1 ma t¢ sama wartos¢ wszedzie w gatezi bad, I, ma te¢ sama
wartos¢ wszedzie w galezi bed 1 I3 jest natezeniem pradu ptynacego
przez gataz bd,

e Rozwazmy najpierw wezel d: tadunek wpltywa do tego wezta z wpty-
wajacymi pradami o natezeniach I1h i I3 a wyptywa z wypltywajacym
pradem Is.
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Rysunek 13.2.4: Obwod o wielu oczkach, sktadajacy sie z trzech gatezi: lewej
gatezi bad, prawej galezi bed i srodkowej gatezi bd. Obwod sktada sie takze z
trzech oczek: lewego oczka badb, prawego oczka bedb i duzego oczka badch

e Ladunek w wezle nie zmienia sie, a wiec catkowite natezenie pradow
wptywajacych do wezta musi by¢ réwne catkowitemu nate¢zeniu pradow
z niego wypltywajacych:

e Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zastosowanie tego warunku do wezta b pro-
wadzi doktadnie do tego samego wzoru.

e Ze wzoru [3. 2 Tdwynika wiec ogdlna zasada:
Pierwsze prawo Kirchhoffa. Suma natezen pradéw wpltywajacych
do dowolnego wezta musi by¢ réwna sumie natezen pradow wyptywa-
jacych z tego wezta.

e Jest to po prostu stwierdzenie zachowania tadunku przy stacjonarnym
jego przepltywie - w wezle tadunek nie moze ani rosnaé, ani male¢. Na-
szymi podstawowymi narzedziami, stuzacymi do rozwigzywania ztozo-
nych obwodéw sa wiec: drugie prawo Kirchhoffa (wynikajace z zasady
zachowania energii) i pierwsze prawo Kirchhoffa (wynikajace z zasady
zachowania tadunku).
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Na rysunku 0324k przedstawiono trzy oporniki potgczone réwnole-
gle i podtaczone do doskonatego zrédta o SEM réwnej £. Okreslenie
zownolegledznacza, ze oporniki sg razem potaczone za pomocg przewo-
dow z jednej strony i z drugiej strony, i ze roznica potencjatow U jest
przytozona do pary potaczonych konicowek. Stad na wszystkich trzech
opornikach mamy taks sama réznice potencjatéw U, ktora wytwarza
prad w kazdym z opornikéw:

Gdy roznica potencjatow U jest przytozona do opornikéw potaczonych
rownolegle, na wszystkich opornikach jest taka sama réznica potencja-
tow U.

Na rysunku I3:2Z4h przylozona réznica potencjaléw U jest utrzymy-
wana przez zrodlo. Na rysunku [3.2.4b trzy potaczone réwnolegle
oporniki zastapiono réwnowaznym opornikiem R,.,.

Oporniki potaczone réwnolegle mozna zastapi¢ réwnowaznym oporni-
kiem R,,, do ktorego koncéw jest przytozona taka sama roznica po-
tencjatow U i przez ktory przeptywa prad o natezeniu I rownym sumie
natezen pradow w opornikach potaczonych réwnolegle.

Aby wyprowadzi¢ wyrazenie na R, na rysunku [I3.24b, zapiszmy naj-
pierw warto$¢ natezenia pradu w kazdym z opornikéw na rysunku
13.2.4h:

U I - U I — U
R17 2 — RQ; 3 — R3

gdzie U jest réznicag potencjatow miedzy punktami a i b.

I = (13.2.15)

Jesli zastosujemy pierwsze prawo Kirchhoffa w punkcie a z rysunku
322k i podstawimy te wartosci, to znajdziemy:
U

1 2 3

Jesli zastapilibySmy oporniki potaczone rownolegle opornikiem réwno-
waznym R, (rys. [3.2.4b), to mielibysSmy

U
I = 13.2.17
RT’UJ ( )
Poréwnujac wzory i 3217 stwierdzamy ze:
1 1 1 1
(13.2.18)

Fow B R R
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e Uogdlniajac ten wynik na przypadek n opornikéw, mamy

n

-y 13.2.19
; R, ( )

1
Rrw

e Ze wzoru [[3.2.19 wida¢, ze gdy dwa lub wiecej opornikow jest pota-
czonych réwnolegle, to opdér rownowazny jest mniejszy od kazdego z
oporow taczonych.

13.2.3 Amperomierz i woltomierz

NEs

I .

Rysunek 13.2.5: Obwodd o jednym oczku, w ktéry wiaczono amperomierz

(A) i woltomierz (V)

e Przyrzad uzywany do pomiaru natezenia pradu nazywamy amperomie-
rzem. Aby zmierzy¢ natezenie pradu w przewodniku, nalezy przewod-
nik przeciac¢ i wstawi¢ amperomierz tak, zeby mierzony prad przeptywat
przez miernik.
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e Na rysunku [[3.2.75 amperomierz A jest wlaczony w obwdd tak, aby
stuzyt do pomiaru natezenia pradu I.

e [stotne jest, aby opor R4 amperomierza byt bardzo maty w poréwnaniu
z innymi oporami w obwodzie. W przeciwnym wypadku sama obecnosé
miernika zmieni natezenie mierzonego pradu.

e Miernik uzywany do pomiaru réznicy potencjatow nazywamy wolto-
mierzem. Aby znalezé roznice potencjatéw miedzy dowolnymi dwoma
punktami, nalezy zaciski woltomierza podtaczy¢ do tych punktéw, bez
przecinania przewodu.

e Na rysunku [I3.2.5woltomierz V jest wtaczony w obwod tak, aby stuzyt
do pomiaru roéznicy potencjatéw na oporniku Rj.

e [stotne jest, aby opor R, woltomierza byt bardzo duzy w poréwnaniu z
oporem elementu obwodu, do ktérego woltomierz jest podtaczony. W
przeciwnym wypadku sam miernik staje sie waznym elementem obwodu
i zmienia réznice potencjatow, ktorg mamy zmierzyc¢.

e (Czesto pojedynczy miernik jest tak zbudowany, ze przy uzyciu przetacz-
nika mozna spowodowac, ze bedzie nam stuzyt albo jako amperomierz,
albo jako woltomierz, a zwykle takze jako omomierz, czyli miernik do
pomiaru oporu dowolnego elementu, podtaczonego do jego zaciskdw.
Taki uniwersalny miernik nazywamy multimetrem.

13.2.4 Obwody RC

e Kondensator o pojemnosci C na rys. jest poczatkowo nienatado-
wany. Aby go naladowaé, przesuwamy klucz S do punktu a. Powstaje
wtedy obwod szeregowy RC, sktadajacy sie z kondensatora, doskona-
tego zrodta o SEM £ i opornika o oporze R.

e Wiemy juz, ze z chwilg zamkniecia obwodu zaczyna przeptywaé tadu-
nek (przeptyw tadunku to prad) miedzy okladka kondensatora i biegu-
nem baterii po kazdej stronie kondensatora. Ten prad zwigksza tadunek
q na oktadkach i réznice potencjatéw Us = & na kondensatorze.

e Gdy réznica potencjatéw stanie sie rowna réznicy potencjatoéw na zrodle
(réwnej tu SEM £ ), natezenie pradu stanie si¢ réwne zeru. Zgodnie ze
wzorem ¢ = CU stacjonarny (koncowy) tadunek na catkowicie wtedy
natadowanym kondensatorze wynosi CEE.
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Rysunek 13.2.6: Obwod RC. Jedli klucz S ustawimy w punkcie a, to konden-
sator taduje sie przez opornik. Jesli klucz nastepnie ustawimy w punkcie b,
to kondensator roztadowuje si¢ przez opornik

e Chcemy teraz zbadac¢ proces tadowania. W szczegdlnosci chcemy wie-
dzie¢, jak podczas tadowania zmieniaja sie w czasie: tadunek ¢(t) na
oktadkach kondensatora, réznica potencjatéw Uq(t) na kondensatorze
i natezenie pradu I(t) w obwodzie.

e Zaczniemy od zastosowania do obwodu drugiego prawa Kirchhoffa prze-
chodzac w kierunku zgodnym z ruchem wskazdéwek zegara, od ujemnego
bieguna baterii. Otrzymujemy wtedy:

cg-IR-L_yg (13.2.20)
C
e Ostatni wyraz po lewej stronie réwnania przedstawia roznice potencja-
tow na kondensatorze. Wyraz ten jest ujemny, poniewaz gérna oktadka
kondensatora, potaczona z dodatnim biegunem baterii, ma wiekszy po-
tencjat niz dolna oktadka. Istnieje wiec spadek potencjatu, bo przecho-
dzimy przez kondensator w kierunku w dot.
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e Nie mozemy bezposrednio rozwigza¢ réwnania [13.2.20] poniewaz za-
wiera ono dwie zmienne [ i q. Jednak zmienne te sg zalezne i powiazane
WZzOorem:

_ dq

Cdt

e Po podstawieniu wyrazenia na I do wzoru [[3.2.2011 przestawieniu wy-
razow, otrzymujemy:

I (13.2.21)

dg | q
R—+==¢ 13.2.22
da C ( )
e Powyzsze rownanie rézniczkowe opisuje zaleznosé¢ od czasu tadunku
g na kondensatorze. Aby je rozwiaza¢, musimy znalezé funkcje ¢(t),
ktora spelia to rownanie oraz warunek poczatkowy, ze kondensator
jest poczatkowo nienatadowany, czyli ¢ = O dla t = O.

o =

i ] ke i i i e
02 4 g8 10 2 4 6 B 10
cZas | ms] czas |ms]

a) b)

Rysunek 13.2.7: a) Wykres zaleznosci ze wzoru (28.30) opisujacej narastanie
tadunku na kondensatorze z rysunku b) Wykres zaleznosci ze wzoru
(28.31), opisujacej zmniejszanie sie pradu tadowania w obwodzie z rysunku
Krzywe zostaty wykre$lone dla R = 20002, C' = [uF i € = 10V;
mate trojkaty oznaczaja kolejne wielokrotnosci statej czasowej

e Pokazemy ponizej, ze rozwigzaniem rownania [13.2.22] jest:
g(t) = CE <1 - e%> (13.2.23)
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Zauwaz, ze funkcja ze wzoru rzeczywiscie spetnia nasz warunek
poczatkowy, poniewaz dla t = O wyraz eRC jest réwny jednosci i zgod-
nie ze wzorem otrzymujemy wtedy ¢ = O. Zauwaz tez, ze gdy czas
dazy do nieskonczonosci, wyraz ez%dQZy do zera i wzor daje poprawng
wartosé koncowego (stacjonarnego) tadunku na kondensatorze ¢ = CE.

Wykres ¢(t) dla procesu tadowania jest przedstawiony na rys. [327

Pochodna funkcji ¢(t) wzgledem czasu jest réwna natezeniu pradu I(t),
tadujacego kondensator

I(t) = % = (%) e e (13.2.24)

Wykres funkeji f(¢) dla procesu tadowania jest przedstawiony na rys.

I3.2.7b.

Zauwaz, ze warto$¢ poczatkowa natezenia pradu wynosi £/R i ze nate-
zenie maleje do zera, gdy kondensator zostanie catkowicie natadowany.

FLadowany kondensator poczatkowo zachowuje sie przy przeptywie pradu
jak zwykty przewodnik bez oporu, a po uptywie dlugiego czasu jak
przerwa w obwodzie

Stosujac wzory ¢ = CU i[I3.223] znajdujemy réwniez roéznice poten-
cjatéw U (t) na kondensatorze podczas tadowania:

Ue(t) = % —¢ (1 - ez%) (13.2.25)

Z otrzymanego wzoru widzimy, ze Us = O dlat = O i ze Up = £ dla
t — 00, gdy kondensator zostanie catkowicie natadowany.

lloczyn RC wystepujacy we wzorach [[3.2.23H13.2. 25 ma wymiar czasu
(bo argument funkcji wyktadniczej musi by¢ bezwymiarowy, a 1Q-1F =
Ls).

Wielkos¢ RC nazywamy pojemnosciows statg czasowq obwodu i ozna-

czamy symbolem 7:
(13.2.26)

W ciggu czasu, réownego statej czasowej 7 tadunek wzrasta od zera
do 63% konicowej wartosci CE. Na rysunku [3.27 male tréjkaty na
osi czasu oznaczaja kolejne przedziaty czasu, rowne statej czasowej w
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procesie tadowania kondensatora. Czasy tadowania kondensatora wy-
razamy czesto przez podanie 7: im wiekszg warto$¢ ma 7, tym dtuzszy
jest czas tadowania.
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Rozdzial 14

Pole magnetyczne

7 polem elektrycznym, ktore powstaje wokot natadowanego bursztynu czto-
wiek stykat si¢ od dawien dawna. Z polem magnetycznym cztowiek stykat si¢
od prawie zawsze, bo sama Ziemia jest jego zrédtem. NauczyliSmy sie juz,
ze monopole elektryczne sa zrédltem pola elektrycznego, ktére z kolei moga
oddzialywac na inne tadunki elektryczne. Teraz mamy podstawy oczekiwac,
ze tadunek magnetyczny wytwarza pole magnetyczne, ktore nastepnie moze
oddziatywac¢ na inne tadunki magnetyczne. Chociaz takie tadunki magne-
tyczne, nazywane monopolami magnetycznymi, sa przewidywane w niekto-
rych teoriach, to ich istnienie nie zostato dotychczas potwierdzone.

e Jak wytworzy¢ pole magnetyczne? Mozna to zrobi¢ dwoma sposobami:
1) Naladowane elektrycznie czastki, poruszajace sie w postaci pradu
elektrycznego w przewodniku, wytwarzaja pole magnetyczne.

2) Czastki elementarne, np. elektrony, wytwarzaja swoje wlasne pole
magnetyczne, ktore jest podstawowa cecha tych czastek, podobnie jak
ich masa i tadunek elektryczny.

e Pola magnetyczne elektronow w niektérych w magnesach trwatych su-
muja sie, wytwarzajac wokot nich wypadkowe pole magnetyczne.

e W innych materiatach pola magnetyczne wszystkich elektronow wza-
jemnie sie znosza, nie wytwarzajac na zewnatrz wypadkowego pola ma-
gnetycznego. Takie zjawisko wystepuje w m.in. substancjach organicz-
nych.

e 7 doswiadczenia wiemy, ze jesli naladowana czastka (pojedyncza lub

bedaca nosnikiem pradu elektrycznego) porusza sie w polu magnetycz-
nym, to na te czastke dziala sita, wynikajaca z istnienia pola.
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14.1 Pole indukcji magnetycznej B

AUXE
ak; .
i
g
.'-}.1"%
i i N
N
&y 7
N ~NJ ;,

Rysunek 14.1.1: Sita Lorentza: a) Regula prawej doni pozwala okreslié
kierunek v x B zgodny z kierunkiem kciuka, jezeli obracamy wektor v w
strone wektora Bo mniejszy kat ¢ miedzy tymi wektorami. b) Jezeli tadunek
q jest dodatni. to kierunek sity Fp=qvxB jgst zgodny z kierunkiem V. c)

Jezeli tadunek ¢ jest ujemny. to kierunek sity Fp jest przeciwny do kierunku
vV x B.

e Natezenie pola elektrycznego E w pewnym punkcie wyznaczamy, umiesz-
czajac w tym punkcie czastke probng o tadunku ¢ pozostajaca w spo-
czynku, i mierzymy sit¢ elektryczng Fy, dzialajaca na te¢ czastke.

o (14.1.1)
q

e Gdyby istnialy monopole magnetyczne, mogliby$my w podobny spos6b
zdefiniowa¢ wektor indukcji magnetycznej B. Ale czastek bedacych
monopolami magnetycznymi, jak dotad, nie udato sie odkry¢. Dlatego
tez okreslamy B inaczej. Wyznaczamy z zaleznosci sity F B, dziatajacej
na poruszajaca si¢ czastke probng natadowana elektrycznie.
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e Mozemy zatem zdefiniowac¢ wielkos¢ B, ktora nazywa sie indukcjg ma-

gnetyczng danego pola, jako wielkos¢ wektorows, skierowana wzdtuz
wyroznionej osi, na ktorej sita dziatajaca na czastke jest réwna zeru.
Mozemy nastepnie zmierzy¢ wartosé sity F B, gdy wektor predkosci
V jest skierowany prostopadle do tej osi i zdefiniowa¢ wartos¢ bez-
wzgledna ]§, w zaleznosci od wartosci sity:

= (14.1.2)

Wszystkie dotychczasowe wyniki moga by¢ zebrane w postaci réwnania
wektorowego:

Fp=qvxB (14.1.3)

Sita Fp dziatajaca na czastke [4.1.1] noszaca nazwe sity Lorentza, jest
rowna tadunkowi czastki pomnozonemu przez iloczyn wektorowy jej
predkosci v i indukcji magnetycznej B. Korzystajac z definicji iloczyn
wektorowy. mozemy zapisa¢ wartoscé Fp jako:

Fp = |qlvBsin¢ (14.1.4)

gdzie ¢ oznacza kat miedzy kierunkami wektoréw predkosci Vi induk-
¢ji magnetycznej B. Z réwnania [Z14 wynika, ze wartosé sity Fg ,
dziatajacej na czastke w polu magnetycznym jest proporcjonalna do
tadunku ¢ i wartosci predkosci v czastki.

Tak wiec sita jest rowna zeru, gdy tadunek jest réwny zeru tub gdy
czastka jest w spoczynku. Z tego samego roéwnania[I£ T4 wnioskujemy,
7e sila jest réwna zeru, gdy wektory v i B sa albo réwnolegle (¢ =0°),
albo antyréwnolegle (¢ = 180°), natomiast sita jest najwigksza, gdy
wektory v i B sg do siebie prostopadte.

Sita Fp dzialajaca na natadowang czastke, ktéra porusza si¢ z predko-
Scig vV w polu magnetycznym o indukeji B, jest zawsze prostopadta do
wektorow v i B.

Pole magnetyczne mozemy zilustrowaé za pomoca linii pola, podobnie
jak zrobiliSmy to w przypadku pola elektrycznego. Obowigzuja przy
tym podobne zasady, czyli: 1) kierunek stycznej do linii pola magne-
tycznego w danym punkcie jest kierunkiem indukcji magnetycznej B
tym punkcie, 2) odlegto$¢ miedzy liniami okresla wartosé wektora in-
dukcji B - pole magnetyczne jest silniejsze tam, gdzie linie przebiegaja
blizej siebie i na odwroét.
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a) h:l

Rysunek 14.1.2: Magnesy trwale: a) Magnes podkowiasty i b) magnes w
ksztalcie litery C. Pokazane sa tylko niektore linie pola na zewnatrz magnesu.

e Zamkniete linie pola sg skierowane do magnesu z jednego konca, a od
magnesu z drugiego. Koniec magnesu, z ktérego linie wychodzg, na-
zywamy biegunem poétnocnym magnesu; przeciwny koniec, do ktorego
linie wchodza, nazywany jest biegunem potudniowym. Magnesy, kto-
rych uzywamy do przytrzymywania kartek z notatkami na lodowce, sa
krotkimi magnesami sztabkowymi.

e Na rysunku przedstawiono dwa inne, czesto spotykane ksztatty
magnesow: magnes podkowiasty oraz magnes wygicty w ksztatcie litery
C, w taki sposob, ze jego bieguny znajduja sie naprzeciwko siebie. Pole
magnetyczne miedzy biegunami jest wiec w przyblizeniu jednorodne.

¢ Réznoimienne bieguny magnetyczne przyciagaja sie, a jedno-
imienne bieguny magnetyczne sie odpychaja.

o Wokoé! Ziemi istnieje pole magnetyczne, ktorego zroédtem jest jej jadro,
lecz mechanizm jego powstawania jest wciaz nieznany. Na powierzchni
Ziemi obecnos¢ pola magnetycznego mozemy wykry¢ za pomoca kom-
pasu, ktory jest w istocie wydtuzonym magnesem sztabkowym obraca-
jacym sie swobodnie wokot osi. Ten magnes sztabkowy w ksztatcie igty
ustawia sie w okreslonym potozeniu, gdyz jego biegun potocny jest
przyciggany w kierunku obszaru arktycznego Ziemi. Zatem w Arktyce
musi znajdowac si¢ biegun ziemskiego pola magnetycznego, Ziemia ma
w tym obszarze geomagnetyczny biegun potnocny.
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14.2 Elektron w polu elektrycznym i magne-
tycznym

Zarowno pole elektryczne E, jak i pole magnetyczne B moga dziataé sita na
natadowang czastke. Kiedy wektory tych dwoch pél sa wzajemnie prosto-
padte, mowimy, ze sa to pola skrzyzowane. Zbadamy teraz, co sie stanie z
natadowanymi czastkami (np. z elektronami) podczas ruchu w polach skrzy-
zowanych.

14.2.1 Odkrycie elektronu

Jako przyktad omowimy doswiadczenie, ktére doprowadzito w 1897 r. do
odkrycia elektronu przez J. J. Thomsona z Uniwersytetu w Cambridge.

e Na rysunku [4.2.T] przedstawiono schemat wspdtczesnej wersji apara-
tury do$wiadczalnej, uzywanej przez Thomsona - lampe oscyloskopowsg,
(podobna do lampy kineskopowej w typowym odbiorniku telewizyj-
nym).

e Natadowane czastki (o ktoérych teraz wiemy, ze sa elektronami) emi-
towane sa przez rozzarzone wiokno w tylnej czesci lampy prozniowej
i przyspieszane przez przytozona réznice potencjatéow U. Po przejéciu
przez szczeline C' czastki tworzg waska wiazke.

e Nastepnie przechodzg przez obszar skrzyzowanych pol E i ]§, kierujac
sie w strone ekranu fluorescencyjnego S, na ktorym wywotuja Swiecenie
w postaci plamki (na ekranie telewizyjnym plamka jest czescia obrazu).

e Sily dzialajace w obszarze skrzyzowanych pol na natadowane czastki
moga odchyli¢ je od $érodka ekranu. Zmieniajac wartosci i kierunki
wektoréw pol, Thomson mogt wiec zmienia¢ potozenie plamki Swietlnej
na ekranie.

e Pole elektryczne dziata na natadowana ujemnie czastke sita, skierowang
przeciwnie do kierunku pola.

e W ukladzie, jak na rysunku [Z21k, pole elektryczne E odchyla elek-
trony w gore, a pole magnetyczne B w dot. Oznacza to, z e silty te sa
przeciwnie skierowane.

e Doswiadczenie Thomsona mozna przeprowadzi¢ nastepujaco:
l. Dla E = O i B = O zaznaczamy na ekranie S potlozenie plamki
sSwietlnej, wywotanej przez nieodchylona wiazke.
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2. Wiaczamy pole elektryczne E i mierzymy odchylenie wigzki.

3. Utrzymujac wartos¢ natezenia pola elektrycznego E bez zmian, wta-
czamy pole magnetyczne Bi dobieramy wartos¢ jego indukcji tak, aby
wiazka powrdcita do potozenia nieodchylonego. Sity sa przeciwnie skie-
rowane, zatem mozna je dobra¢ tak, aby sie réwnowazyty.

W przyktadzie 23.4 omawialiémy odchylenie toru natadowanej czastki,
poruszajacej sie w polu elektrycznym o natezeniu E miedzy dwiema
plytkami. WyznaczyliSmy odchylenie czastki na koncu ptytek:
qFEL?
C 2ma?
gdzie v jest predkoscia czastki, m jej masa, ¢ jej tadunkiem, a L dtugo-
Scig ptytek. To samo réwnanie mozna zastosowa¢ do wigzki elektrondéw
na rysunku [4.2.Tk; w razie potrzeby mogliby$my zmierzy¢ przemiesz-
czenie wigzki na ekranie, a nastepnie obliczy¢ odchylenie y na koncu
plytek. (Kierunek odchylenia zalezy od znaku tadunku czastki, a wiec
Thomson mogt wykazac, ze czastki wywotujace Swiecenie na ekranie
byly naladowane ujemnie).

y (14.2.1)

Gdy dwa pola na rysunku [[4.2.2] sa dobrane w taki sposob, ze sity
odchylajace réwnowazg sie, ze wzordéw [[4T1.1]i [41.3 otrzymujemy:

|| E = |qlvBsin90° = |q|vB (14.2.2)
a stad:
E
== 14.2.3
"~ B (14.23)

Zatem mozliwy jest pomiar predkosci natadowanej czastki, przechodza-
cej przez obszar pol skrzyzowanych. Po podstawieniu wyrazenia [14.2.2)
w miejsce v w réwnaniu [4.2.1] otrzymujemy:

mo B%L?
q  E
gdzie wszystkie wielkosci po prawej stronie mogg by¢ zmierzone. Tak
wiec pola skrzyzowane pozwalaja nam zmierzy¢ stosunek mlq dla czg-

stek poruszajacych si¢ w aparaturze Thomsona.

(14.2.4)

Thomson twierdzil, ze te czastki znajduja si¢ we wszystkich substan-
cjach. Twierdzil takze, ze sa one lzejsze ponad tysiac razy od naj-
1Zejszego znanego atomu (wodoru). (Poézniej wykazano, ze doktadna
warto$¢ tego stosunku jest rowna 1836,15). Pomiar stosunku % W po-
taczeniu ze $miatoscia obydwu stwierdzen Thomsona uwazany jest za

odkrycie elektronu”.
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Rysunek 14.2.1: Odkrycie elektronu; a) Thomson na poczatku drogi. b)
Thomson przy konicu drogi. ¢) Wspdlczesna wersja aparatury J. J. Thom-
sona, stuzacej do pomiaru stosunku masy do tadunku dla elektronu. Pole
elektryczne o natezeniu E powstaje w wyniku dotaczenia baterii do ptytek
odchylajacych, natomiast pole magnetyczne o indukcji B jest wytworzone
przez prad, ptynacy w ukladzie cewek (nie pokazanych na rysunku). Wek-
tory B sg skierowane za ptaszczyzne rysunku, co przedstawiono jako regu-
larny uktad znakéw X, przypominajacych upierzone ogony strzaty.
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14.2.2 Efekt Halla

lf lf lf
I R
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+ F . =
B B * = B = &
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= T = =
| Fy *Fp | F E g Fg F
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a) b) c)

Rysunek 14.2.2: Pasek miedziany, w ktérym ptynie prad o natezeniu I, jest
umieszczony w polu magnetycznym o indukcji B. a) Sytuacja bezposred-
nio po wlaczeniu pola magnetycznego. Pokazany jest zakrzywiony tor, po
ktorym bedzie si¢ poruszal elektron. b) Stan réwnowagi, ktory zostaje osia-
gniety w krotkim czasie. Zauwaz, ze tadunki ujemne gromadzg sie po prawej
stronie paska, pozostawiajac nieskompensowane tadunki dodatnie po lewej
stronie. Zatem lewa strona ma wiekszy potencjal niz prawa. ¢) Gdyby no-
sniki tadunku byty natadowane dodatnio, dla tego samego kierunku pradu
gromadzityby sie one po prawej stronie, a wiec prawa strona miataby wiekszy
potencjal.

e Wiemy juz, ze Wiazka elektronéw w prozni moze by¢ odchylona za po-
mocg pola magnetycznego. Czy elektrony przewodnictwa, poruszajace
sie w drucie miedzianym, moga by¢ réwniez odchylone przez pole ma-
gnetyczne? W 1879 roku Edwin H. Hall, wowczas 24-letni magistrant
w Johns Hopkins University wykazal, ze takie zjawisko rzeczywiscie
zachodzi.
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e To zjawisko Halla pozwala sprawdzi¢, czy nosniki w przewodniku sa na-
tadowane dodatnio, czy ujemnie. Ponadto mozemy zmierzy¢ liczbe ta-
kich nosnikéw, przypadajaca na jednostke objetosci przewodnika, czyli
koncentracje nosnikow.

e Na rysunku pokazano pasek miedziany o szerokosci d, w ktorym
plynie prad o nate¢zeniu I w kierunku umownym od gory rysunku ku
dotowi. Nosnikami tadunku sa elektrony, ktore poruszaja si¢ z predko-
Scig unoszenia V4 w kierunku przeciwnym, czyli z dotu do gory.

e W chwili przedstawionej na rysunku wlaczono zewnetrzne pole
magnetyczne o indukcji B skierowane za ptaszczyzne rysunku. Jak wi-
da¢ z rownania [4.1.3] sila magnetyczna Fp bedzie dziala¢ na kazdy
poruszajacy sie elektron, odchylajac go w kierunku prawego brzegu
paska. W miare uptywu czasu elektrony przemieszczaja sie w prawo,
gromadzac si¢ gtownie przy prawym brzegu paska i pozostawiajac nie-
skompensowane tadunki dodatnie w ustalonych potozeniach przy le-
wym brzegu. Rozdzielenie dodatnich i ujemnych tadunkéw powoduje
powstanie wewnatrz paska pola elektrycznego o natezeniu E, skierowa-
nego od lewej strony do prawej, jak pokazano na rysunku [I4.2.2b. To
pole dziata sita elektryczna F g na kazdy elektron, dazac do przemiesz-
czenia go w lewo.

e Uktad szybko dazy do stanu rownowagi, a sita elektryczna, dziatajaca
na kazdy elektron rosnie do chwili, w ktérej zrownowazy site magne-
tyczng. W tym momencie, zgodnie z rysunkiem IZ4.2.2b, sily pocho-
dzace od pola magnetycznego i pola elektrycznego wzajemnie sie¢ row-
nowazg. HElektrony poruszaja sie wtedy z predkoscig v, wzdtuz paska
w gore rysunku. Nie wystepuje przy tym dalsze gromadzenie si¢ elek-
tronéw przy prawym brzegu, a wiec i dalszy wzrost nate¢zenia pola
elektrycznego E.

e 7/ tym polem elektrycznym, dziatajacym w poprzek paska o szerokosci
d zwiazana jest r6znica potencjatéw (napiecie) Halla U.

U= Ed (14.2.5)

e Dotaczajac woltomierz do dtugich bokéw paska, mozemy zmierzy¢ réz-
nice potencjatéow miedzy dwoma jego brzegami. Ponadto woltomierz
pozwala okresli¢, ktory brzeg paska ma wickszy potencjal. Dla przy-
padku, przedstawionego na rysunku[I4.2.2k okazaloby sie, ze lewy brzeg
ma wigkszy potencjal, co jest zgodne z naszym zatozeniem, ze nos$niki
tadunku sg ujemne.
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e Przyjmijmy chwilowo przeciwne zatozenie, ze nosniki tadunku, two-
rzgce prad o natezeniu I sg dodatnie [4.2.2k. Mozesz sie przekonaé,
ze podczas ruchu z géry na dot paska, nosniki te sg odchylane przez
site Fp w kierunku prawego brzegu, a zatem prawy brzeg paska ma
wigkszy potencjat. To ostatnie stwierdzenie jest sprzeczne z odczytem
na woltomierzu, zatem nos$niki musza by¢ ujemne.

e Zajmijmy sie teraz iloSciowa strong zjawiska. Gdy sity elektryczne i
magnetyczne sie rownowaza (rys. [4.2.2b), rownania [4.1.2 i T41.3

daja nam:
el = evyB (14.2.6)
e Zgodnie z rownaniem [[3.1.3] predkos¢ unoszenia vy jest réwna:
' /S
ne ne

gdzie j = I/S jest gestoscia pradu w pasku, S jest polem powierzchni
przekroju poprzecznego paska, n jest koncentracja nosnikéw tadunku
(czyliich liczba w jednostce objetosci). Podstawiajac w rownaniu[I4.2.0]
E 7 réwnania oraz V4 z roéwnania [4.2.7 otrzymujemy:
_ BI
" Ule
gdzie [ = S/d jest gruboscia paska. Za pomoca tego rownania mozemy
wyznaczy¢ n z wielkosci, ktore potrafimy zmierzy¢.

(14.2.8)

e [stnieje rowniez mozliwos¢ zastosowania zjawiska Halla do bezposred-
niego pomiaru predkosci unoszenia vy, ktora jest rzedu centymetrow
na godzing. W tym pomystowym doswiadczeniu metalowy pasek jest
przesuwany mechanicznie w polu magnetycznym, w kierunku przeciw-
nym do kierunku predkos$ci unoszenia no$nikow tadunku. Predkosc,
z jaka porusza sie pasek, jest nastepnie tak dobierana, aby napiecie
Halla byto réwne zeru. W tych warunkach, gdy nie wystepuje napiecie
Halla, predkos¢ nosnikéw tadunku w laboratoryjnym uktadzie odniesie-
nia musi by¢ rowna zeru, tak wiec predkos$é paska i predkosci ujemnych
no$nikéw tadunku musza by¢ rowne co do wartosci, ale przeciwnie skie-
rowane.

14.2.3 Ruch czastek naladowanych w polu magnetycz-
nym

Jezeli czastka porusza si¢ po okregu z predkoscig o statej wartosci, to mo-
zemy by¢ pewni, ze wypadkowa sita, dziatajaca na czastke ma stata wartosé
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i jest skierowana do $rodka okregu, zawsze prostopadle do wektora predkosci
czastki. Wyobraz sobie kamien, przywiazany do sznurka i wprawiony w ruch
wirowy na gtadkiej poziomej powierzchni lub satelite krazacego po orbicie
kotowej wokot Ziemi. W pierwszym przypadku naprezenie sznurka zapew-
nia niezbedng site¢ i przyspieszenie dosrodkowe. W drugim przypadku sita i
przyspieszenie pochodzg od przyciggania grawitacyjnego Ziemi.

)

Rysunek 14.2.3: Czastka w polu magnetycznym: a) Naladowana czastka
porusza sie w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji ]§, z predkoscia
v, ktora tworzy kat ¢ z kierunkiem wektora B. b) Ta czastka zakresla linie
srubowa o promieniu r i skoku p. ¢) Natadowana czastka, poruszajaca sie po
linii $rubowej w niejednorodnym polu magnetycznym. (Czastka moze zostaé
uwieziona, poruszajac si¢ tam i z powrotem miedzy obszarami silnego pola
na obydwu koncach). Zauwaz, ze wektory sit magnetycznych po lewej i po
prawej stronie maja sktadowa, skierowana do srodka rysunku

e Na rysunku [423przedstawiono inny przyktad: Wigzka elektronow
jest wstrzeliwana do komory za pomoca dziatka elektronowego. Elek-
trony wpadajg do komory, w ptaszczyznie rysunku, z predkoscia o war-
tosci v, a nast¢pnie poruszaja si¢ w obszarze jednorodnego pola ma-
gnetycznego o indukcji ]§, skierowanej prostopadle przed ptaszczyzne
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rysunku.

W wyniku tego sita Fp = qv X B przez calty czas odchyla elektrony, a
poniewaz V i B sg zawsze wzajemnie prostopadtle, elektrony poruszaja
si¢ po okregu.

Chcieliby$émy okresli¢ parametry ruchu po okregu dla tych elektronow
lub (ogélniej) dla dowolnej czastki o tadunku ¢ i masie m, poruszaja-
cej sie z predkoscig v, prostopadle do kierunku wektora indukcji B w
jednorodnym polu magnetycznym.

Z réwnania Lorentza wynika, ze na czastke dziata sita o wartosci quB.
Zas z drugiej zasady dynamiki (F = ma), zastosowanej do ruchu jed-
nostajnego po okregu wynika, ze

F=m— (14.2.9)
r
dlatego
02
quB = m— (14.2.10)
T
Rozwiazujac to rownanie wzgledem r, wyznaczamy promien toru czastki:
mu
= — 14.2.11
r= (14.2.11)

Okres T (czyli czas jednego pelnego obiegu) jest réwny diugosci ob-
wodu, podzielonej przez wartos¢ bezwzgledna predkosci:

2 2 2
o ST _smmy_ cmm (14.2.12)
v v qB qB
Czestosé v (czyli liczba obiegdw w jednostce czasu), nazywana czesto-
Scig cyklotronowa, wynosi:

1 qB
=== — 14.2.13
"TT T 2mm ( )
Czestos$é¢ kotowa w w ruchu jest wiec rowna:
B
w=2m =12 (14.2.14)
m
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e Wielkosci T, v 1 w nie zaleza od predkosci czastki (pod warunkiem,
ze predkos¢ ta jest znacznie mniejsza od predkosci swiatla). Szybkie
czastki poruszaja sie po duzych okregach, a wolne czastki po matych,
ale czas T' jednego petnego obiegu, czyli okres, jest taki sam dla wszyst-
kich czastek o takim samym stosunku tadunku do masy ¢/m. Korzysta-
jac z rownania Lorentza, mozesz sprawdzi¢, ze jesli patrzysz w kierunku
wektora ]§, to kierunek ruchu czastki dodatniej jest zawsze przeciwny
do ruchu wskazéwek zegara, natomiast kierunek ruchu czastki ujemne;j
- zgodny z ruchem wskazéwek zegara.

e Jezeli predkosé¢ natadowanej czastki, wchodzacej w obszar jednorodnego
pola magnetycznego ma sktadows réwnolegta do kierunku tego pola, to
czastka bedzie si¢ poruszac po linii sSrubowej wokot kierunku wektora B.
Na rysunku pokazano przyktadowy wektor predkosci v takiej
czastki, roztozony na dwie sktadowe, jedng rownolegly do wektora ]§,
a drugg - prostopadta:

v =vcos¢ v =vsing (14.2.15)

e Sktadowa rownolegta okresla skok p linii Srubowej, tzn. odlegto$¢ mie-
dzy sasiednimi zwojami (rys. [4.2.3b). Sktadowa prostopadta okresla
promien linii srubowej i jest wielkoscia, ktora nalezy podstawi¢ zamiast

v w réwnaniu ([ZZTT]).

e Na rysunku[I4.2.3k przedstawiono czgstke natadowang, poruszajaca sie
po linii sSrubowej w niejednorodnym polu magnetycznym. Zageszczenie
linii pola po lewej i prawej stronie rysunku wskazuje, ze pole jest tam
silniejsze. Gdy pole na jednym koncu obszaru jest dostatecznie silne,
czastka odbije siedd tego konca. Jezeli czastka odbija sie od obydwu
koncow, to méwimy, ze jest uwieziona w butelce magnetycznej.

e Elektrony i protony sa w ten sposob wychwytywane przez ziemskie
pole magnetyczne; uwiezione czastki tworza wysoko ponad atmosferg
pasy radiacyjne Van Allena, w ksztalcie petli, miedzy pétnocnym a
pohludniowym biegunem geomagnetycznym. Te czastki od bijaja si¢
tam i z powrotem, przebywajac w ciggu kilku sekund droge od jed-
nego do drugiego konca butelki magnetycznej. Gdy silne rozbtyski na
Stoncu wysytaja w kierunku pasow radiacyjnych dodatkowe elektrony
i protony o duzej energii, w obszarach, w ktorych elektrony zwykle sa
odbijane, pojawia si¢ pole elektryczne. Pole to przeciwdziata odbiciu i
kieruje elektrony w dét do atmosfery. gdzie zderzaja sie one z atomami
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i czasteczkami gazéw powietrza, powodujac ich $wiecenie. W ten spo-
sOb powstaje zorza polarna - kurtyna $wietlna, ktéra rozposciera sie
w dét, do wysokosci okoto 100 km. Swiatto zielone jest emitowane
przez atomy tlenu. a sSwiatto rézowe - przez czasteczki azotu, ale czesto
Swiecenie jest na tyle stabe. ze widzimy je jako $wiatto biate.

e Zorza polarna rozpoéciera sie nad Ziemia w postaci tukéw i moze wyste-
powaé¢ w obszarze, zwanym strefa zorzy, przedstawionym na rysunku
M4.2.4 w obrazie z przestrzeni kosmicznej. Choé zorza jest rozlegta,
jej grubo$¢ (mierzona z péocy na potudnie) jest mniejsza niz 1 km,
poniewaz tory wywotujacych ja elektronow zbiegaja sie, gdy elektrony
poruszaja sie po linii Srubowej wokét zbiegajacych sie linii pola.

zhiegajice sig
linie pola
—, tor elektronu /| MAENETYCZNEED
0 P Y/
/ -‘i,'_ ~ 7~ e
| . ;-F( :‘-m'll I|
1 y i"f‘-:f-r ',I
agmmmwtymwl /. u |
\/ biegun poinocny '/ |
“"\. Wh“ J I.' r._-'l

Vﬁ \ Xﬁ

_.-"f I\\suafa wystgpowania
J." zorzy polammej

Rysunek 14.2.4: Owalna strefa wystepowania zorzy polarnej, otaczajac a
geomagnetyczny biegun pétnocny Ziemi (w potnocno-zachodniej Grenlandii).
Linie pola magnetycznego zbiegaja sie w kierunku tego bieguna. Elektrony,
poruszajace sie w kierunku Ziemi zostaja $chwytane”i biegng wokot tych linii
po torze srubowym, osiggajac atmosfere na duzej szerokosci geograficznej i
wywohujac zorze¢ polarnag
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14.3 Sila magnetyczna dzialajgca na przewod-
nik z pradem

Omawiajac zjawisko Halla, pokazalidémy, ze pole magnetyczne wytwarza site
poprzeczng, ktéra dziata na elektrony poruszajace sie w przewodniku. Ta
sita musi tez dziata¢ na caly przewodnik, poniewaz elektrony przewodnictwa
nie moga sie z niego wydostac.

|
=)
W]

Rysunek 14.3.1: Gigtki przewodnik przechodzi migdzy biegunami magnesu
(pokazany jest tylko biegun, znajdujacy sie dalej). a) Gdy prad nie ptynie,
przewodnik jest prosty. b) Gdy prad ptynie do gory, przewodnik odchyla sie w
prawo. ¢) Gdy prad ptynie w d6t, przewodnik odchyla sie w lewo. Polaczenia
doprowadzajace prad do jednego konca przewodnika i odprowadzajace prad
z drugiego konca nie sa pokazane

e Na rysunku [[4.3Th przedstawiono pionowy przewodnik, w ktérym nie
plynie prad elektryczny. Przewodnik umocowany jest na obydwu kon-
cach 1 przechodzi przez szczeling miedzy pionowymi biegunami ma-
gnesu. Pole magnetyczne miedzy biegunami jest skierowane przed
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ptaszczyzne rysunku. Na rysunku [[4.3Ib prad plynie do géry, a prze-
wodnik odchyla sie w prawo. Na rysunku [[4.3.Tk kierunek przeptywu
pradu jest przeciwny, przewodnik zas odchyla sie w lewo.

Rysunek 14.3.2: Widziany z bliska fragment przewodnika magnetycznym,
przedstawionego na rysunku [[4.3Tb. Prad plynie do géry rysunku, co ozna-
cza, ze elektrony poruszajg sie w dot. Pole magnetyczne o indukcji ]§, skie-
rowane przed plaszczyzne rysunku powoduje, ze elektrony wraz z przewod-
nikiem sg odchylane w prawo

e Na rysunku pokazano, co dzieje siec we wnetrzu przewodnika,
przedstawionego na rysunku [[4.3.J] Widzisz jeden z elektronéw prze-
wodnictwa, poruszajacy si¢ w dot z predkoscig unoszenia vy. ROwnanie
Lorentza, w ktorym nalezy podstawi¢ ¢ = 90°, informuje nas, ze na
kazdy taki elektron musi dziata¢ sita Fp o wartosci eVdB.

e 7 réwnania (29.2) wynika, ze ta sita jest skierowana w prawo. Spodzie-
wamy si¢ wiec, ze na caly przewodnik bedzie dziatata sita, skierowana
w prawo, zgodnie z rysunkiem [T4.3Tb.
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e Jedli na rysunku [4.3.2] zmieniliby$my albo kierunek wektora indukcji,
albo kierunek pradu, to sita dziatajaca na przewodnik zmienitaby sie
na przeciwng, skierowang teraz w lewo.

e Zauwaz, ze nie ma znaczenia, czy rozwazamy tadunki ujemne, porusza-
jace sie w dot (jak obecnie), czy tadunki dodatnie, poruszajace sie do
gory. Kierunek sity odchylajacej przewodnik bedzie taki sam. Mozemy
wiec rownie dobrze przyjac, ze prad sktada sie z tadunkéw dodatnich.

. RozwaZmy fragment przewodnika o dtugosci L, przedstawiony na ry-
sunku [] Wszystkie elektrony przewodnictwa, znajdujace sie w
tym obszarze przejda przez ptaszczyzne zax na rysunku 1432 w cza-
sie t = L/vg. Tak wiec tadunek, przepltywajacy w tym czasie przez
plaszczyzne xx, jest rowny:

L
g=1It=1= (14.3.1)
Vq

e Podstawiajac to wyrazenie do rownania Lorentza, otrzymujemy:

IL
Fp = qugBsin ¢ = —v,B sin 90° (14.3.2)
Vd
czyli
Fgp=1LB (14.3.3)

e To rownanie okresla site magnetyczna, dziatajaca na odcinek przewod-
nika o dlugosci L, w ktoérym plynie prad o natezeniu I i ktory jest
umieszczony w polu magnetycznym o wektorze indukcji B, prostopa-
dlym do przewodnika.

e Jezeli pole magnetyczne nie jest prostopadte do przewodnika, to sita
magnetyczna jest okreslona rownaniem, bedacym uogolnieniem réwna-

nia [14.3.3t

Fs;=ILxB (14.3.4)

L oznacza tutaj wektor dtugosci, ktéry ma wartosé bezwzgledna réwna
L i jest skierowany wzdtuz odcinka przewodnika, zgodnie z umownym
kierunkiem pradu.

o Wartos¢ sity Fp jest réwna:
Fg=1LBsin¢ (14.3.5)

gdzie phi jest katem miedzy kierunkami Li B Kierunek sity Fp jest
zgodny z kierunkiem iloczynu wektorowego L x B poniewaz przyjmu-
jemy, ze natezenie pradu [ jest wielkoscig dodatm@.
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e 7 rownania 434 wynika, ze wektor sity Fp Jest zawsze prostopadly
do plaszczyzny, wyznaczonej przez wektory Li B jak pokazano na

rysunku [[4.3.3

Rysunek 14.3.3: Przewodnik, w ktérym plynie prad o natezeniu I, tworzy
kat ¢ z kierunkiem wektora indukcji magnetycznej B. W polu znajduje sie
odcinek o dtugosci L, a wektor L jest zorientowany zgodnie z kierunkiem
pradu. Na przewodnik dziata sita magnetyczna Lorentza F =1 LxB

e Jezeli przewodnik nie jest prosty lub pole nie jest jednorodne, to mo-
zemy podzieli¢ w mysli przewodnik na mate odcinki i zastosowaé¢ do
kazdego z nich réwnanidI4.3.4]l Sita, dziatajaca na caly przewodnik
bedzie suma wektorowa wszystkich sit, dziatgjacych na poszczegolne

odcinki. Mozemy napisac:

dFp = IdL x B

(14.3.6)

e Catkujac w rownaniu [[4.3.6] po calym przewodzie, dostaniemy site wy-

padkowsa dzialajaca na ten przewod.
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14.3.1 Moment sily dzialajacyna ramke z pradem

Wigkszo$¢ pracy wykonuja na calym swiecie silniki elektryczne. Sity, dzieki
ktorym ta praca jest wykonywana, to sity magnetyczne, ktore badalismy w
poprzednim paragrafie, czyli sity dzialajace na przewodnik z pradem umiesz-
czony w polu magnetycznym.

Rysunek 14.3.4: Schemat silnika elektrycznego. Prostokatna ramka, w ktorej
plynie prad elektryczny i ktéra moze sie swobodnie obraca¢ wokot statej osi,
umieszczona jest w polu magnetycznym. Sity magnetyczne, dziatajace na
przewod wytwarzajg moment sity, ktéry powoduje obrét ramki. Komutator
(nie pokazany na rysunku) odwraca kierunek pradu co pdt obrotu, tak aby
moment sity dziatal zawsze w te samg strone

e Na rysunku [[4.37] przedstawiono prosty silnik, sktadajacy sie z poje-
dynczej ramki z pradem, umieszczonej w polu magnetycznym o induk-
cji B. Dwie sity magnetyczne Fi-F wytwarzaja moment sity, ktory
dziata na ramke, usitujac ja obréci¢ wokét osi. Mimo braku wielu
istotnych szczegdtow, z rysunku mozna odezytac, w jaki sposob dziata-
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nie pola magnetycznego na ramke z pradem wywoluje ruch obrotowy.
Sprobujmy przeanalizowaé ten problem.

Na rysunku przedstawiono w rzucie prostokatng ramke o bo-
kach a i b, w ktérej ptynie prad o natezeniu /. Ramka umieszczona jest
w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B w taki sposob, ze
jej dhuzsze boki, oznaczone jako 11 3, sg prostopadte do kierunku wek-
tora indukeji (skierowanego za ptaszczyzne rysunku), natomiast krétsze
boki, oznaczone jako 2 i 4, nie sg prostopadte do kierunku wektora in-
dukcji. Przewody, doprowadzajace prad do ramki sg potrzebne, ale dla
uproszczenia nie zostaly pokazane.

Do okreslenia ustawienia ramki w polu magnetycznym uzywamy wek-
tora normalnego n, ktory jest prostopadty do ptaszczyzny ramki. Na
rysunku [I£3.5b przedstawiono regute prawej dtoni, zastosowana w celu
znalezienia kierunku n. Uléz lub zegnij palce prawej dtoni tak, aby
wskazywaly kierunek pradu w dowolnym punkcie ramki. Twdj wycig-
gniety kciuk wskaze wtedy kierunek wektora normalnego 7.

Na rysunku przedstawiona jest ramka, ktérej wektor normalny
jest skierowany pod pewnym katem © do kierunku wektora indukcji
magnetycznej B. Dla takiego ustawienia ramki chcemy wyznaczy¢ wy-
padkows site i wypadkowy moment sity, dziatajacy na ramke.

Wypadkowa sita, dzialajaca na ramke jest wektorowa suma sit, dziata-
jacych na jej cztery boki. Dla boku 2 kierunek wektora | w réwnaniu
M4.3.4 jest zgodny z kierunkiem przeplywu pradu, a jego wartos$é jest
rowna b. Kat miedzy wektorami LiB (patrz rysunek [4.3.5c¢) wynosi
90° — O. Tak wiec wartos¢ sity, dziatajacej na ten bok jest réwna:

Fy = 1bBsin(90° 4+ ©) = [bBcos® (14.3.7)

Mozesz wykazaé, ze sita F4, dziatajaca na bok 4 ma takg samag wartosc,
jak sita F, ale jest przeciwnie skierowana. Tak wiec sity F, i Fy row-
nowaza sie, tzn. ich wypadkowa jest réwna zeru. Silty dziatajg wzdtuz
tej samej prostej, przechodzacej przez srodek ramki, dlatego zwigzany
z nimi wypadkowy moment sity jest réwny zeru.

Inaczej jest w przypadku bokéw 11 3, gdyz wektor L jest prostopadty
do wektora ]:3;, a sity F, i Fs maja taka samg warto$¢ laB. Silty te sa
skierowane przeciwnie, a wigc nie powoduja przesuni¢cia ramki ani w
gore, ani w dot. Jednakze, jak pokazano na rysunku 435k, te dwie sity
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Rysunek 14.3.5: Prostokatna ramka dtugosci a i szerokosci b, w ktorej ptynie
prad o natezeniu I, jest umieszczona w jednorodnym polu magnetycznym.
Moment sity M usituje ustawi¢ wektor normalny n wzdluz linii pola. a)
Ramka widziana wzdtuz linii pola magnetycznego. b) Widok perspekty-
wiczny, pokazujacy, w jaki sposob reguta prawej dtoni pozwala okresli¢ kie-
runek wektora 7, prostopadlego do ptaszczyzny ramki. c¢) Ramka widziana
od strony boku 2.

nie dziataja wzdtuz tej samej prostej, tak: wiec powstaje wypadkowy
moment sity. Moment ten usituje obroci¢ ramke tak, aby ustawié¢ jej
wektor normalny N wzdhuz kierunku wektora indukcji magnetycznej
B. Ramiona tych sil wzgledem osi obrotu ramki wynosza (b/2) sin ©.

Wartosé momentu sity M , wywotanego dziataniem sit F,i f‘g jest wiec
réwna (patrz tez na rysunek [[4.3.5c):1

M = (IaBg) + <[aBg> — TabB sin © (14.3.8)

e Przypusémy, ze pojedyncza ramke, w ktorej ptynie prad, zastapimy
cewka, sktadajaca si¢ z N zwojow. Nastepnie zaldézmy, ze zwoje sa
nawiniete tak ciasno, ze mozna przyja¢ w przyblizeniu, iz maja te same
wymiary i lezg w tej Sam/ej plaszczyznie. Zatem zwoje tworza ptaska
cewke, a moment sity M , o wartodci danej réwnaniem dziata
na kazdy zwdéj. Catkowity moment sity, dziatajacy na cewke ma wiec
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wartosé
M =NM = NIabBsin® = (NIS)Bsin © (14.3.9)

gdzie S = ab jest polem powierzchni objetej przez cewke. Wielkosci
w nawiasach (NI1S) wystepuja razem, poniewaz opisuja wlasciwosci
cewki: liczbe zwojow, pole powierzchni i natezenie pradu. Roéwnanie
jest shuszne dla wszystkich ptaskich cewek, niezaleznie od ich
ksztattu, pod warunkiem, ze pole magnetyczne jest jednorodne.

Zamiast skupia¢ sie na ruchu cewki, tatwiej jest analizowaé potozenie
wektora n, ktory jest prostopadly do ptaszczyzny cewki. Rownanie
wskazuje, ze ptaska cewka z pradem, umieszczona w polu ma-
gnetycznym, bedzie usitowala sie obroci¢ tak, aby kierunek wektora n
byt zgodny z kierunkiem wektora indukcji magnetycznej.

W silniku elektrycznym kierunek pradu w cewce zmienia si¢ na prze-
ciwny w chwili, w ktorej kierunek wektora n pokrywa sie z kierunkiem
wektora indukeji; w ten sposob moment sity nadal obraca cewke. Ta au-
tomatyczna zmiana kierunku pradu jest uzyskiwana za pomoca komu-
tatora, ktory elektrycznie taczy obracajaca sie¢ cewke z nieruchomymi
stykami przewodéw doprowadzajacych prad ze zrodta.

14.3.2 Dipolowy moment magnetyczny

Cewka, przez ktora ptynie prad, omawiana w poprzednim paragrafie,
moze by¢ opisana za pomocg pojedynczego wektora i, noszacego nazwe
dipolowego momentu magnetycznego. Kierunek wektora ji wybieramy
zgodnie z kierunkiem wektora normalnego n, prostopaditego do ptasz-
czyzny cewki, jak pokazano na rysunku 437 Natomiast wartosé
bezwzgledna wektora ji definiujemy jako:

p=NIS (14.3.10)

gdzie N jest liczba zwojow cewki, I - natezeniem pradu ptynacego przez
cewke, a S - polem powierzchni, objetej przez kazdy zwdj cewki. (Z
roéwnania wynika, ze jednostka i jest amper razy metr kwa-
dratowy). Stosujac i, mozemy zapisa¢ rownanie [[4.3.9) ktore okresla
moment sity, dziatajacy na cewke pod wptywem pola magnetycznego
jako:

M = pBsin © (14.3.11)

gdzie © jest katem miedzy wektorami fi i B.
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Rysunek 14.3.6: Ustawienia dipola magnetycznego (w tym przypadku ramki
z pradem) w zewnetrznym polu magnetycznym ]§, odpowiadajace najwick-
szej 1 najmniejszej energii. Kierunek dipolowego momentu magnetycznego i
okreslony jest przez kierunek pradu I, zgodnie z reguta prawej dtoni

e Réwnanie to moze by¢ zapisane w ogolniejszej postaci jako zaleznosé
wektorowa:

M=/xB (14.3.12)

ktora bardzo przypomina analogiczne rownanie dla momentu sity, wy-
wieranego przez pole elektryczne na dipol elektryczny, a mianowicie
rownanie:

M=pxE (14.3.13)

e W obydwu przypadkach moment sity wywierany przez pole - magne-
tyczne lub elektryczne - jest rowny iloczynowi wektorowemu odpowied-
niego momentu dipolowego i wektora pola.

e Dipol magnetyczny ma w zewng¢trznym polu magnetycznym magne-
tyczna energie potencjalng, ktora zalezy od ustawienia dipola w polu
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magnetycznym. Wykazalismy, ze dla dipola elektrycznego:
E,(©)=-p-E (14.3.14)
W przypadku magnetycznym mozna napisa¢ analogicznie:

E,(©)=—i-B (14.3.15)
Dipol magnetyczny ma najmniejsza energie (—uB cos0° = —uB), gdy
moment magnetyczny i jest ustawiony zgodnie z kierunkiem wektora
indukcji B (rys. [4.3.0). Dipol ma najwieksza energie ((—uB cos 180° =
+uB)), gdy wektor fi jest ustawiony przeciwnie do kierunku wektora
indukcji pola.

Dotychczas z dipolem magnetycznym byta utozsamiana tylko cewka
z pradem. Jednakze zwykly magnes sztabkowy jest réwniez dipolem
magnetycznym, podobnie jak obracajaca si¢ naladowanakula. Ziemig
mozna tez traktowac¢ w przyblizeniu jako dipol magnetyczny. Wreszcie
wickszog¢ czastek elementarnych, w tym elektron (u = 9.3-10724J/T),
proton (p = 1.4-1072%J/T) i neutron, ma dipolowe momenty magne-
tyczne. Wszystkie te uktady zachowuja sie jak ramki z pradem.
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Rozdzial 15

Prady elektryczne i pole
magnetyczne

Poznalismy zjawiska w ktorych, pole magnetyczne oddzialywuje na prze-
wodniki z pradem elektrycznym. Z polami magnetycznymi spotkliSmy sie
juz obserwujac jak dwa magnesy oddziatuja na siebie. Zastanawiajac si¢
nad natura tych zjawisk naturalnym jest przypuszczenie, ze wokot przewod-
nika z pradem tez powstaje pole magnetyczne, ktére dziata sitg na magnesy
znajdujace sie w poblizu.

Rysunek 15.0.1: Pole magnetyczne wokoét przewodnika z pradem
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ROZDZIAL 15. PRADY ELEKTRYCZNE I POLE
MAGNETYCZNE

15.1 Obliczanie indukcji magnetycznej pola
wywotanego przepltywem pradu

Wykorzystanie poruszajacych sie tadunkéw, czyli pradu elektrycznego, jest
jednym ze sposobéw wytworzenia pola magnetycznego. Naszym zadaniem
w tym rozdziale bedzie wyznaczenie indukcji magnetycznej pola wytworzo-
nego przez prady o danym rozktadzie. Zastosujemy w tym celu taka sama
metode, jaka zastosowaliSmy w rozdziale [12] do wyznaczenia natezenia pola
elektrycznego wytworzonego przez natadowane czastki o danym rozktadzie
tadunku.

& .l
- (za plaszczyzng
dg 4 P rysunku)
,.'r I (( \\_mz.klad pradu
L rozktad tadunku

) b)

Rysunek 15.1.1: a) Element tadunku da wytwarza przyczynek dE do pola
elektrycznego w punkcie P. b) Element pradu Ids wytwarza przyczynek
dB do pola magnetycznego w punkcie P. Zielony znak z (przypominajacy
ogon strzaly) umieszczony w punkcie P wskazuje, ze dB jest skierowane
prostopadle za ptaszczyzne rysunku.

e Przypomnijmy krotko te metode. Najpierw dzielimy w mysli tadunek
na elementy da, jak to zostalo zrobione na rysunku I5.1.Th dla roz-
ktadu tadunku o dowolnym ksztatcie. Nastepnie obliczamy natezenie
dE pola, wytworzonego w pewnym punkcie P przez odpowiedni ele-
ment tadunku. Natezenia po6l elektrycznych, pochodzacych od réznych
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elementéw dodajg sie do siebie, zatem obliczamy natezenie wypadkowe
pola E w punkcie P sumujagc, za pomocs catkowania, przyczynki dE
od wszystkich elementow.

Wiemy juz, ze wartos¢ dFE jest wyrazona wzorem:

B — L%

4dey T2

(15.1.1)

gdzie r jest odlegto$cia miedzy elementem tadunku dg a punktem P.
Dla dodatniego elementu tadunku kierunek dE jest zgodny z kierun-
kiem T, gdzie I jest wektorem skierowanym od elementu tadunku dg do
punktu P.

Wprowadzajac r do réwnania [[5. 1.1l mozemy je zapisa¢ w postaci wek-
torowej:

1 dqr
deg 21

dE = (15.1.2)
ktora wskazuje, ze kierunek wektora df), wytworzonego przez dodatnio
natadowany element, jest zgodny z kierunkiem wektora r. Zauwaz, ze
w rownaniu [5.1.2 dE jest odwrotnie proporcjonalne do 72

Zastosujemy teraz te sama metode do obliczenia indukcji magnetycz-
nej pola wytworzonego przez przeptyw pradu. Na rysunku I5.T.Ib
przedstawiono przewodnik dowolnego ksztattu, w ktérym plynie prad
o natezeniu /.

Chcemy wyznaczy¢ wektor B w punkcie P, potozonym w niewielkiej
odlegtosci od przewodnika.

Najpierw dzielimy w my$li przewodnik na elementy ds, a nastepnie de-
finiujemy wektorowy element ds, ktéry ma dtugosé ds , a jego kierunek
jest zgodny z kierunkiem przepltywu pradu w elemencie ds. Mozemy
nastepnie zdefiniowaé element pradu jako [ ds. Naszym celem bedzie
wyznaczenie indukcji dB pola wytworzonego w punkcie P przez odpo-
wiedni element pradu.

Wiemy z doswiadczenia, ze wektory ]§, podobnie jak wektory nate-
zen pol elektrycznych dodaja sie do siebie. Zatem mozemy obliczy¢
wypadkowy wektorB w punkcie P, sumujac, za pomoca catkowania,
przyczynki dB od wszystkich elementéw pradu.
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e Jednakze to sumowanie jest bardziej skomplikowane i wymaga wiek-
szego wysitku, niz w przypadku pél elektrycznych. Podczas gdy ele-
ment tadunku dg, wytwarzajacy pole elektryczne jest wielkoscig ska-
larng, element pradu /ds, wytwarzajacy pole magnetyczne, jest iloczy-
nem skalara i wektora.

e Okazuje sig, ze wartos¢ wektora dB pola, wytworzonego w punkcie P
przez element pradu Ids jest réwna:
1o Idssin ©
dB = ———— 15.1.3
47 r? ( )
gdzie © jest katem miedzy kierunkami ds i r, a wektor r jest skiero-
wany od ds do punktu P. Symbol pq jest stala, zwana przenikalno$cig
magnetyczng prozni (stata magnetyczna), ktorej warto$¢ jest rowna:

po=4r-107"T -m/A =~ 126-107°T -m/A (15.1.4)
e Kierunek wektora dB, prostopadly do plaszezyzny rysunku I5LIb,

jest kierunkiem iloczynu wektorowego ds x r. Mozemy wiec zapisaé
rownanie 5. 1.4l w postaci wektorowej jako

A7 3

(15.1.5)

Roéwnanie wektorowe [[5.1.5]1 jego skalarna postac¢ [[5.1.3] znane sa jako
prawo Biota-Savarta.

15.1.1 Pole magnetyczne wokoél prostoliniowego prze-
wodnika z pradem

o Wykazemy, stosujac prawo Biota-Savarta, ze warto$¢ indukeji magne-
tycznej pola w odlegtosci R od dhtugiego prostoliniowego przewodu,
przez ktory ptynie prad o natezeniu I, jest dana wzorem:

pol

B = o (15.1.6)

e Warto$¢ wektora indukeji B w rownaniu 511 zalezy tylko od nateze-

nia pradu i odlegtosci R danego punktu od przewodu. Wyprowadzajac

ten wzor, wykazemy, ze linie pola B tworzg wspotsrodkowe okregi wo-

kot przewodu. Pokazano to na rysunku 05.1.2h, a takze za pomoca
opitkéw zelaza na rysunku I5.1.2b.
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a)

Rysunek 15.1.2: a) Linie pola magnetycznego, wytworzonego przez prad, pty-
nacy w dtugim prostoliniowym przewodzie, tworza wspotsrodkowe okregi wo-
kot przewodu. b)Opilki zelazne, rozrzucone na kartonie uktadaja sie wzdhuz
wspotsrodkowych okregéw, gdy w przewodzie ptynie prad. To ulozenie,
wzdtuz linii pola magnetycznego, jest wynikiem dziatania pola magnetycz-
nego, wytworzonego przez prad ptynacy w przewodzie.

e Odleglo$¢ miedzy liniami na rysunku ros$nie wraz ze wzrostem
odlegtosci od przewodu. Odpowiada to zmniejszaniu si¢ wartosci in-
dukeji B, zgodnie z zaleznoscia 1 /R, przewidziang w réwnaniu
Dtugosci dwoch wektorow B na tym rysunku réwniez wykazuja male-
jaca zalezno$¢ od R.

e Na rysunku zilustrowano zadanie, ktére mamy wykonaé; szu-
kamy wektora indukeji magnetycznej B w punkcie P, w odlegtosci R
od przewodu. Rysunek[I5.T.3ljest w istocie bardzo podobny do rysunku
I5.11b, z wyjatkiem tego, ze teraz przewod jest prosty i nieskonczenie
dhugi.

o Wartos¢ przyczynku do indukcji magnetycznej pola, wytworzonego w
punkcie P przez element pradu Ids, znajdujacy sie w odlegtosci r od
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punktu P, jest dana réwnaniem [I5.1.5]
I Idssin ©
dB = %% (15.1.7)

Ty
!

|
I
A

Rysunek 15.1.3: Obliczanie indukcji magnetycznej pola, wytworzonego przez
prad o natezeniu I, ptynacy w dtugim prostoliniowym przewodzie. Jak po-
kazano na rysunku, dB w punkcie P, zwigzane z elementem pradu Ids jest
skierowane za plaszczyzne rysunku

e Wektor dB na rysunku [I5.1.3 jest skierowany tak, jak wektor ds X T,
prostopadle za ptaszczyzne rysunku.

e Zauwaz, ze dB w punkcie P ma taki sam kierunek dla wszystkich ele-
mentow pradu, na jakie mozna podzieli¢ przewod. Tak wige wartosé
indukcji magnetycznej pola, wytworzonego w punkcie P przez elementy
pradu w goérnej potowie nieskonczenie dtugiego przewodu, moze byé
obliczona przez catkowanie dB w réwnaniu [5.1.70 od zera do nieskoni-
CZONOSCI.
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e Rozwazmy teraz element pradu w dolnej potowie przewodu, potozony

w takiej odlegto$ci w dot od punktu P, w jakiej dS znajduje sie powyzej
punktu P. Ze wzoru wynika, ze wektor indukcji magnetycznej
pola wytworzonego w punkcie P przez ten element ma taka sama war-
tos¢ i kierunek, jak wektor indukcji pola, pochodzacego od elementu
Ids na rysunku

Zatem indukcja pola wytworzona przez dolng potowe przewodu jest
doktadnie taka sama,j ak indukcja pola wytworzonego przez gérng po-
towe. Aby znalez¢ wartosé¢ indukcji magnetycznej B catkowitego pola w
punkcie P, wystarczy wiec pomnozy¢ wynik naszego catkowania przez
2. Stad otrzymujemy:

[e 9] (e 9]

L
B= 2/dB — Mo /Sm@ds (15.1.8)

27 r2
0 0

Zmienne O, sir w tym réwnaniu nie sa niezalezne, ale (patrz rys[I5.1.3)
zwigzane sg zaleznosciami:

r=vs?+ R? (15.1.9)

oraz

R

Sin@:Sin(ﬂ'—@) = \/ﬁ
S

(15.1.10)

Po wykorzystaniu tych zwigzkow, z rownania [I5.1.8] otrzymujemy:

il [ Rds  pl[ s 1% ol (15.1.11)
o V2+ R 21 |2+ R? 0 ~ 27R o
0

czyli zalezno$c¢, ktorg mielismy wyprowadzic.
Zauwaz, ze indukcja magnetyczna w punkcie P pola, pochodzacego
albo od dolnej, albo od gérnej potowy nieskonczonego przewodu na

rysunku [I5.1.3] jest rowna potowie tego wyrazenia, tzn.:

1
B_Mo

= 15.1.12
4T R ( )
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15.1.2 Pole magnetyczne wytworzone przez prad pty-
nacy w przewodzie o ksztalcie tuku okregu

Aby wyznaczy¢ indukcje magnetyczng pola, wytworzonego w pewnym punk-
cie przez prad ptynacy w zagietym przewodzie, mogliby$my znéw zastosowac
rownanie [5.1.0 i zapisa¢ warto$¢ indukeji pola, pochodzacego od pojedyn-
czego elementu pradu. Nastepnie moglibySmy obliczy¢ catke i wyznaczy¢
wypadkowa indukcje pola, wytworzonego przez wszystkie elementy pradu.
W zaleznosci od ksztattu przewodu takie catkowanie moze by¢ trudne. Jest
ono jednak catkiem proste, gdy przewod ma ksztatt tuku okregu, a dany
punkt znajduje sie¢ w srodku krzywizny.

-

ffff , f\

of !
o d:.. T E'“\\(- E
'\-._“H F'.

a) ) ¢

Rysunek 15.1.4: a) W przewodzie w ksztalcie tuku okregu o érodku C' ply-
nie prad o natezeniu /. b) Kat miedzy kierunkami ds i r jest réwny 90°
dla dowolnego elementu tuku. ¢) Wyznaczanie kierunku indukcji magnetycz-
nej pola w punkcie C'; wytworzonego przez prad w przewodzie. Wektor B
jest skierowany przed plaszczyzne rysunku, a jego kierunek pokazujag czubki
palcow, co zaznaczono kolorows kropka w punkcie C'.

e Na rysunku [5.T.74h przedstawiono przewdd w ksztalcie tuku o kacie
srodkowym ¢, promieniu R i $rodku C'.

e W przewodzie ptynie prad o natezeniu [I.

e W punkcie C kazdy element pradu przewodu Ids wytwarza pole ma-
gnetyczne o wartosci indukcji danej réwnaniem [I15.1.5] Ponadto, jak
pokazano na rysunku I5.1.4b, bez wzgledu na to, w ktérym miejscu
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przewodu znajduje sie element pradu, kat © miedzy wektorami ds i 1
jest rowny 90°, a takze r = R . Zatem podstawiajac R zamiast r oraz
90° zamiast O, otrzymujemy z rownania [I5. 1.5

b

b
pol IRd) ol /
B= [dp= [ ‘L0 _ Moo 15.1.1
/d /47T R2 4R de (15.1.13)

0 0

Ostatecznie, otrzymujemy

I
B_Mocb

= 15.1.14
4T R ( )

e Aby znalez¢ indukcje magnetyczng pola w sSrodku petlnego okregu, wzdtuz
ktorego plynie prad, powinnismy podstawi¢ 27 radianéw za ¢ w row-
naniu [[5.1.14] otrzymujac:

i

B =
2R

(15.1.15)

15.2 Sity dziatajace miedzy dwoma réwnole-
gltymi przewodami z pradem

Dwa dtugie réwnolegte przewody, w ktorych ptyna prady, dziataja na siebie
sitami. Na rysunku [I5.2.7] przedstawiono dwa takie przewody, odlegte o d, w
ktorych ptyna prady o natezeniach [; i [;. Zbadajmy sily, jakimi przewody
te dzialaja wzajemnie na siebie.

e Najpierw szukamy sity, dzialajacej na przewdd 2 na rysunku [5.2.1]
wywolanej przez prad, ptynacy w przewodzie 1. Ten prad wytwarza
pole magnetyczne o indukcji B, i whasnie to pole magnetyczne po-
woduje powstawanie poszukiwanej sity. Aby wyznaczy¢ site, musimy
zatem zna¢ wartos¢ i kierunek wektora indukcji B, w miejscu, w kto-
rym znajduje sie przewod 2. Ze wzoru [[5.2.1] wynika, ze wartosé B, w
kazdym punkcie przewodu 2 jest réwna:

~ poh

By =
2 2md

(15.2.1)

e 7 reguty prawej dloni wynika, ze wektor indukcji B, w miejscu, w
ktorym znajduje sie przewdd 2, jest skierowany w dot, jak pokazano na

rysunku [5.2.1]
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Rysunek 15.2.1: Dwa réwnoleglte przewody, w ktorych ptyna prady w tym
samym kierunku, wzajemnie si¢ przyciagaja. B, jest wektorem indukcji ma-
gnetycznej pola w miejscu, w ktérym znajduje sie przewod 2, a wytworzonego
przez prad w przewodzie 1. ﬁgl jest sita, ktora dziata na przewod 2, gdyz
ptynie w nim prad, a przewdd znajduje sie w polu o indukcji B,

e Znamy juz indukcje, mozemy zatem teraz wyznaczy¢ sile, jaka pole
dziata na przewdd 2. Zgodnie z réwnania [[4.3.5] sita Fo | wytworzona
przez zewnetrzne pole o indukcji B, i dziatajaca na odcinek przewodu
2 o dtugosci L jest rowna:

ﬁQl = ]Q:E X ]§1 (1522)
gdzie L jest wektorem diugosci przewodu. Na rysunku I5.2.1] wektory
L i B, sa prostopadte, tak wiec stosujac wzor [[5.2.2] mozemy napisac:

poL i 1o

Fy = LB, sin90° = o (15.2.3)

e Kierunek wektora Fa jest zgodny z kierunkiem iloczynu wektorowego
L x B;. Stosujac regute prawej dtoni dla iloczynu wektorowego do
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wektoréw L i By pokazanych na rysunku [5.2.1] widzimy, ze wektor
F9; jest skierowany w strone przewodu 1.

e Przewody, w ktorych ptyna prady réwnolegte, przyciagaja si¢, a te, w
ktorych ptyna prady antyrownolegte, si¢ odpychaja.

e Silta, dzialajaca miedzy przewodami, w ktérych ptyng prady rownole-
gle, jest podstawa definicji ampera, ktory jest jedna z siedmiu pod-
stawowych jednostek w uktadzie SI. Definicja przyjeta w 1946 r. jest
nastepujaca: 1 amper oznacza natezenie pradu staltego, ktéry ptynac
w dwoch réwnolegtych prostoliniowych, nieskonczenie diugich prze-
wodach o znikomo matym przekroju poprzecznym, umieszczonych w
prozni w odlegtosci 1 m, wywotuje miedzy tymi przewodami site o war-
toéci 2- 1077 N na kazdy metr dtugosci przewodu.

15.3 Prawo Ampera

e Mozemy wyznaczy¢ wypadkowe pole elektryczne, wytworzone przez
dowolny uktad tadunkow, korzystajac ze wzoru okreslajacego
przyczynek dE. Jezeli uklad tadunkow jest skomplikowany, by¢ moze
bedziemy musieli skorzysta¢ z komputera. Przypomnij sobie, ze jesli
rozktad tadunku ma symetrie ptaszczyznowa, walcows, lub sferyczna,
to mozna zastosowa¢ prawo Gaussa i wyznaczy¢ wypadkowe pole elek-
tryczne, wktadajac w to znacznie mniej wysitku.

e Podobnie mozemy wyznaczy¢ wypadkowe pole magnetyczne wytwo-
rzone przez dowolny uktad pradow, korzystajac ze wzoru okre-
slajacego przyczynek d]§, ale znéw by¢ moze bedziemy musieli skorzy-
sta¢ z komputera dla skomplikowanego uktadu pradéw. Jezeli jednak
uktad pradéw ma pewna symetrie, bedziemy mogli zastosowaé prawo
Ampere’a 1 wyznaczy¢ wypadkowe pole magnetyczne, wkladajgc w to
znacznie mniej wysitku. To prawo, ktore mozna wyprowadzi¢ z prawa
Biota-Savarta, jest zwyczajowo przypisywane Andre Marie Ampere’owi
(1775-1836), na ktorego czesé¢ nazwano jednostke natezenia pradu w
uktadzie SI. Jednakze prawo to zostato w rzeczywistosci sformutowane
Scisle przez angielskiego fizyka Jamesa Clerka Maxwella.

e Prawo Ampere’ a ma postac:

fﬁ - dS = pol, (15.3.1)
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Rysunek 15.3.1: Prawo Ampera zastosowane do dowolnego konturu, ktéry
obejmuje dwa dtugie prostoliniowe przewody, ale nie obejmuje trzeciego prze-
wodu. Zwr6é uwage na kierunki pradow

e Natezenie pradu [, po prawej stronie jest catkowitym natezeniem pradu
przecinajacego powierzchnie ograniczona przez kontur catkowania.

e Na rysunku pokazano przekrdj poprzeczny trzech dtugich, prostolinio-
wych przewodow, w ktorych ptyna prady Iy, I i I3 skierowane albo
za plaszczyzne, albo przed ptaszczyzne rysunku. Pewien kontur za-
mkniety, lezacy w plaszczyznie rysunku, obejmuje dwa przewody, ale
nie obejmuje trzeciego.

15.3.1 Pole magnetyczne na zewnatrz dtugiego prosto-
liniowego przewodu z pradem

e Na rysunku [I5.3.2 przedstawiono dtugi prostoliniowy przewod, w kto-
rym prad o natezeniu [ ptynie przed ptaszczyzne rysunku.
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kontur
calkowania
"., H"
A (g=10)

Rysunek 15.3.2: Zastosowanie prawa Ampera do wyznaczenia indukcji ma-
gnetycznej pola, wytworzonego przez prad o natezeniu I, ptynacy w dhugim
prostoliniowym przewodzie. Konturem catkowania jest okrag, lezacy na ze-
wnatrz przewodu

e 7 réwnania wynika, ze indukcja magnetyczna B pola, wytwo-
rzonego przez ten prad ma taka samg warto$¢ we wszystkich punktach,
znajdujacych sie w odlegtosci r od srodka przewodu; innymi stowy pole
B ma symetrie walcowa wzgledem osi przewodu. Mozemy wykorzy-
sta¢ te symetrie do uproszczenia calki, wystepujacej w prawie Ampera
(réwnanie [5.3.]), jezeli otoczymy przewdd zamknietym konturem w
ksztatcie wspotérodkowego okregu o promieniu r, jak pokazano na ry-
sunku [5.3.2l Indukcja B ma wtedy taka samg wartos¢ kazdym punk-
cie konturu. Bedziemy oblicza¢ catke w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazoéwek zegara, wiec ds ma kierunek, pokazany na rysunku [[5.3.2]

e Wyrazenie B cos©® w rownaniu I5.3.1] mozna dalej uproscié, jesli za-
uwazymy, ze wektor B jest styczny do konturu w kazdym jego punkcie,
podobnie jak dS. Zatem wektory Bids sg albo rownolegte, albo an-
tyréwnolegte w kazdym punkcie konturu i przyjmujemy (w sposéb do-
wolny) te pierwsza mozliwosé. Wobec tego w kazdym punkcie konturu
kat © miedzy wektorami ds i B jest réwny 0°, a cos © = cos0° = 1.
Calka w rownaniu [5.31] przyjmuje wiec postac:

%E -ds = chos Os = B%ds = B(2nr) (15.3.2)
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e 7 reguty prawej dtoni otrzymujemy znak plus dla pradu na rysunku
I5.31 Wyrazenie po prawej stronie prawa Ampera przyjmuje postacé
+uol 1 otrzymujemy wowczas:

B(27r) = pol (15.3.3)
a stad
ol
B=— 15.3.4
27r ( )

e Jest to rOwnanie, ktore wyprowadziliémy wezesniej z prawa Biota-Savarta,
wkladajac w to znacznie wiecej wysitku.

15.3.2 Pole magnetyczne wewnatrz dlugiego prostoli-
niowego przewodu z pradem

e Na rysunku przedstawiono przekrdj poprzeczny dtugiego prosto-
liniowego przewodu o promieniu R. W przewodzie ptynie rGwnomiernie
roztozony prad o natezeniu I, skierowany przed ptaszczyzne rysunku.
Ze wzgledu na réwnomierny rozktad pradu w przekroju poprzecznym
przewodu, pole magnetyczne wytwarzane przez ten prad musi mie¢ sy-
metrie walcowg. Tak wiec, aby wyznaczy¢ indukcje magnetyczna pola
wewnatrz przewodu, mozemy znéw wykorzysta¢ kontur o promieniu 7,
przyjmujac teraz r < R, jak pokazano na rysunku [5.33l 7Z symetrii
wynika ponownie, ze wektor B jest styczny do konturu, tak wiec lewa
strona prawa Ampere’a przyjmuje postac:

fﬁ - d§ = des — B(27r) (15.3.5)

e Aby otrzymac prawa strone prawa Ampere’a, zauwazmy, ze ze wzgledu
na rownomierny rozktad pradu, natezenie pradu I, objetego konturem
jest proporcjonalne do pola powierzchni wewnatrz tego konturu, czyli:

=] — (15.3.6)

e 7 reguly prawej dloni wynika, ze I, ma znak dodatni. Wobec tego z
prawa Ampere’a otrzymujemy:

B(2nr) i (15.3.7)
) = .O.
Ho R
czyli
pol
B= 15.3.
(%Rz) r (15.3.8)
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kontur

calkowania

Rysunek 15.3.3: Zastosowanie prawa Ampere’a do wyznaczenia indukeji ma-
gnetycznej pola, ktére powstaje wewnatrz dtugiego prostoliniowego przewodu
o przekroju kotowym, w wyniku przeptywu pradu o natezeniu /. Prad jest
rownomiernie roztozony w przekroju poprzecznym przewodu i ptynie przed
plaszczyzne rysunku. Kontur catkowania znajduje sie wewnatrz przewodu

e Zatem warto$¢ indukcji magnetycznej B wewnatrz przewodu jest pro-
porcjonalna do r. Wartos¢ ta jest rowna zeru w $rodku i osiaga maksi-
mum na powierzchni przewodu, gdzie r = R. Zauwazmy, ze z réwnan
05341 otrzymujemy te samg warto$¢ B dla r = R. Innymi
stowy, wyrazenia okreslajace indukcje magnetyczng na zewnatrz i we-
wnatrz przewodu dajg taki sam wynik na powierzchni przewodu.

15.4 Solenoidy

Zwrocimy teraz uwage na inny przypadek, w ktérym prawo Ampera oka-
zuje si¢ przydatne. Dotyczy on pola magnetycznego wytworzonego przez
prad ptynacy w dtugiej cewce, ciasno nawini¢tej wzdtuz linii Srubowej. Taka
cewke nazywamy solenoidem (rys[I5AT]) . Zaktadamy przy tym, ze dtugosé
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solenoidu jest znacznie wigksza od jego srednicy.

l‘ll‘ll‘ll.‘l1

Rysunek 15.4.1: Solenoid, w ktorym ptynie prad o natezeniu [.

e Na rysunku [[5.4.2] przedstawiono przekréj fragmentu solenoidu z roz-
sunietymi zwojami. Pole magnetyczne solenoidu jest superpozycja pol,
wytwarzanych przez pojedyncze zwoje, z ktérych sktada sie solenoid.

e Dla punktéw potozonych bardzo blisko uzwojenia, kazdy zwdj zacho-
wuje si¢ pod wzgledem magnetycznym prawie tak, jak dtugi prostoli-
niowy przewdd, a linie pola tworza prawie wspotsrodkowe okregi. Z
rysunku wnioskujemy, ze pola miedzy sgsiednimi zwojami nie-
mal catkowicie sie znosza, natomiast wewnatrz solenoidu i dostatecznie
daleko od uzwojenia wektor B jest w przyblizeniu réwnoleglty do osi
solenoidu. W granicznym przypadku idealnego solenoidu, ktéry jest
nieskonczenie dlugi i sktada sie ze $cisle utozonych zwojow o przekroju
kwadratowym, pole wewnatrz solenoidu jest jednorodne, a jego linie sg
rownolegte do osi solenoidu.

e W punktach polozonych powyzej solenoidu, takich jak punkt P na ry-
sunku [5. 42 pole wytworzone przez gorne czesci zwojéw (zaznaczone
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() jest skierowane w lewo (jak narysowano w poblizu P) i znosi sie
czesciowo z polem pochodzacym od dolnych czesci zwojow ((©)) i skie-
rowanym w prawo (pole to nie zostalo zaznaczone na rysunku). W
granicznym przypadku solenoidu idealnego indukcja magnetyczna na
zewnatrz solenoidu jest rowna zeru.

e Dla rzeczywistego solenoidu mozemy réwniez przyjac, ze indukcja na
zewnatrz solenoidu jest réwna zeru. zalozenie to jest spetnione, jesli
dtugosc¢ solenoidu jest znacznie wieksza od jego Srednicy, a rozwazamy
punkty, takie jak punkt P, tzn. potozone dostatecznie daleko od kon-
cow solenoidu. Kierunek wektora indukeji magnetycznej pola wzdtuz
osi solenoidu wynika z reguty prawej dtoni: uchwy¢ solenoid prawa reka,
tak aby twoje palce wskazywaly kierunek pradu w uzwojeniu; twoj wy-
ciggniety kciuk wskaze wtedy kierunek wektora indukcji magnetycznej,
zgodny z osia solenoidu.

e Na rysunku przedstawiono linie pola B w rzeczywistym soleno-
idzie. Odlegtosci miedzy liniami w $rodkowym obszarze wskazuja, ze
pole wewnatrz cewki jest dos¢ silne i jednorodne w przekroju poprzecz-
nym. Pole na zewnatrz solenoidu jest natomiast stosunkowo stabe.
Zastosujmy teraz prawo Ampera:

fﬁﬁ:m@ (15.4.1)
do idealnego solenoidu, przedstawionego na rysunku [15.4.4]

e Pole B jest jednorodne wewnatrz solenoidu, a jego indukcja jest rowna
zeru na zewnatrz. Wykorzystujac prostokatny kontur catkowania abed,
mozemy zapisaé catke § Bds w postaci sumy czterech catek, po jednej
dla kazdego odcinka konturu:

a

b c d
fﬁﬁz/ﬁ£+/ﬁﬁ+/ﬁﬁ+/ﬁﬁ+ (15.4.2)
a b c

d

e Pierwsza catka po prawej stronie rownania [15.4.2 jest rowna Bh, gdzie
B jest wartoscig indukcji jednorodnego pola B wewnatrz solenoidu, a
h jest dowolnie wybrang dtugoscia odcinka taczacego a i b.

e Druga i czwarta catka sa rowne zeru, gdyz dla kazdego elementu ds
tych odcinkéw wektor B jest albo prostopadtly do ds, albo réwny zeru,
a wiec iloczyn skalarny B - dS jest rowny zeru.
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U

Rysunek 15.4.2: Pionowy przekrdj przechodzacy przez o$ solenoidu z rozsu-
nietymi zwojami. Pokazane sg czeSci pieciu zwojow potozone z tytu, a takze
linie pola magnetycznego, wytworzonego przez prad ptynacy w solenoidzie.
Wokét kazdego zwoju powstaja kotowe linie pola. W poblizu osi solenoidu
linie skierowane sa wzdtuz osi. Ulozone blisko siebie linie wskazuja, ze pole
w poblizu osi jest silne. Na zewnatrz solenoidu odleglosci miedzy liniami sg
duze; oznacza to, ze pole tam jest bardzo stabe

e Trzecia catka, ktora jest obliczana wzdtuz odcinka zewnetrznego, jest
rowniez rowna zeru, gdyz B = 0 we wszystkich punktach lezacych na
zewnatrz solenoidu. Zatem catka ¢ B - ds dla catego prostokatnego
konturu ma warto$¢ Bh.

o Calkowite natezenie pradu I, , obejmowanego prostokatnym kontu-
rem na rysunku [I5.4.4] nie jest réwne natezeniu pradu I w uzwojeniu
solenoidu, gdyz kontur catkowania obejmuje wigcej niz jeden zwoj. Za-
tozmy, ze n jest liczba zwojow, przypadajacych na jednostke diugosci;
wowczas kontur obejmuje nh zwojow i wobec tego:

I, = I(nh) (15.4.3)

e 7 prawa Ampera otrzymujemy wiec:

Bh = ppInh (15.4.4)
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Rysunek 15.4.3: Linie pola magnetycznego w rzeczywistym solenoidzie o
skoniczonej dtugosci. Pole jest silne i jednorodne w punktach lezacych we-
wnatrz solenoidu, takich jak punkt P;, natomiast stosunkowo stabe w punk-
tach lezacych na zewnatrz, takich jak punkt P

czyli:

(15.4.5)

e Cho¢ wyprowadzilismy wzor dla nieskonczenie dlugiego ideal-
nego solenoidu, jest on catkiem dobrze speliony dla rzeczywistych
solenoidéw, jesli tylko zastosujemy go do punktow, potozonych dosta-
tecznie daleko od koncoéw solenoidu. Wzor jest zgodny z fak-
tem stwierdzonym doswiadczalnie, ze warto$¢ indukcji magnetycznej
B pola wewnatrz solenoidu nie zalezy od jego $rednicy ani dlugodci,
i jest stata w przekroju poprzecznym solenoidu. Solenoid umozliwia
wiec w praktyce wytworzenie, w celach doswiadczalnych, jednorodnego
pola magnetycznego o zadanej wartosci indukcji, podobnie jak ptaski
kondensator umozliwia w praktyce uzyskanie jednorodnego pola elek-
trycznego o zadanej wartosci natezenia.
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Rysunek 15.4.4: Zastosowanie prawa Ampera do odcinka dtugiego idealnego
solenoidu, w ktorym ptynie prad o natezeniu I. Kontur catkowania jest
prostokatem abcd

15.5 Cewka z pradem jako dipol magnetyczny

Dotychczas omoéwilismy pole magnetyczne, wytwarzane przez prad, ptynacy
w dhugim prostoliniowym przewodzie, w solenoidzie. Zwrocimy teraz uwage
na pole, wytworzone przez cewke, w ktoérej ptynie prad. Taka cewka zacho-
wuje sie jak dipol magnetyczny.

e Jezeli umiescimy cewke w zewnetrznym polu magnetycznym o indukcji
B, to bedzie dziata¢ na nig moment sity dany réwnaniem I4.3.13k

M=/ixB (15.5.1)

e W tym réwnaniu ji oznacza dipolowy moment magnetyczny cewki,
ktory ma wartos¢ NIS, gdzie N jest liczba zwojow, [ jest nateze-
niem pradu ptynacego w kazdym zwoju, a S oznacza pole powierzchni,
otoczonej przez kazdy zwoj.
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15.5.1 Pole magnetyczne cewki

Zajmiemy sie teraz inng cecha cewki z pradem jako dipola magnetycznego.
Jakie pole magnetyczne wytwarza taka cewka w otaczajacej ja przestrzeni?
Symetria takiego uktadu jest niewystarczajaca, aby skorzysta¢ z prawa Am-
pera, Musimy zatem zastosowa¢ prawo Biota-Savarta. Dla utatwienia rozpa-
trzmy najpierw cewke w postaci pojedynczego okragltego zwoju oraz punkty,
znajdujace sie na osi symetrii, ktéra oznaczymy jako o$ z (rys[I5.5.h).

e Wykazemy, ze wartos¢ indukcji magnetycznej pola w tych punktach
jest réwna:
plR® o p

BE) = e ¥ g

(15.5.2)

e gdzie R jest promieniem cewki, a z jest odlegtoscig danego punktu od
srodka cewki. Ponadto kierunek wektora indukcji B jest taki sam, jak
kierunek dipolowego momentu magnetycznego u = NIS cewki.

e Na rysunku [[5.5.Ib przedstawiono w rzucie potowe okraglej ramki o
promieniu R, w ktérej ptynie prad o natezeniu I. Rozwazmy punkt
P na osi ramki, lezacy w odlegtosci z od jej ptaszczyzny i zastosujmy
prawo Biota-Savarta do elementu ds ramki, potozonego po jej lewej
stronie. Wektorowy element dlugosci ds jest skierowany prostopadle
przed plaszczyzne rysunku. Kat © miedzy ds a r na rysunku [5.5.Tb
jest réwny 90°. Ptlaszczyzna, wyznaczona przez te dwa wektory, jest
prostopadta do ptaszczyzny rysunku i zawiera zaréwno ds, jak i ¥. Z
prawa Biota-Savarta (i z reguty prawej dtoni) wynika, ze wektor dB
pola wytworzonego w punkcie P przez element dS jest prostopadty do
plaszczyzny zawierajacej wektory ds i r, a wiec lezy w plaszczyznie
rysunku i jest skierowany prostopadle do T, jak pokazano na rysunku

I5.5.0b.

e Roztozmy dB na dwie skladowe: d]§||, skierowana wzdtuz osi ramki

oraz dB 1., prostopadta do osi. Z symetrii wynika, ze wektorowa suma
wszystkich prostopadtych sktadowych d]§||, pochodzacych od wszyst-
kich elementoéw ramki ds, jest réwna zeru. Pozostaje wiec tylko skta-
dowa osiowa d]§|| 1 mamy:

B:/ﬁm (15.5.3)
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Dla elementu ds na rysunku I5.5.Jb prawo Biota-Savarta moéwi, ze
indukcja magnetyczna w odlegtosci r jest réwna:
Ids sin 90°
dp = L0205 (15.5.4)

4 72

Wiemy rowniez, ze:

dBj = dBcosa (15.5.5)
Laczac te dwie zaleznosci, otrzymujemy:

ol cos ads
47r?

dB) = (15.5.6)

oraz A A

cosq = — = ——— 15.5.7

T VR 22 ( )

Podstawiajac wyrazenia [[5.5.0] i [5.5.7] do réwnania [5.5.5] otrzymu-
jemy:

pol R

A (R? + 22)°?

dB” = ds (1558)

Zauwaz, ze I , R i z przyjmuja te same wartosci dla wszystkich ele-
mentow ds wokot ramki, wiec catkujac to wyrazenie, otrzymamy:

pol R
B:/dB” = 47T(R2—|—22)3/2 /dS (1559)

czyli biorac pod uwage, ze [ ds jest po prostu obwodem 27 R ramki:

T 2
B(Z)_ /‘LOR

= (15.5.10)

Jest to wlasnie réwnanie [I5.5.2, o ktére nam chodzito.

Dla punktéw na osi, potozonych daleko od cewki, mozemy przyjac¢ z >
R w réwnaniu [[5.5.100 Przy takim przyblizeniu réwnanie to redukuje
sie do:

piol R?
B(z) ~

(15.5.11)

Pamietajac, ze mR? jest polem powierzchni S cewki i uogélniajac wy-
nik na przypadek cewki o N zwojach, mozemy zapisa¢ to réwnanie w

postaci:
_ Mo NIS

21 23

B(z) (15.5.12)
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e Co wiecej, poniewaz wektory B i ji maja ten sam kierunek, mozemy
zapisa¢ to réownanie w postaci wektorowej, korzystajac z zaleznosci

= NIS:

> Ho H

B(z) = 9. 53 (15.5.13)

e Tak wiec mozemy traktowac cewke z pradem jako dipol magnetyczny w
dwojaki sposob: 1) cewka umieszczona w zewnetrznym polu magnetycz-
nym doznaje dzialania momentu sity; 2) cewka wytwarza swoje wlasne
pole magnetyczne, opisywane réwnaniem dla punktéw na osi
cewki, potozonych dostatecznie daleko. Na rysunku I5.5.Ib przedsta-
wiono pole magnetyczne pojedynczej petli z pradem. Jedna strona petli
odgrywa role bieguna péinocnego (w kierunku fi ), a druga - bieguna
pohudniowego, co ilustruje magnes, naszkicowany na tym rysunku.
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Rysunek 15.5.1:  a) Petla z pradem wytwarza pole magnetyczne, podobne
do pola magnesu sztabkowego, dlatego mozna skojarzy¢ z petla biegun pot-
nocny i potudniowy. Dipolowy moment magnetyczny p petli, wyznaczony
za pomocy reguty prawej dloni, jest skierowany od bieguna potudniowego do
poéocnego, zgodnie z kierunkiem linii pola B wewnatrz petli. b) Ramka o
promieniu R, w ktoérej ptynie prad. Plaszczyzna ramki jest prostopadta do
ptaszczyzny rysunku. Pokazana jest tylko potowa ramki, potozona z tytu.
Stosujemy prawo Biota-Savarta do wyznaczenia indukcji w punkcie P na osi
ramki.
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Rozdzial 16

Zjawisko indukcji Faradaya i
zjawiska elektromagnetyczne

Rysunek 16.0.1: Michele Faraday: A jaki jest pozytek z noworodka?

Zjawiska spowodowane zmianami pola magnetycznego lub wzglednym ru-
chem przewodnika i Zrédta pola magnetycznego zostaty odkryte w 1831 roku
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przez Michele’a Faradaya. Odkrycie to stato si¢ kamieniem milowym w roz-
woju elektrodynamiki klasycznej.

16.1 Dwa symetryczne przypadki z pradem i

polem magnetycznym

W rozdziale powiedzielismy, ze jezeli umie$cimy zamknigta prze-
wodzaca petle w polu magnetycznym i nastepnie przepuscimy przez
nig prad, to sity wynikajace z dziatania pola magnetycznego wytworza
moment, ktéry bedzie usitowal obrocié¢ petle:

petla z pradem + pole magnetyczne = moment sity.

Przypusémy teraz, ze obracamy petle recznie przy wytaczonym pradzie.
Czy wystapi zjawisko przeciwne do opisanego? Innymi stowy, czy w
takiej sytuacji pojawi sie prad w petli:

moment sity + pole magnetyczne = prad
Odpowiedz jest twierdzaca - w petli rzeczywiscie poptynie prad.

Przypadki opisane sa symetryczne. Prawo fizyczne, z ktérego to wy-
nika, nazywamy prawem indukcji Faradaya.

Podczas gdy pierwsza z tych relacji jest podstawg dziatania silnika elek-
trycznego, druga relacja i prawo Faradaya stanowig podstawe dziatania
pradnicy.

16.1.1 Dwa doswiadczenia Faradaya z indukcjg pradu

elektrycznego

Wykonajmy dwa proste doswiadczenia, ktore pozwolg nam wniknaé¢ w istote
prawa indukeji Faradaya.

Pierwsze doswiadczenie. Na rysunkul6.1.1] widzimy przewodzaca pe-
tle, potaczong z czutym miernikiem pradu. W uktadzie nie ma zadnego
innego zrédta sity elektromotorycznej (SEM), zatem prad w obwodzie
nie ptynie. Jedli jednak bedziemy przesuwa¢ magnes sztabkowy w kie-
runku petli, nagle w obwodzie pojawi sie prad. Prad znika, gdy magnes
przestaje si¢ poruszac¢. Jezeli teraz zaczniemy odsuwac¢ magnes od pe-
tli, prad znéw poptynie, ale tym razem w przeciwnym kierunku. 7Z tego
do$wiadczenia wnioskujemy, ze:
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Rysunek 16.1.1: Indukcja Faradaya. a) Miernik wskazuje przeptyw pradu
w petli z drutu, gdy magnes porusza si¢ wzgledem tej petli. b) Miernik
wskazuje przeptyw pradu w petli po lewej stronie w momencie, gdy klucz S
jest zamykany (aby wlaczy¢ prad w petli po prawej stronie) lub otwierany
(aby wylaczy¢ prad w petli po prawej stronie). Obie cewki sa nieruchome

1. Prad pojawia tylko wtedy, gdy wystepuje wzgledny ruch petli i
magnesu (tzn. jeden z tych elementéw porusza sie wzgledem dru-
giego). Prad znika, gdy petla i magnes przestaja sie¢ poruszaé
wzgledem siebie.

2. Szybszy ruch wytwarza prad o wiekszym natezeniu.

3. Jesli przyblizanie potnocnego bieguna magnesu do petli wytwa-
rza prad plynacy np. w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek
zegara, to oddalanie tego bieguna powoduje przeptyw pradu w kie-
runku przeciwnym. Przyblizanie lub oddalanie bieguna potudnio-
wego do petli rowniez wywotuje przeptyw pradu, ale w kierunkach
przeciwnych niz przy ruchu bieguna potnocnego.

Prad wytwarzany w petli nazywamy prgdem indukowanym, prace przy-
padajaca na jednostke tadunku, wykonana w celu wytworzenia pradu
(czyli ruchu elektronéw przewodnictwa, ktére tworza ten prad) nazy-
wamy indukowang sitg elektromotoryczng (SEM), a zjawisko wytwarza-
nia pradu i SEM nazywamy zjawiskiem indukcji elektromagnetyczney.

e Drugie doswiadczenie. To doswiadczenie wykonamy za pomoca uktadu,
przedstawionego na rysunku[I6.1.Tb, ztozonego z dwbch przewodzacych
petli, ktore znajduja si¢ blisko siebie, ale si¢ nie stykaja. Jezeli za-
mkniemy klucz S, wtaczajac prad w petli po prawej stronie, to miernik
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wskaze nagty, ale krétkotrwaty przeptyw pradu - pradu indukowanego
- w petli po lewej stronie. Jesli nastepnie otworzymy klucz, to w petli
po lewej stronie pojawi si¢ znéw nagly i krétkotrwaty prad induko-
wany, tym razem jednak ptynacy w przeciwnym kierunku. Otrzymu-
jemy prad indukowany (a wiec i SEM indukowana) tylko wtedy, gdy
natezenie pradu w petli po prawej stronie sie zmienia (podczas wlacza-
nia lub wylaczania), a nie wtedy, gdy natezenie jest state (nawet gdy
jest duze).

e 7 tych dwoch doswiadczen wynika, ze indukowana SEM i indukowany
prad powstaja tylko wtedy, gdy zachodza jakies zmiany w uktadach -
Faraday znalazt odpowiedZ pytanie, jakie to sg zmiany.

16.1.2 Prawo indukcji Faradaya

Faraday uéwiadomit sobie, ze SEM i prad moga by¢ indukowane w petli, jak w
naszych dwoch doswiadczeniach, gdy zmienia sie “ilos¢” pola magnetycznego
przechodzacego przez petle. Doszedt on nastepnie do wniosku, ze “ilo$¢” pola
magnetycznego moze by¢ zilustrowana za pomoca linii pola magnetycznego,
przechodzacych przez petle.

e Prawo indukcji Faradaya, sformutowane na podstawie naszych do$wiad-
czen, brzmi nastepujaco:

SEM jest indukowana w petli po lewej stronie rysun-
kéw I6.1.1], gdy zmienia sie liczba linii pola magne-
tycznego, przechodzacych przez petle.

e Rzeczywista liczba linii pola, przechodzacych przez petle nie ma zna-
czenia. Wartosci indukowanej SEM i natezenia indukowanego pradu
zalezg od szybkosci, z jaka ta liczba sie zmienia.

e W naszym pierwszym do$wiadczeniu (rys. [IG.I.T]) linie pola magne-
tycznego rozchodza sie z bieguna polocnego magnesu. Tak wiec w
miar¢ przyblizania bieguna pétnocnego do petli, liczba linii pola prze-
chodzacych przez petle rosnie. Ten wzrost najwidoczniej wywotuje ruch
elektronéw przewodnictwa w petli (indukowany prad) i dostarcza ener-
gii dla tego ruchu (indukowana SEM). Gdy magnes przestaje si¢ poru-
sza¢, liczba linii pola przechodzacych przez petle przestaje sie zmieniad,
a indukowany prad i indukowana SEM znikajg.

e W naszym drugim doswiadczeniu (rys. [6.1.1]), gdy klucz jest otwarty,
prad nie ptynie i nie ma pola magnetycznego. Jednakze, gdy wlaczymy
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prad w prawej petli, wzrastajace natezenie pradu wytwarza pole ma-
gnetyczne wokot tej petli, a takze petli po lewej stronie. Gdy indukcja
magnetyczna rosnie, liczba linii pola magnetycznego, przechodzacych
przez petle po lewej stronie réwniez rosnie. Podobnie, jak w pierwszym
do$wiadczeniu, ten wzrost najwidoczniej indukuje tam prad i SEM.
Gdy natezenie pradu w petli po prawej stronie osiggnie koncowsa stata
warto$¢, liczba linii pola przechodzacych przez petle po lewej stronie
przestaje sie zmienia¢, a indukowany prad i indukowana SEM znikaja,

e Prawo Faradaya nie wyjasnia, dlaczego prad i SEM sg indukowane w
kazdym z doswiadczen, jest to po prostu stwierdzenie, ktére pomaga
nam zilustrowaé¢ zjawisko indukcji.

e Aby zrobi¢ uzytek z prawa Faradaya, musimy wiedzie¢, jak obliczy¢
“ilosé¢ pola magnetycznego” przechodzacego przez petle. W rozdziale [§]
w podobnym przypadku obliczyliSmy “ilos¢ pola elektrycznego” prze-
chodzacego przez pewna powierzchnie. W tym celu zdefiniowalismy
strumien elektryczny

Dy = /E~d§. (16.1.1)

e Teraz zdefiniujemy strumien magnetyczny: Wyobraz sobie, ze petla
obejmujaca powierzchni¢ S jest umieszczona w polu magnetycznym o
indukcji B. Strumien magnetyczny jest wtedy rowny:

by = /]§-d§. (16.1.2)

Podobnie jak poprzednio, ds jest wektorem o wartosci dS i kierunku
prostopadtym do elementu powierzchni dS.

e Zastosujmy réwnanie do przypadku szczegblnego, w ktérym pe-
tla lezy w pewnej plaszczyznie, a linie pola magnetycznego sa prosto-
padte do tej ptaszczyzny. Mozemy wtedy zapisaé¢ iloczyn skalarny w
réwnaniu [6.1.2] jako BdS cos0° = BdS.

e Jezeli ponadto pole magnetyczne jest jednorodne, to B moze by¢ wy-
niesione przed znak calki, a wyrazenie [dS, ktére pozostalo, jest po
prostu polem powierzchni S petli. Zatem réwnanie sprowadza
sie do:

d5=BS (BLS) (16.1.3)
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Z réownan [16.1.2] i [6.1.3] wynika, Ze jednostka strumienia magnetycz-
nego w uktadzie SI jest tesla razy metr kwadratowy. Taka jednostka
nosi nazwe webera (w skrocie Wh):

1L weber =1 Wb=1-T-m? (16.1.4)

Stosujac pojecie strumienia magnetycznego, mozemy sformutowaé prawo
Faradaya w bardziej ilosciowy i uzyteczny sposob:

Warto$¢ SEM € indukowanej w przewodzacej petli
jest rowna szybkosci, z jaka strumien magnetyczny,
przechodzacy przez te petle zmienia sie w czasie.

Jak zobaczymy w nastepnym paragrafie, indukowana SEM & usituje
przeciwdziata¢ zmianie strumienia, tak wiec prawo Faradaya mozemy
zapisac¢ jako:

dp

£= 0

(16.1.5)

Jezeli zmieniamy strumien pola magnetycznego w cewce ztozonej z N
zwojow, to indukowana SEM pojawia sie w kazdym zwoju i catkowita
SEM, indukowana w cewce jest suma tych czastkowych indukowanych
SEM. Jezeli cewka. jest ciasno nawinieta, tak ze ten sam strumien pola
magnetycznego ®p przenika przez wszystkie zwoje, to catkowita SEM
indukowana w cewce jest rowna:

ddp
E=—-N—— 16.1.6

Strumien magnetyczny przechodzacy przez cewke mozemy zmieni¢ w
nastepujacy sposob:

1. Przez zmiane wartosci indukcji magnetycznej B pola w cewce.

2. Przez zmiane powierzchni cewki lub tej czesci powierzchni, ktora
znajduje sie w polu magnetycznym (np. powiekszanie rozmiarow
cewki lub przesuwanie jej wzgledem obszaru, gdzie istnieje pole).

3. Przez zmian¢ kata miedzy kierunkiem wektora indukecji magne-
tycznej B a powierzchniag cewki (np. obracanie cewki, tak aby
wektor indukcji B byt najpierw prostopadty do ptaszczyzny cewki,
a nastepnie znalazl sie w tej ptaszczyznie).
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16.2 Regula Lenza

Wkrétcee po odkryciu przez Faradaya prawa indukcji, Heinrich Friedrich Lenz
sformutowal regute - zwana obecnie reguta Lenza - umozliwiajaca wyznacze-
nie kierunku pradu indukowanego w obwodzie.

Rysunek 16.2.1: Reguta Lenza. Magnes przesuwany w kierunku petli in-
dukuje w niej prad, Prad ten wytwarza swoje wtasne pole magnetyczne, a
dipolowy moment magnetyczny ii jest zorientowany tak, aby przeciwdzia-
ta¢ ruchowi magnesu. Tak wiec prad indukowany musi ptyna¢ w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, jak pokazano na rysunku

Prad indukowany ptynie w takim kierunku, ze pole ma-
gnetyczne wytworzone przez ten prad przeciwdziata zmia-
nie strumienia pola magnetycznego, ktéra ten prad indu-
kuje. Ponadto kierunek indukowanej SEM jest taki jak
kierunek pradu indukowanego.

Aby zorientowaé sie, co wynika z reguly Lenza, przeanalizujemy dwiema
roznymi, ale rownowaznymi metodami przypadek przedstawiony na rysunku
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M6.2.1], gdzie biegun péimocny magnesu jest przesuwany w kierunku przewo-
dzacej petli.

Rysunek 16.2.2: Prad o natezeniu /, indukowany w petli, ma taki kierunek, ze
pole magnetyczne B; wytworzone przez ten prad przeciwdziata zmianie pola
magnetycznego ]§, ktora ten prad indukuje. Wektor indukcji B, jest zawsze
skierowany przeciwnie do wzrastajacego wektora indukeji pola B (a) i (c),
natomiast jest zawsze zgodny z kierunkiem malejacego wektora indukcji pola
B (b) i (d). Regula prawej dtoni wskazuje kierunek pradu indukowanego, w
zaleznosci od kierunku indukowanego pola

o Przeciwdzialanie ruchowi magnesu. Przyblizanie poéinocnego bieguna
magnesu na rysunku [[6.2.1] zwieksza strumien pola magnetycznego w
petli i w ten sposéb indukuje w niej prad. Wiemy na podstawie ry-
sunku [[6.T.T], ze taka petla zachowuje sie jak dipol magnetyczny, ktory
ma swoj biegun péinocny i potudniowy, a magnetyczny moment dipo-
lowy ji jest skierowany od bieguna potudniowego do poétnocnego. Aby
przeciwdziata¢ wzrostowi strumienia pola magnetycznego, spowodowa-
nego przyblizaniem magnesu, po stronie przyblizajacego si¢ bieguna
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polocnego magnesu musi powstaé¢ biegun potnocny petli, tak aby go
odpychaé (rys. [D6.21]). Zgodnie z reguta prawej dioni dla i (rys.
I6.1T), prad indukowany w petli na rysunku [I6.1.1] musi wiec ptynaé
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Jezeli natomiast zaczniemy
odsuwa¢ magnes od petli, bedzie w niej nadal ptynatl prad induko-
wany. Teraz jednak po stronie oddalajacego sie bieguna poéinocnego
magnesu powstanie biegun poludniowy petli, tak aby przeciwdziataé
ruchowi magnesu. Prad indukowany bedzie wiec ptynaé¢ zgodnie z ru-
chem wskazowek zegara.

e Przeciwdziatlanie zmianie strumienia. Gdy magnes na rysunku [[6.2.7]
znajduje si¢ poczatkowo w duzej odlegtosci od petli, strumien magne-
tyczny przechodzacy przez petle jest znikomo maty. Gdy magnes zbliza
sie do petli, strumien przenikajacy przez petle ro$nie (na rysunku [6.2.1]
zblizamy do petli biegun polmocny magnesu, a zatem linie jego pola
magnetycznego sa skierowane w lewo). Aby przeciwdziata¢ temu wzro-
stowi strumienia, prad o natezeniu I musi wytworzy¢ swoje wilasne
pole B 1, skierowane wewnatrz petli wprawo, jak pokazano na rysunku
[6.2.2h. Tak wiec skierowany w prawo strumien pola B; przeciwdziata
zwickszaniu si¢ strumienia pola ]§, skierowanego w lewo. Zgodnie z
reguta prawej dloni (rys. [6.11]) prad I na rysunku musi wiec
plyna¢ przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Zwroémy uwage, ze
strumien pola B zawsze przeciwdziata zmianie strumienia pola ]§, ale
nie zawsze znaczy to, ze B, jest skierowane przeciwnie do B. Jedli na
przyktad bedziemy odsuwaé¢ magnes od petli, strumien ® g wytworzony
przez magnes bedzie nadal skierowany w lewo, ale jego warto$¢ bedzie
teraz malata. Strumiett B; musi wiec by¢ skierowany wewnatrz petli w
lewo, aby przeciwdziata¢ zmniejszaniu si¢ strumienia ® g, jak pokazano
na rysunku I6.2.2b. Zatem B; i B beda teraz skierowane zgodnie. Na
rysunkach i [6. 2224 przedstawiono przypadki, w ktérych potu-
dniowy biegun magnesu odpowiednio przybliza sie i oddala od petli.

16.2.1 Gitara elektryczna

Na rysunku[I6.2.3 przedstawiono gitare elektryczna Fender Stratocaster, uzy-
wang przez Jimiego Hendrixa i wielu innych muzykow.

e Podczas gdy dzwiek drgajacych strun gitary akustycznej jest wzmac-
niany w pudle instrumentu, gitara elektryczna jest instrumentem wy-
konanym z litego materiatu, w ktéorym nie ma pudta. Zamiast tego,
drgania metalowych strun sa odbierane przez przetworniki elektryczne,
ktore wysytaja sygnat do wzmacniacza i zestawu glosnikow.
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e Konstrukcja przetwornika zostata przedstawiona na rysunku [I6.2.3b.
Przewod, ktory taczy instrument ze wzmacniaczem, jest nawiniety wo-
kot matego magnesu. Pole magnetyczne magnesu indukuje biegun pot-
nocny i potudniowy w odcinku metalowej struny tuz nad magnesem.
Ten odcinek struny wytwarza wiec swoje wlasne pole magnetyczne.
Kiedy struna zostanie szarpnieta i pobudzona do drgan, jej ruch wzgle-
dem cewki zmienia strumien magnetyczny, przechodzacy przez cewke,
indukujac w niej prad.

e Struna drga, zblizajac sie i oddalajac od cewki, zatem prad indukowany
zmienia kierunek z taka samag czestoscia, jak czestosé drgan struny. Do
wzmacniacza i gltosnika przekazywany jest sygnal o tej czestosci.

e Gitara Stratocaster ma trzy zestawy przetwornikéw, umieszczonych w
poblizu dolnego konca strun (w szerokiej czesci korpusu). Zestaw, znaj-
dujacy si¢ najblizej dolnego konca, lepiej odbiera drgania strun o wy-
sokich czestosciach, natomiast zestaw potozony najdalej konca lepiej
odbiera drgania o niskich czestosciach.

e Zmieniajac potozenie dzwigni przetacznika, muzyk moze wybraé¢ jeden
lub kilka zestawow przetwornikow, ktore beda przekazywaé drgania do
wzmacniacza i glosnikow.

e Aby uzyskaé¢ ciekawsze brzmienie muzyki, Hendrix czasem zmienial
liczbe zwojow w cewkach przetwornikow swojej gitary. W ten spo-
s6b zmienial wielkos¢ SEM indukowanej w cewkach, a wiec wzgledna
czutosé przetwornikow.

e Gitara elektryczna daje znacznie wigksze w poréwnaniu z gitarg aku-
styczna mozliwosci wptywania na wytwarzane przez nig dzwigki.

e Gitara przedstawiona na rysunku [16.2.3sktada sie z nastepujacych cze-
Sci:

1. Gléwka: 1.1 maszynki strojnikowe (klucze); 1.2 pokrywa nakretki
regulacyjnej preta regulacyjnego; 1.3 siodetko szyjki; 1.4 prowad-
nica.

2. Gryf (szyjka): 2.1 podstrunnica; 2.2 markery; 2.3 progi; 2.4 tacze-
nie gryfu z korpusem.

3. Korpus: 3.1 przetwornik “neck” (przygryfowy); 3.2 przetwornik
“Bridge” (przymostkowy); 3.3 siodetka mostka; 3.4 mostek; 3.5
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mikrostroiki; 3.6 ramie¢ ”tremolo” (wajcha); 3.7 przetacznik prze-
twornikow; 3.8 potencjometry gltosnosci i barwy dzwigku; 3.9 gniazdo
wyjscia; 3.10 uchwyty paska.

4. Struny: 4.1 struny basowe; 4.2 struny wiolinowe.
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Rysunek 16.2.3: a) Gitara Fender Stratocaster ma trzy zestawy po szesé
przetwornikow. Dzwignia przetacznika na dole gitary umozliwia muzykowi
wybér odpowiedniego zestawu przetwornikow, z ktorych sygnal elektryczny
wysytany jest do wzmacniacza, a nastepnie do uktadu glosnikéw. b) Widok
z boku przetwornika gitary elektrycznej. Pobudzenie do drgan metalowej
struny (ktoéra zachowuje sie jak magnes), powoduje zmiane strumienia ma-
gnetycznego, ktéra indukuje prad w cewce. c¢) Po narodzinach w polowie
lat piec¢dziesiatych muzyki rockowej, Jimi Hendrix, ktory pojawit sie na sce-
nie w latach szes¢dziesiatych, potraktowat gitare elektryczng jak instrument
elektroniczny. Hendrix przeciggal kostka wzdtuz strun, ustawial sie ze swoja
gitarag przed gto$nikiem, aby podtrzymac sprzezenie zwrotne, a nastepnie do-
ktadat do tego akordy. Hendrix wytyczyt kierunek rozwoju muzyki rockowej,
od prostych melodii Spiewanych przez Buddy’ego Holly’ego przez muzyke
psychodeliczna poznych lat szes¢dziesiatych, az do wczesnego heavy metalu
Led Zeppelin i nieokietznanej ekspresji Joy Division w latach siedemdziesia-
tych.
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16.3 Przemiany energii w zjawisku indukcji

Zgodnie z reguta Lenza, niezaleznie od tego, czy przyblizamy, czy odda-
lamy magnes od petli na rysunku [6.2.1] sita magnetyczna przeciwsta-
wia sie ruchowi magnesu. Oznacza to, ze sita wykonuje prace dodatnia.

Jednoczesnie w przewodniku, z ktérego wykonana jest petla, wydziela
si¢ ciepto, gdyz prad, indukowany w petli w wyniku ruchu magnesu,
napotyka opor elektryczny materiatu.

Innymi stowy energia, ktorg przekazujesz do zamknietego uktadu petla
+ magnes, dzialajac sita, przeksztatca sie w konicu w energie cieplna.

Im szybciej przesuwamy magnes, tym szybciej sita wykonuje prace, a
wiec tym wieksza jest szybkos¢, z jaka dostarczona energia jest prze-
ksztatcana w energie termiczna w petli. Oznacza to, ze przekazywana
moc jest wieksza.

Niezaleznie od tego, w jaki sposob prad jest indukowany w petli, energia
jest zawsze przeksztatcana podczas tego procesu w energie termiczna,
gdyz w petli istnieje opér elektryczny. (Wyjatkiem jest przypadek,
gdy petla jest wykonana z nadprzewodnika). Na przyktad na rysunku
[6.T.1 gdy zamykamy klucz S, a prad jest przez chwile indukowany w
petli po lewej stronie, energia dostarczona ze zrodta jest przeksztatcana
w energie termiczng w petli.

Na rysunku [6.3.1] przedstawiono inny przypadek, w ktérym powstaje
prad indukowany. Cze$¢ prostokatnej przewodzacej ramki o szerokosci
L znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym, o wektorze induk-
cji skierowanym prostopadle do ptaszczyzny ramki za te ptaszczyzne.
Takie pole moze by¢ wytworzone np. przez duzy elektromagnes. Linie
przerywane na rysunku [I16.3.1] wskazujg umowne granice obszaru pola
magnetycznego; pola rozproszone na brzegach tego obszaru sa pomi-
niete.

Bedziemy teraz przesuwaé¢ ramke w prawo ze stala predkoscig v.

Sytuacje przedstawione na rysunkach [6.3.1] {I6.1.1] nie réznig sie od
siebie w istotny sposéb. W obydwu przypadkach pole magnetyczne
i przewodzaca ramka poruszaja sie wzgledem siebie, a strumien pola,
przechodzacy przez ramke, zmienia si¢ w czasie.

Prawda jest, ze na rysunku [[6. . Tlstrumien ulega zmianie, gdyz zmienia
sie wektor B, natomiast na rysunku [I6.37] strumien ulega zmianie,
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Rysunek 16.3.1: Zamkni¢ta przewodzaca ramka jest wyciggana ze statg pred-
koscig V z obszaru, w ktorym istnieje pole magnetyczne. Podczas ruchu
ramki indukuje sie w niej prad o natezeniu I, ptynacy w kierunku zgodnym
z ruchem wskazowek zegara. Na odcinki ramki znajdujace sie nadal w polu
magnetycznym dziatajg sity f‘l, F, f‘g

gdyz zmienia sie ta cze$¢ powierzchni ramki, ktora weigz znajduje sie
w polu magnetycznym. Ta réznica nie jest jednak. istotna, natomiast
zasadniczg réznica miedzy dwoma uktadami jest to, ze dla uktadu na
rysunku [I6.3.T] obliczenia wykonuje sie znacznie tatwiej.

e Obliczmy wiec teraz szybkos$¢, z jaka wykonujemy prace mechaniczna,
gdy przesuwamy ramke ruchem jednostajnym, jak na rysunku I6.3.11

e Spodziewamy sie, ze nalezy przytozy¢ staty site F do ramki, aby prze-
suwal ja ze stala predkoscia vV, gdyz przeciwstawia sie temu sita ma-
gnetyczna o takiej samej wartosci, dziatajaca na ramke w przeciwnym
kierunku.

, . o dW . . 7’ .
e 7 réwnania na moc P = - wynika, ze szybkos¢ z jaka wykonywana
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jest praca, czyli moc, jest réwna:
P=F.-v=Fu (16.3.1)
gdzie F' jest wartoscia przylozonej sity.

Chcielibyémy znalez¢ wyrazenie opisujace P, w zaleznosci od wartosci
indukcji magnetycznej B i wladciwosci ramki, a mianowicie jej rozmiaru
L i oporu R stawianego pradowi.

W miare przesuwania ramki w prawo na rysunku [[6.3. Tl maleje czesé jej
powierzchni, znajdujaca sie w polu magnetycznym. Tak wiec strumien
przechodzacy przez ramke réwniez maleje i w ramce powstaje prad in-
dukowany. To wtasnie obecnos¢ tego pradu jest przyczyna powstawania
sity, ktora zgodnie z reguty Lenza przeciwstawia si¢ ruchowi ramki.

Aby wyznaczy¢ natezenie pradu, zastosujemy najpierw prawo Fara-
daya. Jesli x oznacza dlugos¢ tej czesci ramki, ktéra wcigz znajduje
sie w polu magnetycznym, to pole powierzchni tej czesci jest réwne L.
Zatem zgodnie z rownaniem [[6.1.2], wartos$¢ strumienia przechodzacego
przez ramke jest rowna:

®p = BS = BLa (16.3.2)

Gdy x maleje, maleje réwniez strumien. Zgodnie z prawem Faradaya
zmniejszanie si¢ strumienia indukuje SEM w petli. Pomijajac znak
minus w réwnaniu i stosujac rownanie [[6.3.2] mozemy zapisaé
warto$¢ SEM jako:

ddp d
£ =——=—(BLx) =BL 16.3.3
i~ at B ! (16.3.3)
gdzie ‘fi—f zastapiliSmy predkoscia v, z jaka porusza si¢ ramka.

Na rysunku [16.3.2] pokazano ramke jako obwodd elektryczny: induko-
wana SEM & przedstawiona jest po lewej stronie, a catkowity opor R
ramki - po prawej stronie rysunku.

Kierunek pradu indukowanego o natezeniu I wynika z reguty prawej
dtoni, jak na rysunku [6.22] SEM o wartosci & musi mie¢ ten sam
kierunek.

Aby wyznaczy¢ wartos$¢ natezenia pradu indukowanego, nie mozemy
zastosowaé drugiego prawa Kirchhoffa, poniewaz, jak zobaczymy w
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Rysunek 16.3.2: Obwdd zastepczy poruszajacej sie ramki, przedstawionej
na rysunku I6.3.1]

nastepnym paragrafie, dla indukowanej SEM nie mozemy zdefiniowac
réznicy potencjatéw. Mozemy jednak zastosowaé réwnanie [ = E/R.
Wykorzystujac rownanie 16.3.3] otrzymujemy:

_BL’U
R

I

(16.3.4)

e Trzy odcinki ramki na rysunku [I6.3.1] przez ktore plynie prad, znaj-
duja sie w polu magnetycznym, zatem na te odcinki beda dziataty sity
do nich prostopadlte. Wiemy z réownania [43.6, ze sily te moga by¢
zapisane w postaci:

Fz=ILxB (16.3.5)
e Sily dzialajace na trzy odcinki ramki na rysunku [I6.3.1] sg oznaczone
jako ¥y, Fy i F3. Zauwazmy jednak, ze ze wzgledu na symetrie, sity

F, i F3 maja jednakowe wartosci i sg przeciwnie skierowane, a wigc
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wzajemnie sie rownowaza. Pozostaje tylko sita ﬁl, ktora jest skierowana
przeciwnie do sity F jaka dziatasz na ramke. Tak wiec F = —F}.

Zauwazmy, ze kat miedzy wektorem B i wektorem dhugosci L jest rowny
90° dla odcinka po lewej stronie ramki. Biorac to pod uwage oraz
korzystajac z réwnania[[6.3.5 w celu wyznaczenia warto$ci Fl, mozemy
napisac:

F=F =1LBsin90°=1LB (16.3.6)

Podstawiajac rownanie [[6.3.4] do réwnania [[6.3.0] otrzymujemy wiec

_ B%L*v

F
R

(16.3.7)

Poniewaz B, L i R sa stalymi, wiec predkos¢ v, z jaka przesuwamy
ramke, bedzie stata, o ile wartos¢ sity, jaka dziatamy na ramke, bedzie
rowniez stata.

Podstawiajac réwnanie[I6.3.71do réwnania[[6.3.1] mozemy znalez¢ szyb-
kos¢, z jaka wykonujesz prace, starajac sie wyciagnaé¢ ramke z obszaru
pola magnetycznego:

2722
P:F’U:BLU
R

Na zakonczenie naszych rozwazan, wyznaczmy szybkos¢ wydzielania sie
energii termicznej w ramce, podczas wyciggania jej ze stata predkoscia

z obszaru pola magnetycznego. Obliczamy ja z réwnania P = IR,
Podstawiajac zamiast I wyrazenie [[6.3.4] otrzymujemy:

BLv\? B2L%y
P = R= 16.3.9
(R> 7 ( )

(16.3.8)

czyli wyrazenie doktadnie réwne szybkosci wykonywania pracy nad
ramka (rownanie [[6.3.8]). Tak wiec praca, wykonywana podczas prze-
suwania ramki w polu magnetycznym ulega w catosci przeksztatceniu
W energie termiczng w ramce.

16.3.1 Prady wirowe

Wyobrazmy sobie, ze przewodzacg ramke z rysunku [[6.3.1] zastgpiliSmy
litg przewodzaca plyta.

Jezeli teraz sprobujemy usuna¢ ptyte z obszaru pola magnetycznego,
podobnie jak zrobilidmy to z ramka (I6.33h), to w wyniku wzglednego
ruchu pola i ptyty poptynie w niej prad indukowany.

311



ROZDZIAYL 16. ZJAWISKO INDUKCJI FARADAYA 1 ZJAWISKA
ELEKTROMAGNETYCZNE

obwid of —

_~ pradu T
: B | WITOWEE0
I - -
i .__.-F '\-\._\x
[ ’ .
: PEERNY
| \ B
: | \ ) /
! § — . L

Rysunek 16.3.3: a) Podczas usuwania przewodzacej plyty z obszaru pola
magnetycznego indukuja sie w niej prady wirowe. Pokazano umowny obwod
zamkniety, w ktorym ptynie prad wirowy. b) Przewodzaca ptyta moze wahaé
sie wokot osi, przechodzac przez obszar pola magnetycznego. Gdy plyta
dostaje si¢ w obszar pola lub go opuszcza, indukuja si¢ w niej prady wirowe

e Tak wiec znéw, w wyniku istnienia pradow indukowanych, napotkamy
site przeciwdziatajaca ruchowi ptyty i bedziemy musieli wykonaé prace.

e Teraz elektrony przewodnictwa, ktore tworza prad indukowany w pty-
cie, nie muszg poruszac sie wzdhuz jednego toru, jak w przypadku petli.
Elektrony kraza wewnatrz ptyty, jak gdyby znalazty sie w wirze wod-
nym. Taki prad nazywamy pradem wirowym. Mozemy go przedstawic,
jak na rysunku [6.33h, jak gdyby ptynal wzdtuz pojedynczego toru.

e Podobnie jak w przypadku przewodzacej petli (rys. [6.3.7]), prad indu-
kowany w ptycie powoduje, ze energia mechaniczna zostaje rozproszona
w postaci energii termicznej. Rozpraszanie jest bardziej widoczne w
uktadzie przedstawionym na rysunku [[6.3.3b.

e Przewodzaca plyta, ktora moze swobodnie obraca¢ si¢ wokot osi, waha
si¢, przechodzac przez obszar pola magnetycznego. Za kazdym razem,
gdy ptyta dostaje si¢ w obszar pola lub go opuszcza, cz¢s¢ energii me-
chanicznej plyty przeksztatcana jest w energie termiczng. Po kilku
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wahaniach cala energia mechaniczna zostaje zuzyta, a ogrzana plyta
po prostu pozostaje bez ruchu zawieszona na osi.

16.4 Indukowane pola elektryczne

£ P’:ﬂk.i”ﬁ kotowy
=c / miedziany o0

Rysunek 16.4.1: a) Gdy indukcja magnetyczna zwicksza sie ze stalta szybko-
Scig, w pierscieniu miedzianym o promieniu r pojawia si¢ prad indukowany
o stalym natezeniu. b) Indukowane pole elektryczne istnieje nawet wtedy,
gdy usuniemy pierscien. Pole elektryczne pokazane jest w czterech punktach.
c¢) Catkowity rozktad pola elektrycznego, przedstawiony w postaci linii pola.
d) Cztery podobne kontury zamkniete o takim samym polu powierzchni.
Wzdhiz konturéw [ i 2, ktore leza catkowicie w obszarze zmieniajacego sie
pola magnetycznego, indukujg sie jednakowe SEM. Mniejsza SEM jest in-
dukowana wzdtuz konturu 3, ktéry tylko czesciowo lezy w tym obszarze.
Natomiast SEM nie jest indukowana wzdtuz konturu 4, ktory znajduje sie
catkowicie poza obszarem pola magnetycznego

e Wyobrazmy sobie, ze pierscien miedziany o promieniu r umieszczamy
w jednorodnym zewne¢trznym polu magnetycznym, jak pokazano na
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rysunku [[6.4.Th. Pole zajmuje walcowy obszar o promieniu R, przy
czym pomijamy pola rozproszone.

e Przypusémy, ze zwickszamy ze staly szybkoscia wartos¢ indukcji ma-
gnetycznej, by¢ moze zwickszajac odpowiednio natezenie pradu w uzwo-
jeniu elektromagnesu, ktory to pole wytwarza. Strumien magnetyczny
wewnatrz pierscienia bedzie sie réwniez zmienial ze staty szybkoscig i
zgodnie z prawem Faradaya w pierscieniu pojawi sie indukowana SEM,
a wiec poptynie prad indukowany.

e Na podstawie reguty Lenza mozemy wywnioskowaé, ze kierunek pradu
indukowanego na rysunku [[6.4.Th bedzie przeciwny do ruchu wskazo-
wek zegara.

e Jezeli w pierscieniu miedzianym ptynie prad, to wzdtuz tego pierscie-
nia musi istnie¢ pole elektryczne, ktoére jest potrzebne, aby wykonaé
prace przy przemieszczaniu elektronéw przewodnictwa. Zrédlem tego
pola elektrycznego musi by¢ zmienny strumien magnetyczny. To in-
dukowane pole elektryczne E rzeczywiscie istnieje, podobnie jak pole
elektryczne, wytworzone przez tadunki nieruchome. Obydwa pola dzia-
taja sita qof) na czastke o tadunku ¢y. Rozumujac w ten sposob, do-
chodzimy do uzytecznego i pouczajacego sformutowania prawa indukcji
Faradaya:

Zmienne pole magnetyczne wytwarza pole elektryczne.

e Uderzajaca cecha tego sformutowania jest to, ze pole elektryczne jest
indukowane nawet wtedy, gdy nie ma pierécienia miedzianego.

e Aby udcidli¢ te pojecia, przeanalizujmy rysunek 16.4.Ib, ktéry jest bar-
dzo podobny do rysunku [[6.4.1h, z wyjatkiem tego, ze miedziany pier-
Scien zostal zastapiony kotowym konturem o promieniu 7.

e Podobnie jak poprzednio zaktadamy, ze warto$¢ indukcji magnetycznej
B rosnie ze staty szybkoscia dB/dr.

e 7 wlasciwosci symetrii wynika, ze wektor natezenia pola elektrycznego,
indukowanego w réznych punktach konturu musi by¢ do niego styczny,
jak pokazano na rysunku [6.4.0b. Zatem kotowy kontur jest jedno-
cze$nie linig pola. Kontur o promieniu r nie jest czyms szczegdlnym,
tak wigc linie pola elektrycznego wytworzonego przez zmieniajace si¢
pole magnetyczne musza tworzy¢ uktad wspotsrodkowych okregow, jak
pokazano na rysunku [16.4.1k.
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Gdy warto$¢ indukcji magnetycznej rosnie w czasie, istnieje pole elek-
tryczne, przedstawione na rysunku [[6.4.Tk w postaci linii pola o ksztat-
cie okregow.

Gdy warto$¢ indukcji magnetycznej jest statg w czasie, pole elektryczne
nie jest indukowane.

Gdy wartosé indukeji magnetycznej maleje w czasie (ze stata szybko-
Scia), linie pola elektrycznego sa znoéw wspotsrodkowymi okregami, jak
na rysunku [[6.4.Tk, ale tym razem sg skierowane przeciwnie.

To wtasnie mamy na mysli, mowiac: “Zmienne pole magnetyczne wy-
twarza pole elektryczne”.

16.4.1 Nowe sformulowanie prawa Faradaya

Wyobrazmy sobie czastke o tadunku ¢y, poruszajaca si¢ po kotowym
torze, przedstawionym na rysunku [I6.4.1b.

Praca W, wykonana nad czastka przez indukowane pole elektryczne,
podczas jednego okrazenia wynosi £qg, gdzie £ jest indukowana SEM,
rowng pracy na jednostke tadunku, wykonanej podczas ruchu tadunku
probnego po okregu.

7, drugiej strony praca jest rowna:
/ F-ds = (qFE)(2nr) (16.4.1)

gdzie qofl jest wartoscia sily, dziatajacej na tadunek prébny, a 27r jest
dtugoscig drogi, wzdtuz ktorej ta sita dziata.

Poréwnujac obydwa wyrazenia okreslajace prace W i skracajac qo po
obydwu stronach, otrzymujemy:

E=2mrE (16.4.2)

Mozemy napisaé¢ rownanie[I6.4.Tw bardziej ogblnej postaci, ktéra umoz-
liwia obliczenie pracy, wykonanej nad czastka o tadunku ¢ — 0, poru-
szajaca sie wzdtuz dowolnego konturu zamknietego:

W:fﬁ-dgzqofﬁ-dg (16.4.3)
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Podstawiajac £qg zamiast W, otrzymujemy:
£ = fﬁ - dS (16.4.4)

Ta catka redukuje sie do wyrazenia [[6.4.2] jesli obliczymy ja w szcze-
gblnym przypadku, przedstawionym na rysunku [6.4.Tb.

Roéwnanie [[6.44] pozwala na rozszerzenie pojecia indukowanej SEM.
Dotychczas indukowana SEM oznaczata prace na jednostke tadunku,
wykonang w celu podtrzymania pradu, indukowanego przez zmienny
strumien magnetyczny. Indukowana SEM mogta réwniez oznaczaé
prace na jednostke tadunku, wykonang nad natadowana czastka, poru-
szajaca sie po torze zamknigtym, w zmiennym polu magnetycznym.

Jednakze z réwnania [[6.4.4 i z rysunku [I6.4Ib wynika, ze induko-
wana SEM moze istnie¢ rowniez wtedy, gdy nie ma pradu ani czastki.
Indukowana SEM jest suma (a sci$lej méwiac catka) wielkosci E-d§, ob-
liczong wzdhuz zamknietego konturu, gdzie E jest polem elektrycznym,
indukowanym przez zmienne pole magnetyczne, a ds jest wektorowym
elementem dhugosci wzdhuz konturu zamknietego.

bLaczac réwnanie [[6.4.4] oraz prawo Faradaya (£ = —%, mozemy na-
pisa¢ to prawo w postaci:
_ ddp
E-ds=—— 16.4.5
¢ = (16.4.5)

To réwnanie oznacza po prostu, ze zmienne pole magnetyczne indu-
kuje pole elektryczne. Zmienne pole magnetyczne wystepuje po prawej
stronie tego rownania, a pole elektryczne - po lewej.

Prawo Faradaya w postaci rownania [16.4.9 moze by¢ zastosowane do
dowolnego zamknietego konturu, ktéry mozna narysowaé¢ w zmiennym
polu magnetycznym.

Na rysunku [6.4.1d przedstawiono przykitadowo cztery takie kontury,
o takim samym ksztalcie i polu powierzchni, umieszczone w roéznych
miejscach w zmiennym polu magnetycznym.

Dla konturéw 1 i 2 indukowane SEM & = ¢ E - ds sg takie same,
gdyz obydwa kontury leza catkowicie w obszarze pola magnetycznego i
dlatego d®p/dt ma w obydwu przypadkach taka sama wartosc.
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Ten wniosek jest prawdziwy, mimo iz wektory natezenia pola elektrycz-
nego w punktach, potozonych wzdtuz kazdego z konturéw sg rézne, jak
wskazuja ksztatty linii pola elektrycznego na rysunku.

Dla konturu 3 indukowana SEM ma mniejsza wartos¢, gdyz wartosé
strumienia ® 5, objetego konturem (a wiec i wartosé d®p /dt) jest mniej-
sza.

Dla konturu 4 indukowana SEM jest réwna zeru, mimo iz w kazdym
punkcie konturu istnieje pole elektryczne.

16.4.2 Nowe spojrzenie na potencjal elektryczny

Indukowane pola elektryczne sa wytwarzane nie przez tadunki nieru-
chome (statyczne), tylko przez zmienny strumien magnetyczny. Choé
pola elektryczne, wytwarzane tymi dwoma sposobami, dziataja tak
samo na czastki natadowane, istnieje miedzy nimi wazna réznica.

Najprostszym przejawem tej réznicy jest fakt, ze linie indukowanego
pola elektrycznego tworzg zamkniete petle, jak na rysunku 6.4k, na-
tomiast linie pola wytworzonego przez tadunki statyczne nigdy nie sa
zamkniete, gdyz musza zaczynac sie na tadunkach dodatnich, a konczy¢
na tadunkach ujemnych.

Ogolnie moéwige, roznica miedzy polami elektrycznymi, wytwarzanymi
przez indukcje i przez tadunki statyczne moze by¢ okreslona nastepu-
jaco:

Potencjal elektryczny mozna zdefiniowaé tylko dla
pot elektrycznych wytwarzanych przez tadunki sta-
tyczne. Nie mozna go zdefiniowaé dla pdl elektrycz-
nych wytwarzanych przez indukcje.

To stwierdzenie moze by¢ zrozumiate, jesli rozwazymy, co dzieje sie
z natadowana czastka, ktora wykonuje jedno okrazenie po kotowym
torze, przedstawionym na rysunku [I6.4.1b.

Czastka wyruszyta z pewnego punktu i po powrocie do tego samego
punktu okazalo si¢, ze dziatata na nia SEM &£ o wartosci np. 5HV.
Oznacza to, ze nad czastka zostala wykonana praca, réwna 5J na kazdy
1C jej tadunku (1V = 1J/1C'), a wiec czastka powinna znalez¢ sie teraz
w punkcie o potencjale wiekszym o 5V.
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e Jednakze jest to niemozliwe, gdyz czastka znajduje sie z powrotem
w tym samym punkcie, w ktérym potencjal nie moze mie¢ przeciez
jednoczesnie dwoch roznych wartosci. Wynika stad wniosek, ze poten-
cjatu nie mozna zdefiniowa¢ dla pol elektrycznych, wytworzonych przez
zmienne pola magnetyczne.

e Mozemy spojrzeé na to bardziej ogdlnie, przytaczajac réwnanie (I0.4.2]),
ktore definiuje roéznice potencjaléw miedzy punktem poczatkowym a
koncowym w polu elektrycznym E:

B
Vg —Vy = —/E - dS (16.4.6)
A

e W rozdziale 10 nie mowiliSmy jeszcze o prawie indukeji Faradaya, tak
wigc pola elektryczne, zastosowane do wyprowadzenia réwnania (10.4.2)
pochodzily od tadunkéw statycznych.

e Jesli w réwnaniu (I6.4.0) punkt poczatkowy pokrywa sie z punktem
koncowym, to taczacy je kontur jest zamknieta petla, wartosci V4 i Vg
sg takie same, a rownanie (I6.4.6]) redukuje si¢ do:

fﬁ dS =0 (16.4.7)

e Jednakze w obecnosci zmiennego strumienia magnetycznego ta catka
nie jest rowna zeru, ale zgodnie z réwnaniem ([[6.4.1]) jest rowna —d® g /dt.
Zatem przypisanie potencjatu elektrycznego indukowanemu polu elek-
trycznemu doprowadzito nas do sprzecznosci.

e Wynika stad wniosek, ze potencjal elektryczny nie ma sensu fizycznego
dla pél elektrycznych, zwiazanych ze zjawiskiem indukcji.
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16.5 Indukcyjnoscé i cewki

Przekonalismy si¢ w rozdziale 10, ze kondensator moze stuzy¢ do wytworzenia
pola elektrycznego o zadanej z gory wartosci natezenia. PrzyjeliSmy wtedy
uktad réwnolegltych ptyt, jako podstawowy rodzaj kondensatora. Podobnie
cewka, moze by¢ zastosowana do wytworzenia pola magnetycznego o zadanej
wartoéci indukeji. Bedziemy traktowaé¢ diugi solenoid (dokladniej: krotki
odcinek w poblizu srodka dtugiego solenoidu) jako podstawowy rodzaj cewki.

e Jezeli przepudcimy prad o natezeniu I przez uzwojenie cewki (soleno-
idu), to prad wytworzy strumien magnetyczny ®5 w srodkowej czesci
cewki. Indukcyjnosé cewki definiujemy jako:

_ N,
T

L (16.5.1)

gdzie N jest liczbg zwojow.

e O uzwojeniu cewki méwimy, ze jest sprzezone przez wspolny strumien,
a iloczyn N®p nazywamy magnetycznym strumieniem skierowanaym
tak jak na rysunku, aby przeciwstawi¢ sie wzrostowi natezenia pradu.

e Jezeli natezenie pradu bedzie malato (rys. [65.0b), to SEM samoin-
dukcji bedzie skierowana tak, aby przeciwstawi¢ sie spadkowi natezenia
pradu czyli tak jak przedstawiono na rysunku.

e Jednostka strumienia magnetycznego w uktadzie SI jest tesla razy metr
kwadratowy, zatem jednostka indukcyjnosci jest tesla razy metr kwa-
dratowy na amper (T'm?/A). Taka jednostka nosi nazwe henr (H), od
nazwiska amerykanskiego fizyka Josepha Henry’ego, niezaleznego od-
krywcy prawa indukcji, wspotczesnego Faradayowi. Zatem:

lhenr =1H = 1T - m2 (16.5.2)

e Do konca tego rozdzialu bedziemy zaktadaé, ze w poblizu wszystkich
omawianych cewek, niezaleznie od ich uktadu przestrzennego, nie ma
zadnych materiatow magnetycznych, takich jak zelazo. Takie materiaty
mogtyby znieksztatci¢ pole magnetyczne cewki.

16.5.1 Indukcyjnos¢ solenoidu

Przeanalizujmy dhtugi solenoid o polu przekroju réwnym S. Ile wynosi in-
dukcyjno$é¢ na jednostke dltugosci w poblizu $rodka tego solenoidu?
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e Aby zastosowaé réwnanie [[6.5.1] definiujgce indukecyjnosé, musimy ob-
liczy¢ strumien sprze¢zony, wytworzony przez prad o danym natezeniu,
plynacy w uzwojeniu solenoidu.

e Rozwazmy odcinek solenoidu o dlugosci [, znajdujacy si¢ w poblizu
jego $rodka. Strumien sprzezony w tej czesci solenoidu jest réwny:

Nop = (nl)(BS) (16.5.3)

gdzie n jest liczbag zwojow na jednostke diugosci solenoidu, a B jest

wartoscig indukcji magnetycznej we wnetrzu solenoidu. warto$é¢ induk-
¢ji B jest dana réwnaniem [15.4.5]

B = ppln (16.5.4)

tak wiec z réwnania [[G.5.1] otrzymujemy:

I N;DB _ (nl)(IBS) _ (nl)(ujoln)s _ S (16.5.5)

e Zatem indukcyjno$é¢ na jednostke dtugosci dla diugiego solenoidu w
poblizu jego srodka wynosi:

% = pon?S (16.5.6)

e Indukcyjnosé, podobnie jak pojemnosé, zalezy tylko od ksztattu ele-
mentu. Zaleznosé od kwadratu liczby zwojéw na jednostke dhugosci jest
czyms, czego nalezato si¢ spodziewac. Jezeli np. zwigkszymy trzykrot-
nie n, to nie tylko zwiekszymy trzykrotnie liczbe zwojow, ale réwniez
zwigkszymy trzykrotnie strumien (5 = BS = polnS) przechodzacy
przez kazdy zwoj, mnozac w ten sposéb strumien sprzezony, a wiec i
indukcyjnos$¢ L, przez czynnik 9.

o Jezeli dlugo$é solenoidu jest znacznie wigksza od jego promienia, to
wyrazenie jest dobrym przyblizeniem indukcyjnosci solenoidu.
To przyblizenie nie uwzglednia rozchodzenia sie linii pola magnetycz-
nego w poblizu koncow solenoidu, tak samo jak wzoér na pojemnosé
kondensatora ptaskiego (C' = ¢,SI/d) nie uwzglednia rozproszonych
pol elektrycznych w poblizu brzegéow plytek kondensatora.

e Pamictajac, ze n jest liczbg zwojoéw na jednostke dtugosci, wnioskujemy
z réwnania [[6.5.5] ze indukcyjnosé moze byé zapisana jako iloczyn prze-
nikalnosci magnetycznej po i wielkosci o wymiarze dhugosci. Oznacza
to, ze jo moze by¢ wyrazone w henrach na metr:

po = 4m-107"T - m/A == 47 - 10" H/m. (16.5.7)
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16.5.2 Samoindukcja

e Jezeli dwie cewki znajduja si¢ blisko siebie, to prad o natezeniu I,
plynacy w jednej z nich wytwarza strumien magnetyczny ®p, przecho-
dzacy rowniez przez druga cewke.

e Przekonalismy sie, ze jesli zmienimy ten strumien, zmieniajac natezenie
pradu, to zgodnie z prawem Faradaya w drugiej cewce pojawi si¢ indu-
kowana SEM. Jednak indukowana SEM pojawi sie réwniez w pierwszej
cewce.

Indukowana SEM & wystepuje w kazdej cewce, w ktorej na-
tezenie pradu sie zmienia.

R
—AWWWWW

| s

Rysunek 16.5.1: Jezeli zmieniamy nate¢zenie pradu w cewce, przesuwajac
suwak opornika, to podczas zmiany nate¢zenia pradu pojawia si¢ w cewce
SEM samoindukeji &,

e Takie zjawisko (patrz rys. [[6.5]]) nazywamy samoindukcja, a pojawia-
jaca sie SEM jest nazywana SEM samoindukcji. Podlega ona prawu
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Faradaya tak samo jak kazda indukowana SEM. Z réwnania [[6.5.1] wy-
nika, ze dla dowolnej cewki:

Nog =LI (16.5.8)
Z prawa Faradaya wynika, ze:
AN®p

Er=—-L 16.5.9
L o ( )

Laczac réwnania i [6.5.9, mozemy napisaé:

dl

&, =—-L— 16.5.10
. dt ( )

e Tak wiec w dowolnej cewce, solenoidzie lub toroidzie pojawia sie SEM
samoindukcji, jezeli tylko natezenie pradu zmienia si¢ w czasie. Wartosc¢
natezenia pradu nie wptywa na warto$¢ indukowanej SEM, istotna jest
natomiast szybko$¢ zmian natezenia pradu.

e Kierunek SEM samoindukecji wynika z reguly Lenza. Znak minus w
rownaniu [16.5.10] wskazuje, ze zgodnie z tg reguta SEM samoindukcji
& ma taki kierunek, aby przeciwstawia¢ sie zmianie natezenia pradu
I. Znak minus mozemy opusci¢, jezeli interesuje nas tylko wartosc¢
bezwzgledna & .

e Przypusémy, ze natezenie I pradu plynacego w cewce rosnie w cza-
sie z szybkoscia dI/dt (rys. [[652h). Zgodnie z reguta Lenza ten
wzrost natezenia pradu jest “zmiang”, ktorej musi przeciwstawic sie
samoindukcja. Aby takie przeciwdziatanie moglo wystapi¢, w cewce
musi pojawi¢ sie SEM samoindukcji,skierowana tak jak na rysunku,
aby przeciwstawi¢ sie wzrostowi natezenia pradu.

e Jezeli natezenie pradu bedzie malato (rys. [6.52b), to SEM samoin-
dukcji bedzie skierowana tak, aby przeciwstawi¢ sie spadkowi natezenia
pradu czyli tak jak przedstawiono na rysunku.

e PrzekonaliSmy sie w paragrafie [6.4.2] ze nie mozemy zdefiniowaé po-
tencjatu elektrycznego dla pola elektrycznego (a wiec i SEM), jesli te
wielkosci sa indukowane przez zmienny strumien magnetyczny. Ozna-
cza to, ze w przypadku SEM samoindukcji, powstajacej w cewce na
rysunku [[6.5.7], nie mozemy okresli¢ potencjalu wewnatrz cewki, czyli
tam, gdzie strumien si¢ zmienia. Jednak nadal mozemy definiowaé po-
tencjal w punktach obwodu, znajdujacych si¢ poza cewka, czyli tam,
gdzie pola elektryczne zostaty wytworzone przez tadunki i zwiazane z
nimi potencjaly elektryczne.
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I (rognic) I (maleje)
i —_—

Rysunek 16.5.2: a) Natezenie pradu [ roénie, a w cewce powstaje SEM sa-
moindukcji £ 1 ma taki kierunek, ze przeciwstawia si¢ wzrostowi natezenia
pradu. Strzatke oznaczajaca £, mozemy narysowaé¢ wzdluz pojedynczego
zwoju cewki lub obok cewki. Obie mozliwosci sa pokazane na rysunku. b)
Natezenie pradu I maleje, a SEM samoindukcji ma taki kierunek, ze prze-
ciwstawia sie spadkowi natezenia pradu

o W szczegdlnosci mozemy zdefiniowaé¢ wynikajaca z samoindukeji réz-
nice potencjaléw Uy z obydwu stron cewki, czyli miedzy jej doprowa-
dzeniami, o ktérych zaktadamy, ze znajdujg si¢ poza obszarem zmie-
niajacego sie strumienia. Jezeli cewka jest cewka idealna (o znikomo
malym oporze), to warto$¢ Uy, jest réwna wartosci SEM samoindukcji

Er.

e Jezeli natomiast uzwojenie cewki ma opor r; zastepujemy w mysli cewke
cewka idealna o SEM samoindukcji réwnej £, oraz opornikiem r (ktory
znajduje sie poza obszarem zmieniajacego sie strumienia).

e Podobnie, jak w przypadku rzeczywistego zrodta o SEM & i oporze
wewnetrznym 7, réznica potencjatow na zaciskach rzeczywistej cewki
rozni si¢ od jej SEM. Jezeli nie powiemy wprost, ze cewki sg rzeczywiste,
to bedziemy zakladac, ze cewki omawiane tutaj sa cewkami idealnymi.
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16.6 Obwody RL

e 7 paragrafu [[3.2.4] dowiedzieliSmy sie, ze jesli nagle przytozymy SEM
& do obwodu o jednym oczku zawierajacego opornik R i kondensator
C, to tadunek na kondensatorze nie osiggnie natychmiast swojej war-
tosci CE w stanie rownowagi, ale bedzie zmierzal do niej w sposob
wyktadniczy:

q=CE (1 —exp /) (16.6.1)

e Szybkos¢ gromadzenia sie tadunku jest okreslona pojemnosciows stata
czasowq 7o, zdefiniowang w réwnaniu [13.2.26] jako:

70 = RC (16.6.2)

e Jezeli nagle odtaczymy SEM od tego samego obwodu, to tadunek nie
zniknie natychmiast, ale bedzie zmierzat do zera w sposéb wyktadniczy:

g = qoexp /™ (16.6.3)

e Stata czasowa 7. opisuje zaréwno zanikanie, jak i gromadzenie si¢ ta-
dunku.

e Podobne opéznienie wzrostu (lub spadku) natezenia pradu pojawi sie
podczas wlaczania (lub wytaczania) SEM € w obwodzie o jednym oczku
ztozonym z opornika R i cewki L. Na przyktad gdy klucz S na rysunku
M6.6.1] zamyka obwdéd w punkcie G, natezenie pradu w oporniku za-
czyna rosna¢. Gdyby nie byto cewki, natezenie pradu wzrostoby bardzo
szybko do staltej wartosci £/R. Jednak ze wzgledu na obecnosé cewki,
w obwodzie pojawia sie SEM samoindukcji &,

e Zgodnie z reguta Lenza, ta SEM przeciwstawia sie wzrostowi natezenia
pradu, co oznacza, ze jest przeciwnie skierowana niz SEM zrodta. Tak
wiec prad w oporniku pltynie pod wptywem roznicy dwoéch SEM, jednej
statej € zrédia i drugiej zmiennej £, = —LdI /dt, wynikajacej z samo-
indukcji. Tak dtugo, jak dlugo istnieje EL, natezenie pradu ptynacego
przez opornik bedzie mniejsze niz £/R.

e Wraz z uptywem czasu natezenie pradu rosnie coraz wolniej, a wartos¢
SEM samoindukcji, proporcjonalna do dI/dt, maleje. Zatem natezenie
pradu w obwodzie zmierza asymptotycznie do wartosci £€/R. Mozemy
uogolni¢ ten wynik w sposob nastepujacy:
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Rysunek 16.6.1: Obwoéd RL. Gdy klucz S jest potaczony z punktem a,
natezenie pradu rosnie i dazy do granicznej wartosci £/R

Poczatkowo cewka przeciwdziata zmianom natezenia ptyna-
cego przez nig pradu. Po dtuzszym czasie cewka dziata jak
zwykty przewdd, taczacy elementy obwodu.

e Zbadamy teraz to zjawisko od strony ilosciowej. Jezeli klucz na ry-
sunku [I6.6.1] zamyka obw6d w punkcie a, to obwod jest réwnowazny
obwodowi, przedstawionemu na rysunku [I6.6.2l Zastosujemy do tego
obwodu drugie prawo Kirchhoffa, wychodzac z punktu x na rysunku i
poruszajac sie, podobnie jak: ptynie prad o natezeniu I, w kierunku
zgodnym z ruchem wskazowek zegara.

1. Opornik. Poruszamy sie wzdluz opornika, zgodnie z kierunkiem
pradu o natezeniu I, tak wigec potencjat elektryczny maleje o
IR. Zatem przechodzac od punktu x do punktu y, obserwujemy
zmiang¢ potencjatu, réwna —I R.

2. Cewka. Natezenie pradu I ulega zmianie, tak wiec w cewce po-
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Rysunek 16.6.2: Obwod przedstawiony na rysunku [[6.6.1] z kluczem, usta-
wionym w potozeniu a. Stosujemy drugie prawo Kirchhoffa w kierunku zgod-
nym z ruchem wskazoéwek zegara, zaczynajac w punkcie x

jawia sie¢ SEM samoindukeji ;. Wartos¢ bezwzgledna £, wynika
z réwnania [[6.5.1011 wynosi —LdI /dt. Na rysunku Er jest
skierowane do gory, gdyz prad ptynie w doét przez cewke, a jego na-
tezenie I ros$nie. Zatem przechodzac od punktu y do punktu z, a

wiec przeciwnie do kierunku &7, obserwujemy zmiane potencjatu,
réwna —Ldl /dt.

3. Zrédlo. Wracajac od punktu z do punktu wyjscia z, obserwujemy
zmiane potencjatu, rownag +&, zwigzana z SEM Zrodia.

e Tak wiec z drugiego prawa Kirchhoffa wynika, ze:

dI
—IR-L—=&£=0 16.6.4
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czyli

dI
Lo +RI=¢ (16.6.5)

Réwnanie jest rownaniem rézniczkowym zawierajacym zmienna
I oraz jej pierwsza pochodna dI /dt. Aby rozwiazaé to rébwnanie, poszu-
kujemy takiej funkcji I(¢), ktora po podstawieniu I(t) i jej pierwszej
pochodnej spetnia réwnanie [6.6.5] a takze spelnia warunek poczat-
kowy I(0) = O.

e Roéwnanie [6.6.5] wraz z warunkiem poczatkowym, ma doktadnie taka
samg postac, jak rownanie opisujace obwod RC, jezeli q zasta-
pimy przez I, R przez L, a 1/C przez R. Rozwiazanie réwnania [[6.6.5
musi wiec mie¢ doktadnie takg sama postac¢ jak rozwigzanie rownania
3222 jesli dokonamy tych samych podstawiei. To rozwigzanie jest
dane wyrazeniem:

&
I= = (1- exp_tR/L) (16.6.6)
ktore mozemy napisaé jako:
&
I=5(1- exp /) (16.6.7)
Indukcyjna stata czasowa 77,. jest réwna:
L
=5 (16.6.8)

e Przeanalizujmy wyrazenie [6.6.7 w dwbch przypadkach: w chwili za-
mkniecia klucza (t = O) oraz po uptywie dtugiego czasu od zamkniecia
klucza (t — oc). Jezeli podstawimy ¢ = O do réwnania [6.6.7, to
funkcja wyktadnicza przyjmie wartoéé exp=® = 1. Tak wiec z réwna-
nia [[6.6.7 wynika, ze natezenie pradu jest w chwili poczatkowej rowne
I = O, czego nalezalo si¢ spodziewac. Jesli nastepnie bedziemy zmie-
rzaé¢ z t do nieskonczonosci, to funkcja wyktadnicza bedzie zmierzac
do exp™> = O. Zatem z réownania [16.6.7 wynika, ze natezenie pradu
zmierza do wartosci stanu ustalonego £/R.

e Mozemy takze przeanalizowaé roznice potencjatow, wystepujace w ob-
wodzie. Na rysunku pokazano, jak zmienia sie w czasie réznica
potencjatéw Ugr = I R na oporniku i r6znica potencjatéw Uy = Ldl /dt
na cewce, dla pewnych szczegélnych wartosci £, L i R.

e Poréwnajmy ten rysunek z analogicznym rysunkiem dla obwodu RC

(rys. [324]).
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II 4 6 8 2 4 6 &
f [ms] t [ms]

Rysunek 16.6.3: Zalezno$¢ od czasu: a) réznicy potencjatéw Ug na oporniku,
w obwodzie przedstawionym na rysunku [[6.6.2] b) réznicy potencjatéw Uy
na cewce w tym samym obwodzie. Male trojkaciki przedstawiaja kolejne
przedziaty czasowe, rowne indukcyjnej statej czasowej 7, = L/R. Wykres
zostal sporzadzony dla R = 200082, L = 4H oraz £ = 10V

e Aby wykazaé, ze wielko$¢ 7, = L/R ma wymiar czasu, przeksztalcamy
jednostke henr na om w nastepujacy sposob:

H 1 H (1V s 102-A 1

— = —_— = S

Q Q\1H- A 1V
Wyrazenie w pierwszym nawiasie jest wspotczynnikiem przeliczenio-
wym, wynikajacym z réwnania €& = —Ld[ /dt, natomiast wyrazenie w

drugim nawiasie jest wspotczynnikiem przeliczeniowym, wynikajacym
z zaleznosci U = I R.

e Fizyczne znaczenie stalej czasowej wynika z réwnania [[6.6.7 Jezeli
podstawimy do tego réwnania ¢t = 7, = L/R, to otrzymamy:

I= % (1—exp™') = 0.63% (16.6.9)

e Tak wiec stata czasowa 7, oznacza czas, jaki musi uptynac, aby nate-
zenie pragdu w obwodzie osiggneto okoto 63% swojej konicowej wartosci

328



16.6. OBWODY RL

w stanie ustalonym £/R. Roznica potencjaléw Ur na oporniku jest
proporcjonalna do natezenia pradu I, zatem wykres natezenia pradu
rosnacego w funkcji czasu ma taki sam ksztatt, jak wykres Ui na ry-
sunku [[6.6.3h.

e Zaltozmy, ze klucz S zamyka obwod w punkcie a dostatecznie dtugo, tak
aby natezenie pradu osiagneto stan ustalony £/R. Jezeli teraz przesta-
wimy klucz w potozenie b, to zrodlo zostanie odtaczone od obwodu.
(Przetaczenie do punktu b musi w rzeczywistosci nastapi¢ na chwile
przed przerwaniem polaczenia z punktem a. Taki klucz jest nazywany
kluczem bezprzerwowym).

e Przy braku zrodta, natezenie pradu ptynacego przez opornik bedzie sie
zmniejszato. Prad nie moze jednak przesta¢ pltynaé¢ natychmiast; jego
natezenie bedzie stopniowo malato do zera. Roéwnanie rozniczkowe,
opisujace zmniejszanie si¢ natezenia mozna wyprowadzi¢, podstawiajac
& = O w réownaniu [6.6.5

L— =IR= 16.6.1
L =1R=0 (16.6.10)

e Rozwiazanie tego réwnania rozniczkowego, spelniajace warunki poczat-
kowe I(O) = £/ R, moze by¢ napisane przez analogie do réwnan [3.2.22]
103.2.23 <

I=4 exp V™ = Iyexp /™ (16.6.11)
e Widzimy, ze ta sama stata czasowa 7. decyduje zarowno o zwigkszaniu
sie natezenia pradu (réwnanie[I6.6.7), jak i jego zmniejszaniu (réwnanie

[16.6.11]).

e W rownaniu [6.6.11] I, oznacza natezenie pradu w chwili ¢t = O. W
naszym przypadku bylo to £/R, ale rownie dobrze moze to by¢ jaka-
kolwiek inna warto$¢ poczatkowa.
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16.7 Energia zmagazynowana w polu magne-
tycznym

Gdy odsuwamy od siebie dwie czastki natadowane réznoimiennie, mozemy
powiedzie¢, ze w polu elektrycznym, wytwarzanym przez te czastki, gro-
madzona jest elektryczna energia potencjalna. Energie t¢ mozna odzyskac,
jezeli pozwolimy, aby czastki znéw zblizyty sie do siebie. W ten sam sposéb
mozemy rozpatrywaé energie zmagazynowana w polu magnetycznym.

e Aby wyprowadzi¢ wzor, opisujacy ilosciowo zmagazynowang energie,
przeanalizujmy ponownie rysunek [6.6.2] na ktérym przedstawiono Zré-
dto SEM & potaczone z opornikiem R icewka L. Réwnanie[I6.6.5, ktére
przytaczamy tu jeszcze raz:

dI
€=L— +IR (16.7.1)

jest rownaniem rézniczkowym, opisujacym wzrost natezenia pradu w
tym obwodzie.

e Przypominamy, ze réwnanie to wynika bezposrednio z drugiego prawa
Kirchhoffa, ktore z kolei wyraza zasade zachowania energii w obwodzie
o jednym oczku. Jezeli pomnozymy obie strony réwnania [[6.7.1] przez
I, to otrzymamy réwnanie:

I
El = Ll% + I*R (16.7.2)

ktore ma nastepujaca interpretacje fizyczna dotyczaca pracy i energii:

1. Jezeli tadunek dq przeptywa przez zrodto SEM o wartosci £ w cza-
sie dt, to zrodto wykonuje nad tym tadunkiem prace £dq. Szyb-
kos¢, z jaka zrodto wykonuje prace, wynosi (Edq)/dt, czyli€l. Tak
wiec lewa strona réwnania wyraza szybkos¢, z jaka zrodto
SEM dostarcza energie do pozostalych czesci obwodu.

2. Ostatni sktadnik po prawej stronie rownania [16.7.2] wyraza szyb-
kos¢, z jaka energia wydziela sie na oporniku w postaci energii
termiczne;j.

3. Z zasady zachowania energii wynika, ze energia, ktora jest dostar-
czona do obwodu, ale nie wydziela sie w postaci energii termicznej,
musi by¢ zmagazynowana w polu magnetycznym cewki. Réwnanie
opisuje zasade zachowania energii w obwodach RL, a wiec
srodkowy sktadnik musi wyrazaé szybko$¢ dEp/dt gromadzenia
energii w polu magnetycznym.
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Tak wiec
dEp dl

— = LI— 16.7.3
dt dl ( )
Mozemy napisa¢ to réwnanie w postaci:

dEp = LIdt (16.7.4)

Catkujac obie strony, otrzymujemy:

1

Ep
/dEB - /L[d] (16.7.5)
0

0

czyli:

1
Ep = §LIQ (16.7.6)

e Jest to wyrazenie, okreslajace catkowita energie zmagazynowana w
cewce L, w ktorej ptynie prad o natezeniu I. Zauwaz podobienstwo
tego wyrazenia do analogicznego wyrazenia okreslajacego energie zma-
gazynowang w kondensatorze o pojemnosci C' i tadunku ¢

1¢°
Ep=—-— 16.7.7
Y (16.7.7)
(Zmienna I? jest odpowiednikiem ¢?, a stala L jest odpowiednikiem

1/C).

16.7.1 Gestos¢ energii pola magnetycznego

Rozwazmy odcinek [ w poblizu $rodka dtugiego solenoidu o polu przekroju S.
Przez solenoid ptynie prad o natezeniu 7, a objetos¢ solenoidu o dtugosci [ jest
rowna S1. Energia EFp zmagazynowana przez odcinek solenoidu o dhugosci
[ musi znajdowac¢ si¢ catkowicie w tej objetosci, gdyz pole magnetyczne na
zewnatrz solenoidu jest w przyblizeniu rowne zeru. Ponadto zmagazynowana
energia musi by¢ roztozona réwnomiernie we wnetrzu solenoidu, gdyz pole
magnetyczne jest tam (w przyblizeniu) jednorodne.

e Zatem energia zmagazynowana w jednostce objetosci wynosi:

UB—E

(16.7.8)

Poniewaz .
Ep = 5LF (16.7.9)
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wiec
B LI? B L I?
- 2SL 128

L oznacza tutaj indukcyjno$é¢ odcinka solenoidu dtugosci I.

(16.7.10)

up

e Podstawiajac wyrazenie L/l z réwnania [6.5.6] otrzymujemy:

1
up = §u0n212 (16.7.11)
gdzie n jest liczba zwojéw na jednostke dtugosci. Korzystajac z row-
nania [[5.4.0 B = poln, mozemy zapisa¢ gesto$¢ energii jako:

1 B?

== 16.7.12
27, ( )

up

e Toréwnanie okresla gestos¢ zmagazynowanej energii w dowolnym punk-
cie, w ktérym indukcja magnetyczna jest rowna B. Cho¢ wyprowadzili-
sSmy to rownanie, rozpatrujac szczegolny przypadek solenoidu, réwnanie
6. 71T jest stuszne dla wszystkich pél magnetycznych, bez wzgledu na
to, w jaki sposob zostaty wytworzone. Réwnanie to mozna porownac z
rownaniem [10.6.8t

1
up = §€0E2 (16.7.13)
ktore okresla gesto$é energii (w prézni) w dowolnym punkcie w polu

elektrycznym.

e Zauwazmy, ze zaréwno Up, jak i Ug sa proporcjonalne do kwadratow
wielkosci opisujacych odpowiednio pola B i E.
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16.8 Indukcja wzajemna

W tym paragrafie powrocimy do przypadku dwoch oddzialujacych ze soba
cewek, omawianego po raz pierwszy w paragrafie[I6.1.1l Teraz potraktujemy
ten przypadek w sposob troche bardziej ogdlny.

o WidzieliSmy juz, ze jesli dwie cewki znajdujg sie blisko siebie, jak na
rysunku [[6.T.Ib, to prad staly o natezeniu I w jednej cewce wytwarza
strumien magnetyczny ®, ktory przenika przez druga cewke (sprzegajac
sie z druga cewka).

e Jezeli natezenie pradu I zmienia sie¢ w czasie, to zgodnie z prawem
Faradaya w drugiej cewce pojawi sie SEM €. Nazywamy to zjawisko
indukcja wzajemna, aby wskaza¢ na wzajemne oddziatywanie dwoch
cewek, w odroznieniu od samoindukcji, wystepujacej w jednej cewce.

Ny

kL
=
— o
i
-]
v

S L S S T —

—_—
g
-
—

cewka 1 cowlka 2 cewka | cowka 2

a) b)

Rysunek 16.8.1: Indukcja wzajemna. a) Jezeli natezenie pradu w cewce 1
bedzie si¢ zmieniaé, to w cewce 2 powstanie indukowana SEM. b) Jezeli
natezenie pradu w cewce 2 bedzie sie zmienia¢, to w cewce 1 powstanie
indukowana SEM
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e Spoéjrzmy teraz na zjawisko indukcji wzajemnej z ilosciowego punktu
widzenia. Na rysunku [[6.8.Th przedstawiono dwie okragte, ciasno na-
winiete cewki, potozone blisko siebie i majace wspdlng os symetrii.

e W cewce 1, dotaczonej do zewnetrznego zrodia, plynie staty prad o
natezeniu I, ktory wytwarza pole magnetyczne, przedstawione na ry-
sunku za pomoca linii pola By,

o Cewka 2 jest dotaczona do czulego miernika, ale nie jest zasilana ze
zrodla. Strumien magnetyczny Py (czyli strumien przechodzacy przez
cewke 2, ale zwiazany z pradem w cewce 1) sprzega sie z Ny zwojami
cewki 2.

e Definiujemy indukcyjnosé wzajemna My cewki 2 wzgledem cewki 1 za
pomocg réwnania:

ktore ma taka sama postac, jak réwnanie [[6.5.1 (L = N®/I), bedace
definicja indukcyjnosci. Réwnanie [[6.8.1] moze by¢ zapisane jako:

M21[1 - Ngq)zl (1682)

e Jezeli teraz w jaki$ sposéb spowodujemy, ze natezenie pradu I, bedzie
si¢ zmienia¢ w czasie, to:
dl, ddy,

My —2 = N
2 T dt

(16.8.3)

Prawa strona tego réwnania, zgodnie z prawem Faradaya, jest réwna
wartosci bezwzglednej SEM &, ktora pojawia sie w cewce 2, w wyniku
zmiany natezenia pradu w cewce 1.

e Zatem przy uwzglednieniu znaku minus, wskazujacego kierunek SEM,
otrzymujemy réwnanie:

dI,
£ = —My —+ 16.8.4
2 21 dt ( )

ktére mozna poréwnaé z rownaniem [[6.5.10] opisujgcym samoindukcje
£=—Ldl/dt.

e Zamienmy teraz rolami cewki 1 i 2, jak na rysunku I6.8Ib. Innymi
stowy, dotaczamy cewke 2 do zrédta zewnetrznego, a prad o natezeniu
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Iy, ptynacy w tej cewce, wytwarza strumien magnetyczny ®qo, sprze-
zony z cewka 1. Jezeli natezenie pradu [ bedzie si¢ zmienia¢ w czasie,
to rozumujac jak poprzednio, otrzymamy:

dl,

& = —My—2 16.8.5
1 12 dt ( )

Widzimy wiec, ze SEM indukowana w jednej z cewek jest proporcjo-
nalna do szybkosci zmian natezenia pradu w drugiej cewce. Mogtoby
sie wydawac, ze state proporcjonalnosci My i My sg rézne. Przyjmu-
jemy jednak bez dowodu, ze sa one w istocie takie same, wiec wskazniki
nie beda juz potrzebne. (Ten wniosek jest prawdziwy, ale wecale nie jest
oczywisty). Mamy wiec:

M21 - M12 = M (1686)

a réwnania [16.8.4 i [[6.8.5 mozemy napisaé jako:

dl,
E = —M—L 16.8.7
2 dt ( )
oraz d[
— M2 16.8.
& T (16.8.8)

Indukcja jest wiec rzeczywiscie wzajemna. Jednostka M (podobnie jak
L) w uktadzie SI jest henr.
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Rozdzial 17

Obwody elektryczne i drgania
elektromagnetyczne

Bedziemy badac, jak zmienia sie prad elektryczny I w obwodzie, sktadajacym
sie z cewki L, kondensatora C'i opornika R. W jaki sposob energia przeptywa
miedzy polem magnetycznym cewki a polem elektrycznym kondensatora, ule-
gajac jednoczesnie stopniowemu rozproszeniu w postaci energii termicznej,
wydzielonej na oporniku. W rozdziale [@] pokazalismy, w jaki sposéb energia
kinetyczna drgajacego oscylatora zamienia si¢ w energie potencjalna (i prze-
ciwnie), ulegajac jednoczesnie stopniowemu rozproszeniu w postaci energii
termicznej. Analogia miedzy tymi dwoma uktadami jest catkowita, a opisu-
jace je rownania rézniczkowe sg identyczne.

17.1 Drgania elektryczne w obwodzie LC

Sposrod dwuelementowych obwodéw elektrycznych, sktadajacych sie z opor-
nika R, kondensatora C' lub cewki L, oméwiliémy potaczenie szeregowe RC'
(w paragrafie [3.2.4]) oraz RL (w paragrafie [[6.6]). Okazalto sie, ze warto-
Sci tadunku, natezenia pradu i réznicy potencjatow, wystepujacych w tych
dwoch rodzajach obwoddéw, rosna lub maleja wyktadniczo. Skala czasowa
tego wzrostu lub zaniku okreslona jest stata czasowa 7, ktora moze by¢ albo
pojemnosciowa, albo indukcyjna.

e Zbadamy teraz dwuelementowa kombinacje LC'. Zobaczymy, ze w tym
przypadku tadunek, natezenie pradu i réznica potencjatéw nie zani-
kaja wykladniczo w czasie, ale zmieniaja sie sinusoidalnie (z okresem
T i czestoscia kotowa w). Powstajace w wyniku tego drgania pola elek-
trycznego w kondensatorze i pola magnetycznego w cewce nazywamy
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drganiami elektromagnetycznymi, a obwod elektryczny LC' nazywamy
obwodem drgajacym.

Rysunki I7TT] od (a) do (h) ilustruja kolejne fazy drgai w prostym
obwodzie LC'. Z rownania [[0.6.6] wynika, ze energia zmagazynowana w
polu elektrycznym jest rowna:

q2

e

gdzie q jest tadunkiem na oktadkach kondensatora w tej wtasnie chwili.

Eg (17.1.1)

Z rownania[16.7.60l wynika natomiast, ze energia zmagazynowana w polu
magnetycznym cewki w dowolnej chwili jest rowna:

LI?
Bp=5

gdzie I jest natezeniem pradu plynacego wtedy przez cewke.

(17.1.2)

Zatoézmy, ze w chwili poczatkowej tadunek q na oktadkach kondensa-
tora na rysunku [7.T.1] ma wartos¢ maksymalng amax i ze natezenie
pradu plynacego przez cewke jest réwne zeru. Ten poczatkowy stan
obwodu jest pokazany na rysunku [7.I1.Th. Zalaczone wykresy stup-
kowe energii wskazuja, ze w momencie, w ktorym prad nie pltynie przez
cewke, a tadunek na kondensatorze osigga maksimum, energia Eg pola
magnetycznego jest rowna zeru, a energia Ep pola elektrycznego ma
wartos¢ maksymalna.

Kondensator zaczyna teraz roztadowywac sie przez cewke, a dodatnie
nos$niki tadunku poruszaja sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazo-
wek zegara, jak pokazano na rysunku [I7.1.Ib. Oznacza to, ze powstaje
prad elektryczny I | réwny dgq/dt, ktéry ptynie w dét cewki. W miare
zmniejszania si¢ tadunku na oktadkach kondensatora, energia zmagazy-
nowana w polu elektrycznym kondensatora rowniez maleje. Energia ta
jest przekazywana polu magnetycznemu, ktore pojawia sie wokot cewki
w wyniku przeptywu pradu. Tak wiec natezenie pola elektrycznego ma-
leje, a indukcja magnetyczna wzrasta, w miar¢ jak energia przeptywa
od pola elektrycznego do pola magnetycznego.

W koncu kondensator traci catkowicie swoj tadunek (rys. [7.1.1k), a
zatem réwniez traci pole elektryczne i energie w nim zmagazynowang.
Tak wiec energia zostaje catkowicie przekazana polu magnetycznemu
cewki. Indukcja magnetyczna osiaga maksimum, a natezenie pradu
plynacego przez cewke osiaga maksymalna wartos¢ I,,q..
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e Chociaz tadunek na oktadkach kondensatora jest teraz rowny zeru, prad

musi nadal ptyna¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek ze-
gara, gdyz cewka nie pozwala na gwaltowny zanik natezenia pradu.
Prad, ptynac przez obwdd, nadal przenosi dodatnie tadunki z gérnej
oktadki kondensatora do dolnej (rys. [7Z1.0d). Energia przekazywana
jest teraz z powrotem od cewki do kondensatora, w miare, jak natezenie
pola elektrycznego we wnetrzu kondensatora roénie. Podczas tego prze-
plywu energii natezenie pradu stopniowo maleje. Gdy energia zostanie
w konicu w catosci przekazana do kondensatora (rys. [7.1.Tk), natezenie
pradu spadnie do zera. Stan przedstawiony na rysunku 71Tk jest wiec
podobny do stanu poczatkowego, z wyjatkiem tego, ze kondensator jest
teraz natadowany przeciwnie.

Nastepnie kondensator zaczyna sie znowu roztadowywaé, tym razem
jednak prad ptynie w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara
(rys. TITKF). Rozumujac jak poprzednio, widzimy, ze natezenie pradu,
plynacego zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, wzrasta do maksimum
(rys. I7ITk), a nastepnie maleje (rys. [T.ITh), az w koncu obwdd
powraca do stanu poczatkowego (rys. [7.T.Th).

Nastepnie caty cykl powtarza si¢ z czestoscia v, a wiec z czestoscia
kotowg w = 2nrrv. W idealnym obwodzie LC', nie zawierajacym oporu,
przeptyw energii zachodzi wytgcznie miedzy polem elektrycznym kon-
densatora a polem magnetycznym cewki. Dzieki zachowaniu energii
drgania powtarzaja si¢ bez konica. Nie musza si¢ one zaczyna¢ w mo-
mencie, w ktérym cata energia jest zgromadzona w polu elektrycznym:;
dowolna faza cyklu drgan moze by¢ stanem poczatkowym.

Aby wyznaczy¢ zaleznosé tadunku q od czasu, mozemy dotaczy¢ wolto-
mierz i zmierzy¢ zmienna w czasie réznice potencjatéw (czyli napiecie)
Uc miedzy oktadkami kondensatora C'. Z réwnania [[0.5.1] wynika, ze:

Up = L (17.1.3)

co pozwala znalezé q.
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Rysunek 17.1.1: Osiem faz jednego cyklu drgan w obwodzie LC, w ktorym
brak oporu elektrycznego. Wykresy stupkowe przy kazdym rysunku ilustruja
ilo$¢ zmagazynowanej energii pola magnetycznego i elektrycznego. Pokazane
sa réwniez linie pola magnetycznego cewki i linie pola elektrycznego kon-
densatora. a) Maksymalny tadunek na kondensatorze, prad nie ptynie. b)
Kondensator roztadowuje sie, natezenie pradu rosnie. c¢) Kondensator cal-
kowicie roztadowany, natezenie pradu osiaga maksimum. d) Kondensator
taduje sie¢ w kierunku przeciwnym niz w punkcie (a), natezenie pradu maleje.
e) Kondensator catkowicie naladowany ze znakiem przeciwnym niz w punkcie
(a), prad nie plynie. f) Kondensator roztadowuje sie, prad ptynie w prze-
ciwnym kierunku niz w punkcie (b), natezenie pradu rosnie. g) Kondensator
catkowicie roztadowany, natezenie pradu osiaga maksimum. h) Kondensator
taduje sie, natezenie pradu maleje
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e Aby zmierzy¢ natezenie pradu, mozemy polaczyé szeregowo z konden-
satorem i cewka opornik o niewielkim oporze R i zmierzy¢ zmieniajaca
sie¢ w czasie roznice potencjatow Ugr miedzy jego koncoéwkami; Uy jest
proporcjonalne do I zgodnie z zaleznoscig [[3. 1.6}

Up=IR (17.1.4)

e Zaktadamy tutaj, ze opor R jest tak maly, iz jego wptyw na zachowanie
obwodu mozna pomina¢. Zmiany w czasie Uo i Ug, a zatem ¢q i [
pokazane sa na rysunku [7.1.2l Wszystkie cztery wielkosci zmieniajg
sie sinusoidalnie.

J
I f
e
J
) =
0 ¢ e goac ¢ g
z
I :
b) =

Rysunek 17.1.2: a) Rdéznica potencjalow miedzy oktadkami kondensatora
w obwodzie na rysunku [7.11] jako funkcja czasu. Ta wielko$é¢ jest propor-
cjonalna do tadunku na okladkach kondensatora. b) Roéznica potencjalow
proporcjonalna do natezenia pragdu w obwodzie na rysunku I7.T.1. Litery
odnoszg sie do faz cyklu drgan oznaczonych na rysunku [I7.1.1]

o W rzeczywistym obwodzie LC' drgania nie bedg zachodzi¢ bez konca,
gdyz zawsze istnieje pewien opor elektryczny, ktory odbiera energie
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od pola elektrycznego i magnetycznego, powodujac jej rozpraszanie w
postaci energii termicznej (obwod moze sie nawet rozgrza¢). Drgania
wzbudzone w obwodzie beda zanika¢, jak ilustruje to rysunek I7.1.3

Rysunek 17.1.3: Przebieg na ekranie oscyloskopu pokazujacy, ze drgania w
obwodzie RLC w rzeczywistosci zanikaja, gdyz energia jest rozpraszana na
oporniku w postaci energii termicznej

17.1.1 Obwéd LC jako oscylator harmoniczny

W rozdziale [@] analizowaliSmy drgania oscylatora harmonicznego, uzywajac
pojecia przeptywu energii. WyprowadziliSmy tam podstawowe rownanie roz-
niczkowe, opisujace te drgania.
e Calkowita energia E oscylatora moze by¢ zapisana w dowolnej chwili
jako:

1 1
E=E,+E,= §mv2 + §kx2 (17.1.5)

gdzie L, i I, oznaczaja odpowiednio energi¢ kinetyczng i energi¢ po-
tencjalng oscylatora.
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Jezeli zalozymy, ze uktad porusza si¢ bez tarcia, to catkowita energia
E nie bedzie si¢ zmieniala w czasie, mimo ze v i x ulegaja zmianie.
Inaczej moéwiac, dE/dt = 0, co prowadzi do:

dE d (1

1 dv dz
— = — — 2 — 2 —= — - = 1 1
= 7 g™ + 2kx> my— +kxdt 0 (17.1.6)

Poniewaz v = dx/dt,a dv/dt = d*/dt?, z otrzymamy

m— =kr=0 (17.1.7)

jest to dobrze znane nam juz rownanie oscylatora harmonicznego [6.1.4]

Rozwiazanie ogélne rownania [I7.1.7 czyli funkcja x(t), opisujaca drga-
nia oscylatora , to (por. réwnanie [6.2.])

T = Tz 0S(wWot + @) (17.1.8)

gdzie X4, jest amplituda drgan mechanicznych (oznaczong przez A w
rozdziale [Bl), wy oznacza czestosé katowa drgan, a ¢ jest faza poczat-
kows.

Rozwazmy teraz drgania w obwodzie LC', bez uwzglednienia oporu elek-
trycznego, postepujac doktadnie tak, jak w przypadku uktadu klocek-
sprezyna. Catkowita energia E w obwodzie drgajacym LC', w dowolnej
chwili dana jest wzorem:
L ]2 q2
E=F EFp=—+4+ — 17.1.9
B+ LE 5 + 250 ( )
gdzie Ep jest energia zmagazynowanaw polu magnetycznym cewki, a
Ep jest energig zmagazynowana w polu elektrycznym kondensatora.

Zatozylismy brak oporu elektrycznego w obwodzie, wiec energia nie
ulega przeksztalceniu w energie termiczng i E nie zmienia sie w czasie.
Dlatego dE/dt dt musi si¢ réwnaé zeru, co prowadzi do:

dE  d (LI? ¢ dl  qdq
R (e E S S N 5 T S g 17.1.1
dt dt( 2 20) * 0 (17.1.10)

Poniewaz I = dq/dt a dI/dt = d*>q/dt?, zatem

d*q g
L2494 17.1.11
az T C ( )
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Jest to rownanie rozniczkowe, ktére opisuje drgania w obwodzie LC,
bez uwzglednienia oporu elektrycznego. Rownanie to maj doktadnie
taka sama posta¢ matematyczna jak dobrze znane nam juz réwnanie
oscylatora harmonicznego.

Rozwiazania identycznych réwnan rozniczkowych muszg by¢ matema-
tycznie identyczne. Poniewaz ¢ jest odpowiednikiem z, wiec rozwia-
zanie ogdlne rownania [[7.T.11] moze by¢ napisane przez analogie do
rownania [7.1T.7

q = Gmaz cOs(wot + @) (17.1.12)

gdzie ¢nqe Oznacza amplitude zmian tadunku, woyw jest czestoscig ko-
towa drgan elektromagnetycznych, a ¢ jest fazg poczatkowa.

Rézniczkujac réwnanie wzgledem czasu, otrzymujemy natezenie
pradu w obwodzie LC:
dq
Tdt
Amplituda I,,,, zmieniajacego sie sinusoidalnie natezenia pradu wy-
nosi:

= —W0Gmaz SiN(wWot + @) (17.1.13)

Loz = WoQmax (17.1.14)
mozemy wiec przepisa¢ réwnanie [[7.1.T3 w postaci
I = — 100 sin(wot + @) (17.1.15)

Mozemy sprawdzié¢, czy wyrazenie jest rozwigzaniem réwna-
nia [7Z.TT1] podstawiajac je i jego druga pochodng wzgledem czasu
do réwnania [ZTTIl Pierwsza pochodna wyrazenia jest dana
rownaniem [[7.T.13] natomiast druga pochodna wynosi:

d*q

ﬁ = _wgqmaa: COS(WOt + ¢) (17116)

Podstawiajac ¢ i d*q/dt* do réwnania [7.T.11] otrzymujemy:

1
~ Ltz co8(wot + 8) + Flmar cOS(wot +0) =0 (17.1.17)

Skad, eliminujac @maz cos(wot + ¢) 1 przeksztalceniach otrzymujemy

ostatecznie: .
Wy = — (17.1.18)

VLC

Tak wiec funkcja w rownaniu [[7.1.12] jest rozwiazaniem réwnania oscy-
latora harmonicznego LC z czestoscia kotowa wy [L.T.18 bedaca cha-
rakterystyka wlasng tego uktadu.
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17.1.2 Zmiana energii elektrycznej i magnetycznej w
uktadzie LC

e Z réwnan[IZ LTI 7T T2 wynika, ze energia elektryczna zmagazynowana
w obwodzie LC' w dowolnej chwili ¢ jest rowna:

2

2
q Qmaz 2
o= = 17.1.1
2= 55 50 cos” (wot + @) (17.1.19)

e Zgodnie z réwnaniami I7.1.2i [7.1.T3 energia magnetyczna jest rowna:

1 1
Ep = §L12 = éngqfnax sin?(wot + ¢) (17.1.20)

Podstawiajac wg z réwnania [I7.1.8] otrzymujemy wiec:

2
Ep = qé"—cf sin® (wot + ) (17.1.21)

WV

|
Eglt)

energia

Rysunek 17.1.4: Energia magnetyczna i elektryczna, zmagazynowana w ob-
wodzie, przedstawionym na rysunku [I7.1.1] zilustrowana jako funkcja czasu.
Zauwazmy, ze suma energii pozostaje stata. T' = 27 /wy oznacza okres drgan.
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e Na rysunku [[7.T 4 przedstawiono wykresy Eg(t) i Ep(t) dla przypadku
¢ =0.

e Przypatrujgc sic wykresom na rysunku I7.1T.4 widzimy, ze:

1. Wartosci maksymalne Eg i Ep sa jednakowe i wynosza gq./2C.
2. W dowolnej chwili suma Eg i Ep ma stala wartosé, réwna g,q. /2C.

3. Gdy Eg osigga maksymalng warto$¢, Ep jest rowne zeru, i na
odwrot.

17.1.3 Drgania ttumione w obwodzie RLC

Obwod zawierajacy opoér, indukcyjnosé i pojemno$é nazywamy obwodem

RLC.

e Bedziemy zajmowaé sie tylko szeregowymi obwodami R L C, podob-
nymi do obwodu, przedstawionego na rysunku [I7.1.5

e Jesli w obwodzie wystepuje opor elektryczny, to catkowita energia elek-
tromagnetyczna F (suma energii elektrycznej i magnetycznej) nie jest
juz stala, ale maleje w czasie, gdyz jest przeksztatcana na oporniku w
energie termiczng.

e 7 powodu strat energii, amplitudy drgan tadunku, natezenia pradu i
roznicy potencjatéw stopniowo maleja; takie drgania nazywamy drga-
niami ttumionymi.

e Aby zbadaé¢ drgania w obwodzie RLC, zapiszemy wyrazenie, okresla-
jace catkowita energie elektromagnetyczng E w dowolnej chwili. Ener-
gia elektromagnetyczna nie jest gromadzona na oporniku, mozemy za-
tem zastosowac¢ wzor [I7.1.9:

L [2 q2

E=F e = — _ 17.1.22
B T LE 2+20 (7 )

e Teraz jednak catkowita energia elektromagnetyczna maleje, gdyz jest
przeksztalcana w energie termiczng. Zgodnie z rownaniem [13.1.79
szybkos¢ tej zmiany jest dana moca tracong na oporniku:

dFE
— =—I°R 17.1.23
= ( )

gdzie znak minus wskazuje, ze E maleje.
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Rysunek 17.1.5: Szeregowy obwdéd RLC.Gdy tadunek zgromadzony w ob-
wodzie przeptywa tam i z powrotem przez opornik, energia elektromagne-
tyczna ulega rozproszeniu w postaci energii termicznej, ttumiac drgania (czyli
zmniejszajac ich amplitude)

e Rozniczkujac rownanie [I7.1.22 wzgledem czasu, a nastepnie podstawia-

jac wynik do réwnania [7.1.23] otrzymujemy:

dE dl  qdq 9
— =Ll—+—=—=-1 1.
7 dT+ Cd R (17.1.24)

Podstawiajac dq/dt za I oraz d*q/dt* za dI/dt, otrzymujemy:
y

2

d=q dg 1

Jest to rownanie rozniczkowe, opisujace drgania ttumione w obwodzie
RLC. Réwnanie [[7.1.28] spetnia funkcja:

4 = Gmaze” *" cos(wrt + ¢) (17.1.26)

gdzie, czesto$¢ ukladu niettumionego wy = 1/V LC, zostala zmniej-
szona oporem R i tlumieniem do wielko$ci:

WR = /Wy — (R/2L)2 (17127)

Roéwnanie [I7.1.26] okresla, w jaki sposéb tadunek na oktadkach konden-
satora zmienia sie w ttumionym obwodzie RLC'.
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e /majdziemy teraz wzor, okreslajacy catkowita energie elektromagne-
tyczng E obwodu jako funkcje czasu. Jedng z metod moze by¢ obli-
czenie energii pola elektrycznego w kondensatorze, danej réwnaniem
Ep = ¢*/2C. Podstawiajac wyrazenie [7.1.26] otrzymujemy:

2

¢ _ 4
= tmaz o =R/L 0682 (Wt + ¢) (17.1.28)

Ee=56=%¢

Tak wigc energia pola elektrycznego zmienia si¢ okresowo, zgodnie z
funkcja cosinus do kwadratu, a amplituda tych zmian maleje wyktad-
niczo w czasie.

17.2 Prad zmienny

e Drgania w obwodzie RLC nie bedg zanika¢, jesli zewnetrzne zrodio
SEM dostarczy dostatecznie duzo energii, aby uzupetnié¢ straty spo-
wodowane rozpraszaniem energii w oporniku R. Instalacje elektryczne
w mieszkaniach, biurach i fabrykach, zawierajace niezliczone obwody
RLC, pobieraja energie z lokalnych elektrowni.

o W wigkszosci krajow energia jest dostarczana przy uzyciu napie¢ i na-
tezen pradu, zmieniajacych si¢ w czasie - taki prad nazywamy pradem
zmiennym (ac) (w skrécie ac od ang. alternating current). Prad, wy-
twarzany w baterii, nie zmienia si¢ w czasie i nazywamy go pradem
statym (dc) (dc od ang. direct eurrent). Te zmienne napiecia i nateze-
nia pradu zaleza sinusoidalnie od czasu, zmieniajac kierunek (w Polsce
100 razy na sekunde, co odpowiada czestoéci 50 Hz; w Ameryce Pol-
nocnej czestosé zmian napigcia i natezenia pradu w sieci elektrycznej
wynosi 60 Hz).

e Na pierwszy rzut oka taki sposob przesytania energii moze wydac si¢
dziwny. WidzieliSmy juz, ze predkos¢ unoszenia elektronéw przewod-
nictwa w domowej instalacji elektrycznej jest réwna w typowych warun-
kach 4-107°m/s. Jezeli teraz zmieniamy kierunek ruchu elektronéw co
1/100 sekundy, to w ciagu potowy okresu takie elektrony moga przeby¢
droge réwna zaledwie 4-10~"m. W takim tempie typowy elektron moze
przemiesci¢ sie obok okoto 10 atoméw w przewodzie elektrycznym, za-
nim zacznie si¢ porusza¢ w przeciwnym kierunku. Zatem, jak si¢ to
dzieje ze, energia elektryczna moze si¢ przenosi¢ na duze odlegtosci?

o Kiedy mowimy, ze natezenie pradu w przewodniku wynosi jeden amper,
oznacza to, ze tadunki przemieszczaja si¢ w tempie jednego kulomba
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na sekunde przez dowolng ptaszczyzne, przecinajaca ten przewodnik.
Szybkos¢, z jaka tadunki przechodza przez te plaszczyzne, nie ma w
istocie znaczenia; jeden amper moze odpowiadac¢ wielu tadunkom, po-
ruszajacym si¢ bardzo wolno lub zaledwie kilku, ale poruszajacym si¢
bardzo szybko. Ponadto sygnat wysytany do elektronow, aby zmie-
nity swoj kierunek ruchu - pochodzacy od zmiennej SEM, dostarczane;j
przez pradnice elektrowni - rozchodzi sie wzdtuz przewodnika z predko-
Scig bliska predkosci swiatta. Wszystkie elektrony, niezaleznie od tego,
gdzie si¢ znajduja, otrzymuja instrukcje zmiany kierunku niemalze w
tej samej chwili. Zauwazmy, ze w wielu urzadzeniach, takich jak za-
rowki lub zelazko elektryczne, kierunek ruchu jest nieistotny; wazne jest
tylko to, ze elektrony poruszaja sie i dostarczaja energie do urzadzenia,
zderzajac si¢ z jego atomami.

e Podstawowg korzyscia ze stosowania pradu zmiennego jest to, ze zmiany
natezenia pradu powoduja zmiany pola magnetycznego, otaczajacego
przewodnik. Dzigki temu mozliwe jest zastosowanie prawa indukcji Fa-
radaya, co oznacza miedzy innymi, ze mozemy dowolnie podwyzszac
(zwieksza¢) lub obniza¢ (zmniejsza¢) amplitude napiecia zmiennego,
korzystajac z urzadzenia jakim jest transformator.

e Dodatkowa korzyscia jest to, ze prad zmienny jest tatwiejszy (niz prad
staty) do stosowania w obrotowych urzadzeniach elektrycznych, takich
jak pradnice i silniki.

e Na rysunku [[7.2.] pokazano prosty model pradnicy pradu zmiennego.
Przewodzaca ramka jest obracana w zewnetrznym polu magnetycznym
o indukcji B, zatem w ramce indukuje sie sinusoidalnie zmienna SEM:

E = & az SIN Wyt (17.2.1)

e Czestos¢ kotowa w, SEM jest réwna predkosci katowej, z jaka ramka
porusza sie w polu magnetycznym; faza SEM jest réwna w,,t, natomiast
amplituda jest rowna &, , gdzie indeks max oznacza wartos¢ mak-
symalng. Gdy obracajaca si¢ ramka jest czeScig obwodu zamknietego,
SEM wytwarza (wymusza) w obwodzie prad sinusoidalnie zmienny o
tej samej czestosci kotowej w,,, ktéra nazywana jest dlatego czestoscia
kotowa drgan wymuszonych, Natezenie pradu mozna zapisa¢ w postaci:

I = L0 sin(wy,t — ¢) (17.2.2)
gdzie I, jest amplituda natezenia pradu wymuszonego.
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Rysunek 17.2.1: Podstawowym elementem pradnicy pradu zmiennego jest
przewodzaca ramka, obracajaca sie w zewnetrznym polu magnetycznym. W
praktyce zmienna SEM indukowana w cewce sktadajacej si¢ z wielu zwo-
jow jest odbierana dzigki pierscieniom slizgowym, przymocowanym do ob-
racajacego si¢ uzwojenia. Kazdy pierscien dotaczony jest do jednego konca
uzwojenia i jest potaczony elektrycznie z reszta obwodu pradnicy za pomoca
przewodzacych szczotek, ktore §lizgaja sie po pierscieniach podczas obracania
sie uzwojenia

e Wprowadzamy faze poczatkowa ¢ (zwyczajowo zapisywana ze znakiem
minus) w réownaniu[[7.2.2], gdyz natezenie pradu I moze by¢ przesuniete
w fazie wzgledem SEM €&.

e Mozemy rowniez zapisaé natezenie pradu [ za pomocy czestodci drgan
wymuszonych w,, , podstawiajac 27, zamiast w,, w réwnaniu I7.2.2]

17.3 Drgania wymuszone
e PokazaliSmy, ze w obwodzie LC' pobudzonym do drgan, oscylacje ta-
dunku, napiecia i natezenia pradu, oscylacje zachodza z czestoscia ko-
towa wy = 1/VLC. Czesto$é ta jest charakterystyka wtasna uktadu,

bo nie zalezy ani od SEM, ani innych czynnikéw zewnetrznych.

e Jedli jednak do obwodu niettumionego LC| czy tez z ttumionego RLC
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Rysunek 17.3.1: Obwdd szeregowy o jednym oczku zawierajacy opornik, kon-
densator i cewke. Zrédlo, oznaczone sinusoidalng falg w kétku, wytwarza
zmienng SEM, ktéra powoduje przeptyw pradu zmiennego; kierunki SEM i
pradu zaznaczone sg w pewnej wybranej chwili.

dotgczona jest zewnetrzna zmienna SEM, dana wzorem [[7.2.1] to drga-
nia tadunku, napigcia i natezenia pradu nazywamy drganiami wymu-
szonymi. Te drgania zawsze zachodza z czestoscia kotows drgan wy-
muszonych w,,:

Niezaleznie od czestosci drgan wlasnych obwodu, wymuszone
drgania tadunku, napiecia i natezenia pradu zawsze zachodza
z czestodcig kotowg drgan wymuszonych w,.

e Amplituda drgan w bardzo duzym stopniu zalezy od tego, jak bliska
czestosci kotowej drgan wtasnych wy jest czestosé kotowa drgan wy-
muszonych w,,. Gdy obie czestosci kotowe si¢ pokrywaja, amplituda
[max natezenia pradu w obwodzie osiaga maksimum, a taki przypadek
nazywamy rezonansem.

e W dalszej czesci tego rozdziatu dotaczymy zewnetrzne zrédto zmien-
nej SEM do szeregowego obwodu RLC', pokazanego na rysunku [[7.3.1]
Nastepnie znajdziemy wyrazenie, opisujace amplitude I, i faze po-
czatkowa ¢ natezenia pradu zmiennego jako funkcji amplitudy &4z
i czestosci kotowej w,, zewnetrznej SEM. Najpierw jednak przeanali-
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zujmy trzy prostsze obwody, z ktérych kazdy sktada sie z zewnetrznego
zrodta SEM i tylko jednego elementu obwodu: R, L lub C.

17.3.1 Prosty obwdd z obcigzeniem oporowym

Zaczniemy od obwodu zawierajacego tylko opornik R, a wigc od obciazenia
czysto oporowego.

et R I‘:’I;

Lig, I ; ¢ =10° = 0rad ahrit wskaziw
I max [~ | & | i
R : ! T CFestoscy a,,
U b | |
R [ | \
! L g Y .
0 T ! I
I 12 T R max
[ | ”ﬂ-
| | =27
: | it Uﬂmu
|
(I chwile 1t
odpowiadajace punktowi {c)
b) ¢)

Rysunek 17.3.2: a) Opornik potaczonyjest ze zrodtem pradu zmiennego. b)
Zaleznosci czasowe natezenia pradu Ig i napiecia Ur na oporniku, przedsta-
wione sg na tym samym wykresie. Obie te wielkosci drgaja w zgodnej fazie
i wykonuja jeden pelny cykl drgan w ciagu jednego okresu 7. c¢) Diagram
wektorowy pokazujacy sytuacje opisana w punkcie (b)

e Na rysunku [I7.3.2h przedstawiono obwod, sktadajacy sie z opornika o
oporze R i zrédla pradu zmiennego o SEM wyrazonej wzorem [[7.2.7]
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Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa mamy:
E—Ur=0 (17.3.1)

Podstawiajac réwnanie [7.2.1] otrzymujemy:
Ur = &gz SIN Wy, t (17.3.2)

Amplituda Ug e, r6znicy potencjatéw (czyli napiecia) na konicach opor-
nika jest rowna amplitudzie &,,,, zmiennej SEM, mozemy wigc napisac:

Ur = URmaz SiDwy,t (17.3.3)

Korzystajac z definicji oporu (R = U/I), mozemy teraz wyrazi¢ nate-
zenie pradu [r pltynacego przez opornik jako:
Ur  Urmax . .
Ip = fR = R’T Sin Wyt = IR max SIN Wyt (17.3.4)
gdzie
UR,max = [R,maxR (1735)

Poréwnujac [7.3.4] z natezeniem pradu w postaci ogdlnej wi-
dzimy, ze dla obcigzenia czysto oporowego faza poczatkowa jest rowna
¢ = 0°. Oznacz to, ze prad i napiecie na oporniku sa w fazie. W tym
obwodzie czysto oporowym, te dwie wielkosci sa tez w fazie z SEM,

dang wzorem [[7.2.1]

Zmieniajace si¢ w czasie wielkosci Ug i Iz R moga by¢ réwniez przed-
stawione geometrycznie. Na rysunku pokazane sg wirujace
wektory, ktore przedstawiaja napiecie i natezenie pradu w oporniku
z rysunku w pewnej chwili t. Te obracajace sie wektory maja
nastepujace wtasciwosci:

Predkos¢ katowa: Obydwa wektory obracaja sie wokot poczatku uktadu
wspotrzednych, w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek ze-
gara, z predkosciag katowa réwng czestosci kotowej w,, napiecia Uy
i natezenia pradu Ig.

Dtugosé: Dhugosé kazdego wskazu odpowiada amplitudzie wielkosci
zaleznej od czasu, czyli Ug e W przypadku napiecia, a Ig mar W
przypadku natezenia pradu.

Rzut: Rzut wskazu na o$ pionowa przedstawia wartosé¢ chwilowa (w
chwili ¢) wielkosci zaleznej od czasu, czyli Ug w przypadku napie-
cia, a Ir w przypadku natezenia pradu.
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Kat obrotu: Kat obrotu kazdego wskazu jest rowny fazie wielkosci
zmieniajacej sie w czasie, okreslonej w chwili ¢. Na rysunku[I7.3.2k
napiecie ma taks samg faze jak natezenie pradu. Oznacza to, ze
obydwa wektory majg zawsze te sama faze wyt i ten sam kat
obrotu, a wiec obracaja si¢ razem.
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17.3.2 Prosty obwéd z obcigzeniem pojemnosciowym

Na rysunku [I7.3.3h przedstawiono obwod, sktadajacy sie z kondensatora i
zrodta pradu zmiennego o SEM wyrazonej wzorem [[7.2.7]

Ve, Ie obrdt wekazow
e : ﬂ-=—0|'.l“=—1:ﬂm|:|: . | Z CIEstosCly o,
M | ! Cmax -~ 0
Ve max I Ye : \
J |
! | T
0l \T2 r R
I
i [ i i 4
I i
T— chwile —T
odpowiadajgee punktowi ()
b) ¢)

Rysunek 17.3.3: a) Kondensator dotaczony jest do Zrédta pradu zmiennego.
b) Natezenie pradu w kondensatorze wyprzedza napiecie o 90° (= /2 rad).
c¢) Diagram wektorowy pokazujacy te sama sytuacje

e Stosujac drugie prawo Kirchhoffa i postepujac, jak przy wyprowadzaniu
wzoru I7.3.3] znajdujemy napiecie na oktadkach kondensatora:

Uc = Ut max sin(wy,t) (17.3.6)

gdzie Uc mqeq jest amplitudg zmiennego napigcia na kondensatorze. Z
definicji pojemnosci wynika:

qgc = CUc = CU¢ maz sin(wyt) (17.3.7)
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Interesuje nas jednak natezenie pradu, a nie tadunek. Dlatego réznicz-
kujemy réwnanie [7.3.71 otrzymujemy:

_ d9c

Io = i W CUe maz €oS(wWyt) (17.3.8)

Dokonamy teraz dwoch modyfikacji rownania [[7.3.8 Po pierwsze, aby
zachowa¢ symetri¢ oznaczen, wprowadzamy wielkos¢ X, nazywang
reaktancja pojemnosciows kondensatora i zdefiniowang jako:

1
e

Xo = (17.3.9)
Jej wartos¢ zalezy nie tylko od pojemnosci, ale takze od czestosci koto-
wej drgan wymuszonych w,,. Wiemy z definicji pojemnosciowej statej
czasowej (1 = RC'), ze jednostka pojemnosci C' moze byé wyrazona
w ukltadzie SI jako sekunda podzielona przez om. Podstawienie tej
jednostki do wzoru prowadzi do wniosku, ze jednostka Xo w
uktadzie SI jest om, doktadnie tak, jak dla oporu R.

Po drugie, zastepujemy cos wwt w réwnaniu [[7.3.8 funkcja sinus, prze-
sunietg w fazie:
cos(wy,t) = sin(wy,t + 90°) (17.3.10)

Po tych dwoch modyfikacjach roéwnanie [[7.3.§ przyjmuje postac:

Io = (%{T) sin(wyt + ()°) (17.3.11)

Korzystajac z réwnanial[l7.3.9) mozemy réwniez zapisa¢ natezenie pradu
1o ptynacego przez kondensator C' jako:

UC = IC,maxXC (17312)

Chociaz wyprowadzilismy te zaleznos¢ dla obwodu z rysunku [I7.3.3h,
jest ona stuszna dla dowolnej pojemnosci w dowolnym obwodzie.

Poréwnanie wzoréw i lub rzut oka na rysunek
wskazuje, ze wielkosci Us 1 I sa przesuniete w fazie o 90°, co od-
powiada jednej czwartej okresu. Widzimy ponadto, ze Io wyprzedza
Uc. Oznacza to, ze gdyby$my sledzili natezenie pradu Io i napiecie
Uc w obwodzie na rysunku I7.33h, to okazatoby sie, ze Ulo osigga
maksimum ¢wieré okresu przed Ug.

356



17.3. DRGANIA WYMUSZONE

e Ten zwiazek miedzy Io i Us pokazany jest w postaci diagramu na ry-
sunku[I7.33k. Gdy wektory przedstawiajace te dwie wielkosci obracajg
sie¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, wektor ozna-
czony jako ¢ mae rzeczywiscie wyprzedza wektor oznaczony jako Uc pmaq
o kat réwny 90°. Oznacza to, ze wskaz I¢ pmq, POkryje si¢ z osig pio-
nowg ¢wier¢ okresu przed wektorem Ug 4, Przekonaj sig, ze diagram
wektorowy na rysunku jest zgodny ze wzorami i[I3TT1

17.3.3 Prosty obwdéd z obcigzeniem indukcyjnym

Na rysunku I7.37h przedstawiono obwdd, sktadajacy si¢ z cewki i zrédia
pradu zmiennego o SEM wyrazonej wzorem [I7.2.7]

I obrof wekaziw
Sl _ 7 czestodci o,
yE= #0000 = +x2 rad \
I
U{_mu - L) .
;Lrn.u: B I y f;_ § LIIL _______ ULm
! i i A
f I ’ I|W
i} I T2 T . .
I
I
b chwile — il s
odpowiadajgee punkiowi (c) ¢)
b}

Rysunek 17.3.4: a) Cewka dotaczona jest do zrédta pradu zmiennego. b)
Natezenie pradu w cewce opdznia sie wzgledem napiecia o 90° (= 7/2 rad).
c¢) Diagram wektorowy pokazujacy te sama sytuacje
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Stosujac drugie prawo Kirchhoffa i postepujac, jak przy wyprowadzaniu
wzoru [I7.3.2] znajdujemy napiecie na cewce:

UL = UL maz sin(wyt) (17.3.13)

gdzie Up mar jest amplituda Up, Napigcie na cewce o indukcyjnosci L,
w ktérej natezenie pradu zmienia sie z szybkoscia dl/dt, moze by¢
zapisane na podstawie wzoru [16.5.10] jako:

I,
U,=L— 17.3.14
P ( )
bLaczac rownania [[7.3.13 1 [7.3.T4, otrzymujemy
dI U max .
d—tL = L’L sin(wy,t) (17.3.15)

Interesuje nas jednak natezenie pradu, a nie jego pochodna wzgledem
czasu. Dlatego catkujemy réwnanie [[7.3.18 aby otrzymac:

o o UL,max . o UL,maz
Iy = /dIL =7 /sm(wwt)dt = ( oL ) cos(wyt)
(17.3.16)

Dokonamy teraz dwoch modyfikacji tego réwnania. Po pierwsze, aby
zachowa¢ symetri¢ oznaczen, wprowadzamy wielkos¢ X, nazywang re-
aktancjg indukcyjna cewki i zdefiniowang jako:

X, = wylL (17.3.17)

Wartos¢ X zalezy od czestosci kotowej zrédta w,,. Jednostka induk-
cyjnej statej czasowej 7, wskazuje, ze jednostka X w uktadzie SI jest

om, doktadnie tak, jak dla X¢o i R.

Po drugie, zastepujemy — cos w,,t = sin(w,t —90°) w réwnaniu [7.3.10]
funkcja sinus przesunieta w fazie:

Po tych dwoch modyfikacjach rownanie [[7.3.16 przyjmuje postac:

U max . o
I, = (LT> sin(wy,t —90°) (17.3.18)

L

Stosujac réwnanie [[7.2.2] mozemy réwniez zapisa¢ natezenie pradu I,
plynacego przez cewke jako:

I, = I} o Sin(wyt — @) (17.3.19)

gdzie Iy, ymq.h jest amplitudg 1.
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e Poréwnujgc réwnania I7.3.18 i [7.3.19 widzimy, ze dla czysto induk-
cyjnego obciazenia faza poczatkowa natezenia pradu jest réwna +90°.
Widzimy réwniez, ze amplitudy napiecia i natezenia pradu zwigzane sa
zaleznoscia:

UL = I1 mas X1 (17.3.20)

Chociaz wyprowadziliémy te zaleznosé dla obwodu na rysunku [[7.3.7h,
jest ona stuszna dla dowolnej indukcyjnosci w dowolnym obwodzie.

e Poréwnanie wzorow [[7.3.13) i I7Z3I8 lub przyjrzenie sie rysunkowi
I73.4b wskazuje, ze wielkosci I, i Uy sa przesuniete w fazie o 90°.
W tym przypadku jednak I opdznia sie w stosunku do Up, Oznacza
to, ze gdybysmy $ledzili natezenie pradu [, i napigcie Uy, w obwodzie
na rysunku [7.34h, to okazaloby sie, ze I osigga maksimum ¢wierc
okresu po Up.

e Te samg informacje zawiera rowniez diagram wektorowy, przedstawiony
na rysunku I7.34k. Gdy wektory obracaja si¢ razem w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara, wektor oznaczony jako Iy e rzZe-
czywiscie opdznia sie o kat rowny 90° wzgledem wektora oznaczonego
jako UL,ma:va
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17.3.4 Obwbdd szeregowy RLC

Na rysunku [[7.3.1] przedstawiono obwdd, sktadajacy sie z opornika, cewki,
kondensatora i zrédta pragdu zmiennego o SEM wyrazonej wzorem [[7.2.1]

H---; -
Uﬁ' il
e Ulmme 2270 N\ ut-0
a o
U"-' U max
ﬂ:] b}
Emx ; E
lr.l' H--\"\-\._\_
i ] Uﬁllﬂl
'\\Imwf ’I -'E \'\%I_q&
U2 an= Ul e %N?w ,
c)
d)

Rysunek 17.3.5: a) Wektor odpowiadajacy natezeniu pradu zmiennego w
obwodzie RLC na rysunku I7.31 w chwili ¢. Pokazana jest amplituda 1,,,,,
warto$¢ chwilowa [ i faza (w, — ¢). b) Wektory odpowiadajace napigciom
na cewce, oporniku i kondensatorze, zorientowane w stosunku do wskazu
natezenia pradu na rysunku (a). ¢) Wektor odpowiadajacy zmiennej SEM
wytwarzajacej prad o natezeniu przedstawionym na rysunku (a). d) Wektor
SEM jest réwny wektorowej sumie trzech wskazéw napiecia z rysunku (h).
Dodano tutaj wektory Up ez 1 Ucmaes, aby otrzymaé¢ wektor wypadkowy

(UL,max - UC,maz)

e Zmienng SEM, opisang wzorem [[7.2.Tk
E = Epmaz sin(wy,t) (17.3.21)
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wlaczamy do obwodu szeregowego RLC', przedstawionego na rysunku
17.3.5 Elementy R, L i C sg polaczone szeregowo, a wiec przez kazdy
z nich ptynie ten sam prad o natezeniu:

I = Ipaq sin(wyt — @) (17.3.22)

e Wyznaczymy amplitude I,,,. i poczatkowa faze ¢ natezenia pradu.
Rozwiazanie utatwig nam diagramy wektorowe.

e Na rysunku przedstawiono wskaz odpowiadajacy przytozonej
SEM (wzér IT32T)). Dlugosé wektora oznacza amplitude SEM &4z,
rzut wektora na o$ pionowsg, - warto$é¢ £ w chwili ¢, a kat obrotu wektora
- faze w,t SEM w chwili ¢.

e 7 drugiego prawa Kirchhoffa wynika, ze w dowolnej chwili suma napiec¢
Ugr, Uc i Uy jest rowna przytozonej SEM &:

E=Up+Uc+1U, (17.3.23)

Tak wiec w chwili ¢ rzut £ na rysunku jest réwny algebraicz-
nej sumie rzutéw Ug, Uc 1 Up na rysunku [7.35b. Réwnosé ta jest
spetniona w kazdej chwili, gdyz wektory wirujg wspoélnie. Oznacza to,
ze wektor Ey4g na rysunku musi by¢ rowny wektorowej sumie
trzech wektorow napiecia Ur maz, Ucmaz 1 UL mae na rysunku [7.3.5b.

e Ten warunek zilustrowano na rysunku I7.3.59d, gdzie wektor £y jest
narysowany jako suma wskazow Ugmaz: ULmaz 1 Ucmar - Wektory
ULmaz 1 Uc maz Sa skierowane przeciwnie, obliczenie sumy wektorowej
mozemy zatem uprosci¢, dodajac najpierw wektory Ur ez 1 Ucmaz,
aby otrzymac pojedynczy wektor Ur ymae —Uc maez. Nastepnie dodajemy
UR,maz, Otrzymujac wektor, ktory jest rowny g

e Obydwa tréjkaty na rysunku [I7.3.5d sg trojkatami prostokatnymi. Sto-
sujac twierdzenie Pitagorasa do ktoregokolwiek z nich, otrzymujemy:

52 = U]?Z,max + (UL,maz - UC,max)2 (17324)

max

Podstawiajac za napiecia iloczyny pradu i impedancji, réwnanie to
mozna napisa¢ jako:

Er e = Inae R)* + (Imax X1 — Inae Xc)? (17.3.25)
a nastepnie przeksztalci¢ do postaci:

&
VR + (X, — X¢)?

(17.3.26)

[max -
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Mianownik wyrazenia [I7.3.0] nazywamy impedancja Z obwodu, dla
okreslonej czestosci kotowej drgan wymuszonych wy,:

7 =\/R*+ (X, — X¢)? (17.3.27)
Mozemy wiec zapisa¢ réwnanie jako:

g
Imaa} - 17.3.28
v (17.3.28)
Jezeli podstawimy za X 1 X, wyrazenia [[7.3.91 7317 to réwnanie
17.3.26 moze by¢ zapisane w sposob bardziej czytelny:

Law = & (17.3.29)

VR + (w,L — 1/w,C)?

W tym momencie nasze zadanie zostato wykonane w potowie: znalezli-
sSmy wyrazenie okreslajace amplitude natezenia pradu I,,,., jako funkcje
przytozonej SEM i elementéw obwodu szeregowego RLC'.

Warto$¢ e, zalezy od réznicy miedzy w,L a 1/w,C w réwnaniu
lub, co jest réwnowazne, od réznicy miedzy X, a X¢ w rowna-
niu I7.328 W obydwu réwnaniach nie ma przy tym znaczenia, ktora
z dwoch wielkosci jest wieksza, poniewaz ich réznica jest zawsze pod-
niesiona do kwadratu.

Prad omawiany w tym paragrafie jest pradem w stanie ustalonym, czyli
pradem, ktory ustala sie w obwodzie, gdy zmienna SEM jest przytozona
przez pewien czas. Bezposrednio po dotaczeniu SEM do obwodu poja-
wia sie krotkotrwaty stan przejsciowy. W tym stanie elementy induk-
cyjne i pojemnosciowe zaczynaja dziala¢”, a czas trwania stanu przej-
Sciowego (przed osiagnieciem stanu ustalonego) jest okreslony statymi
czasowymi 7, = L/R i 7o = RC. Natezenie pradu w stanie przejscio-
wym moze by¢ duze i moze na przyktad uszkodzié¢ silnik elektryczny
podczas jego uruchamiania, jezeli standéw przejsciowych nie uwzgled-
niono przy projektowaniu obwodow silnika.

Analizujac trojkat, utworzony przez wektory po prawej stronie rysunku
17.3.5d, mozemy napisac:

UL maxr UC mazx [maxXL - [maxXC
tgp = —= : = 17.3.30
ggb UR,max Imaa}R ( )
skad Yy
tgp = LTC (17.3.31)
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£l
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Rysunek 17.3.6: Diagramy wektorowe oraz wykresy zmiennej SEM & i zmien-
nego natezenia pradu w obwodzie RLC, przedstawionym na rysunku [7.3.11
Na diagramie wektorowym (a) i wykresie (b) natezenie pradu I op6znia sie
w stosunku do wymuszajacej SEM £, a faza poczatkowa ¢ natezenia pradu
jest dodatnia. Na rysunkach (c) i (d) natezenie pradu I wyprzedza wymu-
szajaca SEM &, a jego faza poczatkowa ¢ jest ujemna. Na rysunkach (e) i (f)
natezenie pradu I ma taka sama faze jak wymuszajaca SEM &, a jego faza
poczatkowa ¢ jest réwna zeru

e Tym sposobem roziazalismy druga cze$¢ naszego zadania: réwnanie
okreslajace faze poczatkows ¢ w szeregowym obwodzie RLC', pobudza-
nym sinusoidalnie. W istocie réwnanie to daje nam trzy rézne wyniki
dla fazy poczatkowej, w zaleznosci od wzglednych wartosci Xy i X¢:

X1 > Xe: o takim obwodzie méwimy, ze ma charakter indukcyjny.

Z rownania wynika, ze w tym przypadku faza ¢ jest do-
datnia, co oznacza, ze wektor I,q, wiruje za wektorem Epis na
rysunku [7.3.6h. Wykres £ i I w funkeji czasu jest podobny do
przedstawionego na rysunku [[7.3.6b. Rysunki i d zostaly
wykonane przy zatozeniu, ze X, > X¢.
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Xe > Xp: o takim obwodzie méwimy, ze ma charakter pojemno-
Sciowy. 7 réwnania wynika, ze w tym przypadku faza ¢
jest ujemna, co oznacza, ze wektor I,,,, wiruje przed wektorem
Emaz (rys. L30k). Wykres £ i I jako funkcji czasu jest podobny
do przedstawionego na rysunku [I7.3.6d.

Xo = Xp: o takim obwodzie méwimy, ze jest w rezonansie, czyli w
stanie, ktéry oméwimy za chwile. Z réwnania wynika, ze
w tym przypadku ¢ = 0°, co oznacza, ze wskazy Eqg 1 I, Wiruja
razem (rys. [7.3.6k). Wykres € i I jako funkcji czasu jest podobny
do przedstawionego na rysunku I7.3.6f.

e Jako przyklad przeanalizujmy dwa krancowe przypadki: W obwodzie
czysto indukcyjnym na rysunku [[7.3.4h, gdzie X jest rézne od zera,
a X¢ = R = O, z réwnania [[7.3.31] wynika, ze ¢ = 90°, zgodnie z
rysunkiem I734c. W obwodzie czysto pojemnosciowym na rysunku
17.3.3h, gdzie X jest rozne od zera, a X;, = R = O, z réwnania
M733T wynika, ze ¢ = —90°, zgodnie z rysunkiem [[7.3.3k.

e Rownanie przedstawia amplitude I,,,, natezenia pradu w ob-
wodzie RLC jako funkcje czestosci kotowej w,, zewnetrznego zrodta
zmiennej SEM. Dla danego oporu R amplituda osiaga maksimum, gdy
wyrazenie w,, L — /w,,C" w mianowniku jest réwne zeru, tzn. wtedy,

gdy:
Wy = ——— (17.3.32)

e Czestos¢ kotowa drgan swobodnych w w obwodzie RLC' jest takze
réwna 1/ VLC, zatem maksymalna warto$é I,q, wystepuje wtedy, gdy
czestosé kotowa drgan wymuszonych odpowiada czestosci katowej drgan
swobodnych, tzn. w rezonansie. Zatem w obwodzie RLC rezonans i
maksimum amplitudy /,,,, natezenia pradu wystepuje dla:

Wy = Wp = —F— (17.3.33)

e Na rysunku [7.3.7 pokazano trzy krzywe rezonansowe dla drgan sinu-
soidalnych, w trzech szeregowych obwodach RLC', rozniagcych sie tylko
wartoscia R. Kazda krzywa osiaga maksimum amplitudy [,,,, nateze-
nia pradu, gdy stosunek w,,/wy jest réwny 1. Jednakze maksymalna
wartosé¢ I,,,, maleje wraz ze wzrostem R (maksymalna warto$¢ I,,q,
jest zawsze rowna E/R; aby zobaczy¢, ze tak jest, podstaw réwnanie
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17327 do réwnania [[7.32])). Ponadto szeroko$¢ krzywych wzrasta
wraz ze wzrostem R (szeroko$¢ krzywych na rysunku [7.3.7 jest mie-
rzona w potowie maksymalnej wartosci q, ).

e Aby zrozumieé¢ sens fizyczny rysunku [I7.3.7, zastanéwmy sie, jak zmie-
niaja si¢ wartosci reaktancji Xy i X¢, gdy zwickszamy czestos¢ kotowa
drgan wymuszonych w,,, zaczynajac od warto$ci znacznie mniejszych
od czestosci kotowej drgan swobodnych w. Dla matych wartosci Ww re-
aktancja XL (= wwL) jest mata, a reaktancja Xc (= ljwwC) jest duza.
Tak wiec obwdd ma charakter pojemnosciowy, a o impedancji decyduje
duza wartos¢ Xc, ktéra powoduje, ze natezenie pradu jest mate.

o Gdy zwigkszamy w,,, reaktancja Xo ciagle przewaza, ale jej wartos¢
maleje, podczas gdy wartosé reaktancji X rosnie. Zmniejszenie war-
tosci ich roznicy X powoduje zmniejszenie impedancji, a zatem wzrost
natezenia pradu, co widzimy po lewej stronie kazdej krzywej rezonanso-
wej na rysunku [[7.3.7 Gdy rosngca reaktancja X, i malejaca reaktan-
cja X¢ osiggnag taka sama wartosé, natezenie pradu osigga maksimum,
a obwod jest w rezonansie, co zachodzi przy w, = wy. Jedli dalej be-
dziemy zwigkszaé w,,, to rosnaca reaktancja X zaczyna przewazac¢ nad
malejaca reaktancjg X¢o. Catkowita impedancja ro$nie na skutek wzro-
stu ich roznicy, a natezenie pradu maleje, co wida¢ po prawej stronie
kazdej krzywej rezonansowej na rysunku [[7.3.7 Podsumowujac: dla
matych czestosci kotowych o przebiegu krzywej rezonansowej decyduje
reaktancja pojemnosciowa, dla duzych czestosci kotowych decyduje re-
aktancja indukcyjna, a rezonans wystepuje dla srednich czestosci (gdy
reaktancje X i X¢ sa sobie réwne).
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R=100Q

ok Ll XX

R=3010

amplituda nargdenia £,

0.9 (1,93 ] 1,05 1l

Rysunek 17.3.7: Krzywe rezonansowe obwodu RLC' z rysunku [[7.3.1] otrzy-
mane dla L = 100uH, C' = 100pF i trzech wartosci R. Amplituda I,,,, nate-
zenia pradu zmiennego zalezy od tego, jak bliska czestosci kotowej drgan swo-
bodnych wy jest czestosé kotowa drgan wymuszonych w,,. Poziome strzatki
przy kazdej krzywej wskazuja jej szeroko$¢ w potowie maksimum, co jest
miara ostrosci rezonansu. Po lewej stronie punktu w,/wyg = 1 obwdéd ma
charakter pojemnosciowy (X¢o > X)), po prawej za$ charakter indukcyjny
(X L > Xc)
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17.4 Moc pradu zmiennego

W obwodzie RLC, przedstawionym na rysunku [7.31] energia jest dostar-
czana przez zrodto pradu zmiennego. Pewna cze$¢ dostarczonej energii jest
gromadzona w polu elektrycznym kondensatora, inna czes¢ - w polu ma-
gnetycznym cewki, jeszcze inna jest rozpraszana na oporniku jako energia
termiczna. W rozwazanym przez nas stanie ustalonym Srednia energia, gro-
madzona tacznie w kondensatorze i w cewce, pozostaje stata. Tak wigc ener-
gia elektromagnetyczna przekazywana jest od zrédta do opornika, gdzie ulega
rozproszeniu w postaci energii termicznej.

e Stosujac rownania[I3.T.191[07.2.2] chwilowg szybkos¢ rozpraszania ener-
gii na oporniku (czyli moc chwilowa) mozna zapisa¢ jako:

P=I’R=1?

max

Rsin®(w,t — ¢) (17.4.1)

natomiast srednia szybko$¢ rozpraszania energii na oporniku (czyli moc
srednia) jest réwna usrednionej w czasie wartosci wyrazenia [[7.4.1 W
czasie jednego petnego okresu srednia wartos¢ funkcji sinf, gdzie 6
moze oznacza¢ dowolna zmienna, jest réwna zeru (rys. I7.4.Th), ale
$rednia warto$¢ funkcji sin?6 wynosi 1/2 (rys. [74db). (Zauwaz na
rys. 741D, ze zacieniowane obszary pod krzywa, znajdujace sie nad
prosta pozioma, oznaczona +1/2, wypeliaja dokladnie niezacienio-
wane miejsca pod ta prosta). Tak wiec na podstawie rownania [[7.4.]
mozemy napisac:

12 I 2
P, = marft _ ( m> R (17.4.2)
2 V2

o Wyrazenie I,,q,/v/2 nazywamy wartoécia skuteczna natezenia pradu
I:

I
I, = -mer 17.4.3
£= 7 ( )

e Mozemy teraz napisa¢ rownanie [I7.4.2] w postaci:
P = I%4R (17.4.4)

e Réwnanie [7.4.4 jest bardzo podobne do réwnania (P = I*R);
stad wniosek, ze uzywajac wartosci skutecznej natezenia pradu mo-
zemy obliczy¢ Srednia szybkos$é rozpraszania energii w obwodach pradu
zmiennego (moc $rednig) dokladnie w taki sam sposob, jak w obwodach
pradu statego.
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sin # smzﬂ

I i

Rysunek 17.4.1: a) Wykres funkcji sin §. Wartosé usredniona po okresie jest
réwna zera. b) Wykres funkcji sin?@. Wartog¢ usredniona po okresie jest
réwna 1/2

e Mozna rowniez zdefiniowaé wartos$ci skuteczne napie¢ i SEM w obwo-
dach pradu zmiennego:

o Umam i & = gmax
V2 Ve

Przyrzady pomiarowe pradu zmiennego, takie jak amperomierze i wol-
tomierze, pokazuja zwykle wartosci skuteczne I, Ug, 1 Eg. Jesli wiec
wlaczysz woltomierz pradu zmiennego do domowego gniazdka siecio-
wego i odczytasz 230V, oznacza to napiecie skuteczne. Maksymalna
wartosé¢ napiecia w gniazdku wynosi v/2 - 230 V, czyli 325 V.

(17.4.5)

e Wspolezynnik proporcjonalnogci 1/v/2 we wzorach [7.4.3 i [7.4.3] jest
taki sam dla wszystkich trzech zmiennych, zatem rownania I7.3.28 i
17.3.26l moga by¢ zapisane jako:

s Es
Iy = Zk = k (17.4.6)
\/R2 + (X — Xe)*

i w istocie jest to postac¢, jakiej prawie zawsze uzywamy.
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e Mozemy zastosowal zwiazek Iy, = Eg/Z, aby przeksztalcié réwnanie
744 do réwnowaznej i uzytecznej postaci:
Esk R
Py = —1I4R=Eglg— 17.4.7
7 sk klsk— ( )
Z rysunku [[74.1d i réwnania [[7.3.28 wynika jednak, ze R/Z jest réwne
cosinusowi fazy poczatkowej ¢:

Urmaz  ImazBR R
= T IwmZ 7 (17.48)
Réwnanie [7.4.7 przyjmuje wiec postaé:
| Py = Eg Lo cos @] (17.4.9)

gdzie czynnik cos ¢ nazywamy wspotczynnikiem mocy. Poniewaz cos ¢ =
cos(—¢) wyrazenie [[7.4.9 nie zalezy od znaku fazy poczatkowej ¢.

e Aby uzyska¢ maksymalna szybkos¢ przekazywania energii do obciazenia
oporowego w obwodzie RLC' (czyli maksymalna moc), wspotezynnik
mocy cos ¢ powinien by¢ mozliwie bliski jednosci. Jest to rownowazne
wymaganiu, aby faza poczatkowa ¢ w rownaniu byta mozliwie
bliska zera. Jesli obwod ma na przyktad charakter silnie indukcyjny,
to warto wlaczy¢ szeregowo dodatkowa pojemnos¢ do obwodu. Przy-
pomnijmy, ze wlaczenie szeregowo dodatkowej pojemnosci zmniejsza
wypadkowa pojemnos¢ C.,, catego uktadu. Zmniejszenie C,.,, powoduje
zmniejszenie fazy poczatkowej i wzrost wspotezynnika mocy we wzorze
17.4.9. Aby to osiagnac, zaklady energetyczne umieszczaja szeregowo
kondensatory w swoich systemach przesytowych.
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17.5 Transformatory

e Gdy obwdd pradu zmiennego ma tylko obciazenie oporowe, wspotezyn-
nik mocy w réwnaniu [[7.4.7 jest réwny cos 0° = [, a warto$¢ skuteczna
przytozonej SEM &y, jest rowna wartosci skutecznej napigcia Ugy, na ob-
ciazeniu. Zatem dla nate¢zenia pradu Ig. plynacego przez obciazenie,
energia jest dostarczana i rozpraszana ze Srednig szybkoscia:

P, = &I (17.5.1)

W réwnaniu [[7.5.7]i w dalszej czesci tego paragrafu postepujemy zgod-
nie z ustalona praktyka i opuszczamy wskazniki, oznaczajace warto-
sci skuteczne. Wtedy wszystkie zmienne natezenia pradu i napigcia
sg okreslane za pomoca wartosci skutecznych; takie sa tez wskazania
miernikow. Z réwnania 7.5 Jlwynika, ze mamy pewien zakres swobody
w spelnieniu wymagan, dotyczacych mocy, od stosunkowo duzego na-
tezenia pradu [ i stosunkowo malego napiecia U, do sytuacji wrecz
przeciwnej, pod warunkiem, ze iloczyn IU ma wymagang wartosc.

e W systemie przesytania energii elektrycznej pozadane jest, aby napiecia
byly stosunkowo niskie zar6wno w miejscu wytwarzania (w elektrowni),
jak i w miejscu odbioru (w domu lub w fabryce). Jest to spowodowane
wzgledami bezpieczenstwa, a takze utatwia projektowanie wyposazenia
elektrycznego. Nikt nie chciatby, aby toster elektryczny lub elektryczna
kolejka dla dzieci dziataty, powiedzmy, pod napieciem 10 kV'. Z drugiej
strony, przy przesytaniu energii elektrycznej z elektrowni do uzytkow-
nika chcieliby$my stosowaé jak najmniejsze natezenia pradu (a co za
tym idzie jak najwyzsze napiecia), aby zmniejszy¢ do tninimum straty
I’R (zwane czesto stratami omowymi) w linii przesylowe;.

e Jako przyktad przeanalizujmy linie o napieciu 735 £V, wykorzystywana
do przesytania energii elektrycznej z hydroelektrowni La Grande 2 w
Quebecu do odlegtego o 1000 km Montrealu. Przypusémy, ze nateze-
nie pradu wynosi 500 A, a wspoétczynnik mocy jest bliski jednosci. 7
rownania [[7.5.0] wynika, ze $rednia szybko$¢é przesyltania energii, czyli
moc $rednia wynosi:

Py = EI = (7.35-10°V)(500A4) = 368 M W. (17.5.2)
Opor linii przesytowej wynosi okoto 0.220€2/km; zatem catkowity opor

odcinka linii o dtugosci 1000 km jest rowny okoto 220 2. W wyniku
istnienia tego oporu szybkos¢ rozpraszania energii, czyli moc tracona
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WYNOSI:
Ps. = IR = (1000 A)*(220 Q) = 220M W, (17.5.3)

co stanowi prawie 60% mocy dostarczanej. Stad wynika ogdlna zasada
przesylania energii elektrycznej: Stosuj jak najwieksze napiecia i jak
najmniejsze natezenia pradu.

17.5.1 Transformator idealny

Powyzsza zasada przesylania energii prowadzi do zasadniczej niezgodnosci
miedzy wymaganiem skutecznego przesylania (tzn. przy wysokim napieciu),
a potrzeba bezpiecznego wytwarzania i uzywania energii (tzn. przy niskim
napieciu). Potrzebne jest wiec urzadzenie, za pomoca ktérego mogliby$my
podwyzszaé (w celu przesytania) lub obniza¢ (w celu zastosowania) napigcie
zmienne w obwodzie, utrzymujac mozliwie stalg wartosé iloczynu: nateze-
nie pradu x napiecie. Takim urzadzeniem jest transformator. Nie ma on
ruchomych czesci, dziata na zasadzie prawa Faradaya i nie ma prostego od-
powiednika w obwodach pradu stalego.

e Transformator idealny, przedstawiony na rysunku [I7.5.1] sktada sie z
dwéch cewek o réznych liczbach zwojow, nawinietych na wspélnym
rdzeniu z zelaza. (Cewki sa izolowane od rdzenia). W czasie pracy
transformatora uzwojenie pierwotne o N, zwojach potaczone jest ze
zrodtem pradu zmiennego, ktérego SEM w dowolnej chwili ¢ jest dana
wzorem:

E = & ax SIN WL (17.5.4)

e Uzwojenie wtérne o N,, zwojach jest polaczone z oporem obciazenia
R, ale zaktadamy chwilowo, ze klucz S jest otwarty. Tak wiec obwdd
wtorny jest otwarty, a zatem prad w uzwojeniu wtornym nie ptynie.
Przyjmujemy ponadto, ze w transformatorze idealnym opoér uzwojenia
pierwotnego i wtérnego jest znikomo maty, podobnie jak straty energii,
zwigzane z histereza magnetyczng w rdzeniu zelaznym. Dla dobrze
zaprojektowanych transformatoréw o duzej wydajnosci straty energii
moga by¢ nie wieksze od (%, tak wiec nasze zalozenia sg uzasadnione.

e W przyjetych przez nas warunkach uzwojenie pierwotne ma charak-
ter czysto indukcyjny, a obwod pierwotny podobny jest do obwodu na
rysunku I7.34h. Zatem prad pierwotny (zwany réwniez pradem ma-
gnesujacym I,,,,) 0 bardzo matym natezeniu jest opézniony w fazie o
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obwod pierwotny — obwad witmy

Rysunek 17.5.1: Typowy obwdd zawierajacy transformator idealny, czyli
dwie cewki nawinicte na wspélnym rdzeniu z zelaza. Zrédlo pradu zmien-
nego wytwarza prad w cewce po lewej stronie (w uzwojeniu pierwotnym).
Cewka po prawej stronie (uzwojenie wtérne) jest potaczona z obciazeniem
oporowym R, gdy klucz S jest zamkniety

90° w stosunku do napigcia pierwotnego U,. Wspotczynnik mocy w ob-
wodzie pierwotnym (= cos ¢ w rownaniu [7.4.9) jest rowny zeru, wiec
moc nie jest przekazywana ze zroédta do transformatora.

e Jednakze zmienny prad o matym natezeniu 1,44, ptyngcy w uzwojeniu
pierwotnym, indukuje zmienny strumien magnetyczny ¢ w rdzeniu.
Ten indukowany strumien przenika réwniez przez uzwojenie wtorne,
ktore jest nawiniete na tym samym rdzeniu. Z prawa Faradaya (row-
nanie wynika, ze indukowana SEM &, | przypadajaca na jeden
zwo6j, jest taka sama zaro6wno w uzwojeniu pierwotnym, jak i wtor-
nym. Ponadto napiecie U, na uzwojeniu pierwotnym jest réwne SEM
indukowanej w tym uzwojeniu, a napiecie U, na uzwojeniu wtornym
jest rowne SEM, indukowanej w tym uzwojeniu. Wobec tego mozemy
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napisac:
dep U, Uy
E,=—"—=2L="X 17.5.5
dt N, Ny, ( )
stad:
S - 17.5.
Uy =10, N, (17.5.6)

Jedli N, > N, to transformator nazywamy transformatorem podwyz-
szajacym napigcie, poniewaz podwyzsza pierwotne napigcie U, do wyz-
szego napiecia U,,. Podobnie, jesli N,, < N, , to transformator nazy-
wamy transformatorem obnizajqcym napiecie.

e Dopoki klucz S jest otwarty, dopoty energia nie jest dostarczana ze zro-
dta do pozostatej czesci obwodu. Zamknijmy teraz klucz S, dotaczajac
uzwojenie wtérne do obciazenia oporowego R. (W ogblnym przypadku
obcigzenie mogtoby sktada¢ sie takze z elementéw indukcyjnych i po-
jemnosciowych, ale tutaj rozpatrujemy tylko opér R). Okazuje sie,
ze teraz energia jest pobierana ze zrédta. Zobaczmy, dlaczego tak si¢
dzieje.

e Gdy zamkniemy klucz S, mozemy zaobserwowaé¢ nastepujace zjawiska:

1. W obwodzie wtérnym pojawia sie prad zmienny o natezeniu [, a
moc tracona w obciazeniu oporowym jest réwna I2R = U2 /R.

2. Prad ten wytwarza swoj wlasny zmienny strumien magnetyczny w
rdzeniu, a zgodnie z prawem Faradaya i reguta Lenza ten strumien
indukuje w uzwojeniu pierwotnym SEM skierowang przeciwnie do
SEM 7Zrodta.

3. Napiecie U, na uzwojeniu pierwotnym nie moze jednak ulec zmia-
nie pod wptywem indukowanej SEM, poniewaz musi by¢ ono za-
wsze rowne SEM &, dostarczanej przez zrodto. Zamkniecie klucza
niczego tu nie zmienia.

4. W celu podtrzymania U, zréodto wytwarza teraz w obwodzie pier-
wotnym, oprocz I,.,, prad zmienny o natezeniu /,. Amplituda i
faza wzgledna pradu [, sa doktadnie takie, aby SEM, indukowana
przez I, , znosita si¢ z SEM, indukowang tam przez I,. Faza
poczatkowa I, nie jest réwna 90°, jak bylo w przypadku I,,,,,
a wiec prad o natezeniu I, moze dostarcza¢ energi¢ do obwodu
pierwotnego.
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e Zamierzamy teraz znalez¢ zwigzek miedzy [, a I,. Jednak zamiast
szczegotowej analizy powyzszego ztozonego procesu zastosujemy po pro-
stu zasade zachowania energii. Moc przekazywana przez zroédto do ob-
wodu pierwotnegojest rowna I,U,. Z kolei moc przekazywana z obwodu
pierwotnego do wtérnego (przez zmienne pole magnetyczne sprzegajace
obie cewki) wynosi [I,U,. Zakladamy, ze energia nie jest tracona pod-
czas tego procesu, zatem z zasady zachowania energii wynika:

LU, = I,U, (17.5.7)

Podstawiajac U, z réwnania ['T.5.6] otrzymujemy:

N,
I, = [pN—Z (17.5.8)
Z réwnania tego wynika, ze natezenie pradu [, w obwodzie wtérnym
moze r6zni¢ si¢ od natezenia pradu I, w obwodzie pierwotnym, w za-
leznosci od stosunku liczby zwojéw N,/N,,. Odwrotnos¢ tego stosunku
nazywamy przektadnia transformatora.

e Prad o natezeniu I, zaczyna pltyna¢ w obwodzie pierwotnym na sku-
tek istnienia obcigzenia oporowego R w obwodzie wtérnym. Aby wy-
znaczy¢ I, podstawiamy do réwnania najpierw I, = U, /R, a
nastepnie podstawiamy U, z réwnania [[7.5.7] Otrzymujemy:

1 (N, \’

p

Réwnanie to ma postaé I, = U,/ R,., , gdzie opér rownowazny R, jest
rowny:
N2
Ruw=|—] R 17.5.10
() (17.5.10)

P
R, jest oporem obcigzenia ”"widzianym” przez zrodto, ktére wytwarza
napiecie U), 1 prad o natezeniu I, jak gdyby byto dotaczone bezposred-
nio do oporu R,,,.

e Rownanie wskazuje na jeszcze jedno zastosowanie transforma-
tora. Aby uzyska¢ maksymalne przekazywanie energii ze zrodta pradu
stalego do obcigzenia oporowego, opor wewnetrzny zrodta i opor obcia-
zenia muszg by¢ jednakowe. Taka sama zasada obowigzuje w obwodach
pradu zmiennego, z ta réznica, ze impedancja (a nie po prostu opér)
zrodta musi by¢ dopasowana do impedancji obcigzenia. Czesto ten wa-
runek nie jest spetniony. Na przykitad w urzadzeniu odtwarzajacym
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dzwiek wzmacniacz ma duza impedancje, a zestaw glosnikow malg.
Mozemy dopasowa¢é impedancje obydwu urzadzen, taczac je za pomoca
transformatora o odpowiednim stosunku liczby zwojow N,/N,,.
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Rozdzial 18

Magnetyczne wtasnosci materii

Najwczesniej odkrytym materiatem, bo juz w starozytnosci, ktory jak gdyby
w czarodziejski sposob przyciggal inne kawatki podobnych mineratow, byt
magnetyt. Nauczono sie takze wykorzystywaé magnetyt (a takze namagne-
sowane kawalki zelaza) do okreslania kierunku za pomoca kompasu. Byto
czyms tajemniczym, przez wiele wiekoéw, dlaczego ani ztota, ani srebra nie
mozna namagnesowac tak jak sztabke z zelaza, czy tez niklu. Calkiem nie-
dawno, bo dopiero w ubiegtym wieku, wraz z narodzinami mechaniki stato sie
jasnym, ze wlasciwosci magnetyczne materialéw sa pochodng ich struktury
atomowej 1 elektronowe;j.

18.1 Magnesy

Najpierw zajmiemy sie magnesem sztabkowym, przedstawionym na rysunku

IERNI)

e Opitki zelaza rozsypane wokét takiego magnesu ustawiaja sie zgod-
nie z kierunkiem wektora indukcji magnetycznej pola pochodzacego od
magnesu, a ich uktad pokazuje przebieg linii pola magnetycznego. Za-
geszczenie linii przy koncach magnesu pozwala wnioskowac, ze linie te
wychodza z jednego konca magnesu, a zbiegaja si¢ do drugiego kornca.

e Zgodnie z umowa, zrodto linii nazywamy biegunem potmocnym ma-
gnesu, a przeciwny koniec - biegunem potudniowym. Mozemy powie-
dzie¢, ze magnes, ze wzgledu na dwa bieguny, jest przyktadem dipola
magnetycznego.

e Wyobrazmy sobie, ze tamiemy magnes sztabkowy w taki sposéb, w
jaki mozna ztama¢ kawatek kredy. Wydawaloby si¢, ze mozemy wyod-
rebni¢ w ten sposob pojedynczy biegun, czyli monopol magnetyczny.
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Jednakze nie da si¢ tego zrobi¢, nawet gdybysSmy podzielili magnes na
pojedyncze atomy, a atomy na elektrony i jadra atomowe. Kazda czesé
ma biegun potnocny i potudniowy. Dzieje si¢ tak dlatego ze:

Dipol magnetyczny jest najprostszym multipolem ma-
gnetycznym. Nie ma zadnych dowdoéw na istnienie
monopoli magnetycznych.

18.2 Prawo Gaussa dla pél magnetycznych
To, ze monopole magnetyczne nie istniejg, ma swoje knsekwencje w prawie
Gaussa.

e Zgodnie z tym prawem, wypadkowy strumien magnetyczny ®p przez
dowolng zamknietg powierzchnie jest rowny zeru

by = 7{}_3) dS =0 (18.2.1)
e Porownajmy to prawo z prawem Gaussa dla pdl elektrycznych
Oy = ]{E S = Twew (18.2.2)
€0

e W obydwu réwnaniach catka jest obliczana po zamknigtej powierzchni
Gaussa.

e 7 prawa Gaussa dla pdl elektrycznych wynika, ze ta catka (réwna
wypadkowemu strumieniowi elektrycznemu przenikajacemu przez po-
wierzchnie) jest proporcjonalna do wypadkowego tadunku elektrycz-
nego awewn, znajdujacego si¢ wewnatrz powierzchni.

e 7 prawa Gaussa dla pél magnetycznych wynika natomiast, ze wy-
padkowy strumien magnetyczny, przenikajacy przez powierzchnie za-
mknietg jest réwny zeru, gdyz nie ma wypadkowego “tadunku magne-
tycznego”, czyli pojedynczych biegunéw magnetycznych, otoczonych
przez t¢ powierzchnie.

e Najprostsza struktura magnetyczna, ktora moze istnie¢, a wiec znajdo-
wacé sie¢ wewnatrz powierzchni Gaussa, jest dipol, ztozony zaréwno ze
zrodta linii pola, jak i miejsca, do ktorego linie pola sie zbiegaja. Zatem
zawsze tyle samo strumienia magnetycznego wptywa do obszaru ogra-
niczonego powierzchnia, ile z niego wyptywa, a wypadkowy strumien
magnetyczny musi zawsze rownaé sie zeru.
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Rysunek 18.1.1: a) Magnes sztabkowy jest dipolem magnetycznym. Opitki
zelaza pokazuja uktad linii pola magnetycznego. b) Linie pola magnetycz-
nego dwoch magneséw o biegunach skierowanych przeciwnie. c¢) mineral
magnetytu d) sie¢ atoméw zelaza i tlenu w krystalicznym magnetycie
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18.3 Magnetyzm ziemski

geograficzny
biegun
gcnmagnn:- o R poInocny
h]i:gl.m
pInocny —
B

Rysunek 18.3.1: Pole magnetyczne Ziemi przedstawione jako pole dipola. O$
dipola MM tworzy kat 11.5° z osig obrotu Ziemi RR. Poludniowy biegun
dipola znajduje si¢ na potkuli potmocne;j

Ziemia jest ogromnym magnesem. W poblizu powierzchni Ziemi pole
magnetyczne moze by¢ traktowane w przyblizeniu jako pole pochodzace od
ogromnego dipola magnetycznego, ktory jest umieszczony sie w sSrodku naszej
planety. Na rysunku [I83] w sposéb uproszczony zilustrowano symetryczne
pole dipola, bez uwzglednienia znieksztatcen, spowodowanych przez natado-
wane czastki docierajace do Ziemi od Stonca.

e Ziemskie pole magnetyczne jest polem, pochodzacym od dipola magne-
tycznego, a wiec zwigzany jest z nim dipolowy moment magnetyczny

—

Q.

e Dla idealnego pola, jak na rysunku I8.3.1] warto$¢ g wynosi 8 - 1022
J/T, a kierunek g tworzy kat 11.5°° z osia obrotu (RR) Ziemi.
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MAGNETYZM ZIEMSKI

Os$ dipola (MM na rysunku [I83.1]) pokrywa si¢ z kierunkiem wek-
tora fi i przecina powierzchnie Ziemi na geomagnetycznym biegunie
potnocnym w pétocno-zachodniej Grenlandii i na geomagnetycznym
biegunie potudniowym na Antarktydzie.

Linie pola magnetycznego B wybiegaja z wnetrza Ziemi na poétkuli
poludniowej i zbiegaja sie na potkuli pénocnej. Tak wiec biegun ma-
gnetyczny na poétkuli pétnocnej, znany jako ”"magnetyczny biegun pot-
nocny”, jest w rzeczywistosci biegunem potudniowym ziemskiego di-
pola magnetycznego.

Kierunek wektora indukcji magnetycznej w dowolnym miejscu na po-
wierzchni Ziemi jest zwykle okreslany za pomocg dwoch katow.

Deklinacja magnetyczna jest katem (mierzonym w prawo lub w lewo)
miedzy kierunkiem poélnocy geograficznej (znajdujacej sie w punkcie o
szerokosci geograficznej 90°), a kierunkiem poziomej sktadowej wektora
indukcji.

Inklinacja magnetyczna, zwana réwniez nachyleniem magnetycznym,
jest katem (mierzonym w goére lub w dét) miedzy plaszezyzna pozioma
a kierunkiem wektora indukcji.

Za pomoca magnetometrow mozna zmierzy¢ te katy i wyznaczy¢ induk-
cje magnetyczng z duza doktadnoscia. Mozemy sobie jednak catkiem
dobrze poradzi¢, uzywajac tylko kompasu i miernika inklinacji (inklino-
metru). Kompas jest to po prostu magnes w ksztalcie igly, umocowany
w taki sposob, ze moze obracaé si¢ swobodnie wokét osi pionowej. Gdy
iglta znajduje si¢ w ptaszczyznie poziomej, jej poétnocny biegun wska-
zuje geomagnetyczny biegun pémocny (ktéry, jak pamietamy, jest w
rzeczywistosci biegunem potudniowym). Kat miedzy kierunkiem igty a
poinoca geograficzna jest rowny deklinacji magnetycznej. Inklinometr
jest podobnym magnesem, ktéry moze obracaé sie swobodnie wokot osi
poziomej. Jesli pionowa plaszczyzna obrotu jest ustawiona zgodnie z
kierunkiem wskazywanym przez kompas, to kat miedzy igta miernika a
plaszczyzna pozioma jest rowny inklinacji magnetyczne;j.

W kazdym punkcie na powierzchni Ziemi wartos¢ i kierunek zmierzonej
indukcji magnetycznej moga sie znacznie rézni¢ od tych dla idealnego
pola dipola na rysunku 831 W rzeczywistosci punkt, w ktorym wek-
tor indukcji jest skierowany prostopadle do wnetrza Ziemi, nie znajduje
sie na geomagnetycznym biegunie pétnocnym Grenlandii, jak by mozna
oczekiwac¢. Ten punkt, zwany inklinacyjnym biegunem poétnocnym, jest
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potozony daleko od Grenlandii, na Wyspach Kroélowej Elzbiety w pot-
nocnej Kanadzie.

Grzbiet Srodatlantyckd
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Rysunek 18.3.2: Magnetyczny profil dna morskiego po obydwu stronach
Grzbietu Srédatlantyckiego. Magma pokrywajaca dno morskie, wypchnieta
przez szczeling w grzbiecie i rozsuwajaca sie wraz z plytami tektonicznymi,
pokazuje zapis magnetycznej historii jadra Ziemi. Kierunek pola magnetycz-
nego wytworzonego przez jadro zmienia si¢ na przeciwny w przyblizeniu co
milion lat

e Ponadto pole obserwowane w wielu miejscach na powierzchni Ziemi
zmienia sie w czasie. Zmiany kilkuletnie sg niewielkie, natomiast zmiany
zachodzgce w okresie np. stu lat mogg by¢ znaczne. Na przykitad mie-
dzy rokiem 1580 a 1820 kierunek wskazywany przez kompas w Londynie
zmienit sie o 35°.

e Pomimo takich lokalnych zmian, srednie pole dipola zmienia sie powoli
w takich stosunkowo krotkich okresach czasu. Zmiany zachodzace w
dhuzszym czasie moga by¢ badane za pomoca pomiaru stabego magne-
tyzmu dna oceanu po obu stronach Grzbietu Srédatlantyckiego (rys.
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Dno zostato uformowane przez stopiong magme, ktéra prze-
saczala si¢ z wnetrza Ziemi przez pekniecie w grzbiecie, zestalata sie,
a nastepnie byta odsuwana od grzbietu przez ruch ptyt tektonicznych
z szybkoscig kilku centymetréw na rok. W czasie krzepniecia magma
zostata stabo namagnesowana w kierunku zgodnym z éwczesnym kie-
runkiem ziemskiego pola magnetycznego. Badania zestalonej magmy
na dnie oceanu wykazaly, ze pole ziemskie zmieniato swoja biegunowosé
(czyli kierunek bieguna péinocnego i potudniowego) w przyblizeniu co
milion lat. Przyczyna tych zmian nie jest znana, a mechanizm po-
wstawania ziemskiego pola magnetycznego jest w dalszym ciggu nie do
konca zrozumiaty.

18.4 Magnetyzm i elektrony

Rysunek 18.4.1: Lewitujaca zaba w niejednorodnym polu magnetycznym

Materiaty magnetyczne, od magnetytu po tasmy wideo, maja wtasciwo-
Sci magnetyczne bo zbudowane sa z atoméw w ktorych elektrony stanowia
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istotny sktadnik. Zapoznaliémy sie juz z jednym ze sposobow wytwarzania
pola magnetycznego przez elektrony: jezeli elektrony poruszaja si¢ w przewo-
dzie w postaci pradu elektrycznego, to ich ruch wywotuje pole magnetyczne
wokot przewodu. Sa jeszcze dwa inne sposoby, a kazdy z nich zwigzany jest z
dipolowym momentem magnetycznym, ktory wytwarza pole magnetyczne w
otaczajacej go przestrzeni. Wyjasnienie tych zjawisk wychodzi poza zakres
stoswalnosci fizyki klasycznej i wymaga znajomosci fizyki kwantowej, dlatego

przedstawimy tutaj tylko najwazniejsze wyniki.

18.4.1 Spinowy moment magnetyczny

Elektron ma swoj wtasny moment pedu, nazywany spinowym momen-
tem pedu (albo po prostu spinem) S. Z tym spinem zwigzany jest
wlasny spinowy moment magnetyczny fi,. (Stowo wlasny oznacza, ze
S i f, sa podstawowymi cechami charakterystycznymi elektronu, tak
jak jego masa i tadunek elektryczny).

S i fi, sa zwiazane rownaniem

ji, = ——$§ (18.4.1)
m
gdzie e jest tadunkiem elementarnym (1.60 - 1071 C), a m - masa
elektronu (9.11-107! kg). Znak minus oznacza, ze fi, i S sa skierowane
przeciwnie.

Spin S rézni sie od momentow pedu omawianych w rozdziale 12 pod
dwoma wzgledami:

1. Nie mozemy zmierzy¢ wektora S. Mozemy jednak zmierzy¢ jego
sktadowa wzdtuz dowolnej osi.

2. Mierzona sktadowa wektora S jest skwantowana, co jest ogdlnie
oznacza, ze moze ona przyjmowac tylko pewne wartoséci. Sktadowa
wektora S moze mie¢ tylko dwie wartosci réznigce si¢ znakiem.

Zal6ézmy, ze sktadowa spinu S jest mierzona wzdhuz osi z uktadu wspot-
rzednych. Sktadowa S., moze przyjmowac tylko dwie wartosci:

h 1
S, =m,— m,=+— (18.4.2)
2T 2

gdzie m., jest magnetyczna spinowa liczba kwantowa, a h (= 6.63-10734
J - s) jest stala Plancka, wszechobecna stala fizyki kwantowe;j.
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Zmaki w réwnaniu [I8.4.21 maja zwigzek z kierunkiem S,, wzdtuz osi z.

Gdy §, jest réwnolegly do osi z, mgs jest réwne —I—%, a o elektronie
mowimy, ze ma spin skierowany w gore.

Gdy §, jest antyrownolegte do osi z, m, jest réwne —%, a o elektronie
mowimy, ze ma spin skierowany w dot.

Nie mozemy rowniez zmierzy¢ spinowego momentu magnetycznego fi,.
Mozemy tylko zmierzy¢ jego sktadowa wzdluz dowolnej osi i ta skta-
dowa takze jest skwantowana, przyjmujac dwie mozliwe wartosci, réwne
co do wartosci bezwzglednej, ale roznigce sie znakiem.

Mozna znalez¢ zwigzek sktadowej pi, , mierzonej wzdtuz osi z, ze skta-
dowsg S., przepisujac réwnanie [[84.1] dla sktadowych z-owych:

m
Podstawiajac S,, z réwnania [I8.4.2] otrzymujemy
eh
sz = 18.4.4
s, y— (18.4.4)

gdzie znak plus lub minus oznacza ps ., skierowane odpowiednio réw-
nolegle lub antyréownolegte do osi z.

Wielko$é po prawej stronie rownania [8.4.4] nazywamy magnetonem

Bohra pp
eh

- 4d7m

=9.27-10"2*J/T (18.4.5)

UB

Spinowe momenty magnetyczne elektronéw i innych czastek elemen-
tarnych moga by¢ wyrazone w jednostkach pp. Dla elektronu wartosé
bezwzgledna mierzonej sktadowej z-owej fi jest réwna:

L = LB (18.4.6)

Gdy elektron jest umieszczony w zewnetrznym polu magnetycznym
ﬁzewn, jego energia potencjalna E, moze by¢ zwigzana z ustawieniem
spinowego momentu magnetycznego fi,, podobnie jak energia poten-
cjalna jest zwigzana z ustawieniem dipolowego momentu magnetycz-
nego g ramki z pradem, umieszczonej w polu ﬁzewn.
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Rysunek 18.4.2: Spin §, spinowy moment magnetyczny fi, i wektor indukcji
pola B dipola magnetycznego dla elektronu przedstawionego jako kulka o
rozmiarach mikroskopowych

e Zgodnie z réwnaniem [[4.3.15] energia potencjalna elektronu jest rowna:
Ep = _ﬁs : ]:);zewn = _,us,szeum (1847)
gdzie 0$ z pokrywa si¢ z kierunkiem Ezewn.

e Jezeli wyobrazimy sobie elektron jako kulke o rozmiarach mikroskopo-
wych (ktéra w rzeczywistosci nie jest), to mozemy przedstawié spin §,
spinowy moment magnetyczny fi, i zwiazane z nim pole dipola ma-
enetycznego o indukeji B, jak na rysunku Chociaz uzywamy
tu stowa $pin” (ktére oznacza wirowanie), elektron w rzeczywistosci nie
wiruje jak bak. Jak wobec tego co$ moze mie¢ moment pedu bez wy-
konywania ruchu wirowego? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, znéw
musieliby$my skorzystac¢ z praw fizyki kwantowej.

e Protony i neutrony réwniez maja swoj wltasny moment pedu zwany
spinem i zwiazany z nim wlasny spinowy moment magnetyczny. Dla
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protonu te dwa wektory majg taki sam kierunek, a dla neutronu ich
kierunki sa przeciwne. Nie bedziemy bada¢ przyczynkéw od tych mo-
mentow magnetycznych do pola magnetycznego atomow, gdyz ich war-
tosci sa okolo tysiac razy mniejsze od wartosci spinowego momentu
magnetycznego elektronu.

18.4.2 Orbitalny moment magnetyczny

e Elektron w atomie ma takze moment pedu, zwany orbitalnym momen-
tem pedu L,,;, oraz towarzyszacy mu orbitalny moment magnetyczny
Lorp- Te dwie wielkosci sa zwigzane réwnaniem:

e =
TR, 18.4.8
Hory Im b ( )

Znak minus oznacza, ze fi,,, 1 Lo, sa skierowane przeciwnie.

e Nie mozemy zmierzy¢ orbitalnego momentu pedu Lorp. Mozemy tylko
zmierzy¢ jego sktadowa wzdtuz dowolnej osi, ktora jest skwantowana.
Na przyktad, sktadowa wzdtuz osi z moze przyjmowaé tylko wartosci:

h
Loyp, =my—, my=0.£21,£2, ... My, (18.4.9)
2m

gdzie m; jest nazywane magnetyczng orbitalng liczba kwantowa, a m,4.
oznacza najwicksza dozwolong catkowita wartos¢ m;. Znaki w réwna-
niu [18.4.91 odnosza si¢ do kierunku L, , wzdluz osi z.

e Orbitalny moment magnetyczny ilorb elektronu rowniez nie moze by¢
zmierzony. Mozemy zmierzy¢ tylko jego sktadowa wzdhuz dowolnej
osi i ta sktadowa takze jest skwantowana. Zapisujac rownanie
dla sktadowej wzdluz tej samej osi z, a nastepnie podstawiajac Lo, -
z rownania [[84.9] mozemy zapisa¢ skltadowa z-owa i, . orbitalnego
momentu magnetycznego:

eh
orb,z —— 18.4.10
Hord, i dmm ( )
lub uzywajac magnetonu Bobra jako jednostki
Horb,z == My UB (18411)

e Gdy umiescimy atom w zewnetrznym polu magnetycznym ﬁzewn, jego
energia potencjalna £, moze by¢ zwigzana z ustawieniem orbitalnego
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momentu magnetycznego kazdego elektronu w atomie. Wartos$¢ energii
jest réwna:

—

Ep = _ﬁorb : Bzewn = _,uorb,szewn (18412)

gdy 0$ z pokrywa sie z kierunkiem B.cy,.

e Chociaz uzywamy tu stow “orbita” i “orbitalny”, elektrony w rzeczywi-
stosci nie kraza wokot jadra atomowego po orbitach, jak planety wokot
Stonca. Jak zatem elektrony moga mieé¢ orbitalny moment pedu, nie
krazac po orbitach w potocznym sensie tego stowa? 1 znéw mozna to
wyjasni¢ tylko za pomocy fizyki kwantowej.

18.4.3 Model petli z pradem dla orbit elektronowych

Roéwnanie mozna wyprowadzi¢, nie korzystajac z praw fizyki kwanto-
wej, w sposob przedstawiony nizej. Zaktadamy przy tym, ze elektron krazy
po kotowym torze o promieniu znacznie wigkszym od promienia atomu (stad
nazwa “model petli z pradem”). Jednakze to wyprowadzenie nie moze by¢
stosowane do elektronéw w atomie, gdyz do takich elektronéw potrzebne jest
podejscie kwantowe.

e Wyobrazmy sobie, ze elektron krazy ze stalty predkoscia v po kotowym
torze o promieniu r, w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek ze-
gara, jak pokazano na rysunku Ruch ujemnie natadowanego
elektronu jest rownowazny przeptywowi umownego pradu o natezeniu
I (sktadajacego sie z tadunkéw dodatnich), w kierunku zgodnym z ru-
chem wskazoéwek zegara, co rowniez pokazano na rysunku [I84.3]

e Wartos¢ orbitalnego momentu magnetycznego dla takiej petli z pradem
mozemy otrzymac¢ z rownania [I4.3.T0 dla N =1

JT— (18.4.13)

gdzie S jest polem powierzchni, ktéra obejmuje petla. Z reguty sruby
prawoskretnej wynika, ze dipolowy moment magnetyczny na rysunku
18.4.3] jest skierowany w dot.

e Aby obliczy¢ warto$é wyrazenia I8 413, musimy znaé natezenie pradu
1. Zgodnie z definicja natezenie pradu zalezy od czasu, w jakim dany
tadunek przeptywa przez pewien punkt obwodu. W naszym modelu
tadunek o wartosci e wykonuje petne okrazenie (od pewnego punktu, z
powrotem do tego samego punktu) w czasie T' = 27r /v, tak wiec:

B ladunek e

= 18.4.14
czas 271 Jv ( )
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Rysunek 18.4.3: Elektron porusza si¢ ze stalg predkoscia v po kotowym
torze o promieniu r , obejmujacym powierzchni¢ S. Elektron ma orbitalny
moment pedu ﬂgrb i zwiazany z nim orbitalny moment magnetyczny fi,,-
Prad o natezeniu I, sktadajacy sie z tadunkéw dodatnich i ptynacy zgodnie
z ruchem wskazowek zegara jest rownowazny ruchowi ujemnie natadowanego
elektronu w kierunku przeciwnym

e Podstawiajac te wielkosé i pole powierzchni petli S = mr? do réwnania
18.4.13 otrzymujemy:
e 5 eur

= 18.4.15
27T7“/’IJ7TT 2 ( )

Horb =

e Aby wyznaczy¢ orbitalny moment pedu L, elektronu, korzystamy z
rownania [5.3.2] I = mf x v. Poniewaz r i v sa prostopadle, wartosé
Loy, Wynosi:

Loy = mrosin 90° = mro (18.4.16)

Loy jest skierowane w gore na rysunku [I8.4.3] Faczac réwnania[I8.4.15
i I8.4.16] zapisujac je w postaci wektorowej i zaznaczajac przeciwne
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kierunki wektorow za pomocg znaku minus, otrzymujemy:

e =
iy = —=— Loy 18.4.17
Horp m b ( )
czyli réwnanie [[8.4.8 W ten sposob stosujac analogie klasyczng otrzy-
maliSmy taka sama warto$¢ i kierunek orbitalnego momentu magne-

tycznego, jak w podejsciu kwantowym.

18.4.4 Model petli z pragdem w polu niejednorodnym

o W dalszym ciagu traktujemy orbite elektronu jak petle z pradem, przed-
stawiong na rysunku [I8 4.3l Teraz jednak umieszczamy petle w niejed-
norodnym polu magnetycznym B..n, jak na rysunku I844h. Wpro-
wadziliSmy t¢ zmiane, aby przygotowac si¢ do kilku nastepnych para-
grafow, w ktérych bedziemy omawiaé sity dziatajace na materiaty ma-
gnetyczne umieszczone w niejednorodnym polu magnetycznym. Omo-
wimy te sity zaktadajac, ze orbity elektronéw w materiatach sa mikro-
skopijnymi petlami z pradem, jak na rysunku I8.4.4kh.

e Zaktadamy, ze wektory indukcji magnetycznej w kazdym punkcie ko-
towego toru elektronu majg taka sama wartos$¢ i tworza taki sam kat z
kierunkiem pionowym, jak pokazano na rysunkach [I84.4b i d. Zakla-
damy takze, ze wszystkie elektrony w atomie poruszaja si¢ przeciwnie
(rys. [[847b) albo zgodnie (rys. I84.4d) z ruchem wskazéwek ze-
gara. Zwigzany z tym umowny prad o natezeniu I, plynacy wokot
petli, oraz orbitalny moment magnetyczny i, Wwytworzony przez ten
prad, przedstawiono na rysunku dla kazdego z kierunkéw ruchu elek-
tronu.

e Na rysunkach [84.4k i e przedstawiono elementy dlugosci dL po prze-
ciwnych stronach petli, zorientowane zgodnie z kierunkiem pradu i wi-
dziane w ptaszczyznie orbity. Pokazano réwniez pole Ezewn i site ma-
gnetyczna df‘, dziatajaca na dL. Przypomnijmy, ze zgodnie z rowna-
niem [I43.4] na tadunki plyngce wzdtuz elementu dL w polu magne-
tycznym ﬁzewn dziata sita magnetyczna dF:

dF = IdL X B,eun (18.4.18)

e 7 réwnania wynika, ze po lewej stronie rysunku [I84.4k sita
dF jest skierowana do gory i w prawo. Po prawej stronie sita dF ma
doktadnie taka sama wartos¢ i jest skierowana do géry i w lewo. Katy,
pod jakimi dziataja sity sg takie same, a wigc ich sktadowe poziome si¢

390



18.4. MAGNETYZM I ELEKTRONY

znosza, a sktadowe pionowe dodajg. Taki sam wynik otrzymamy dla
dowolnych dwoch innych, symetrycznie potozonych punktéw petli. Za-
tem wypadkowa sita dzialajgca na petle z pradem na rysunku I8.4.4b
musi by¢ skierowana do gory. Analogiczne rozumowanie prowadzi do
wniosku, ze wypadkowa sita, dzialajaca na petle na rysunku I8.4.4d
jest skierowana w dot. Wkrétce skorzystamy z tych dwoch wynikow,
gdy bedziemy badac¢ zachowanie sie materialéw magnetycznych w nie-
jednorodnych polach magnetycznych.

391



ROZDZIAEL 18. MAGNETYCZNE WEASNOSCI MATERII

=
4

)
Bieum _E:.-m L - Emn B ewm Ezﬂn
u%’/ =
| — - - ) "'rr

T

Rysunek 18.4.4: a) Model petli z pradem dla elektronu krazacego w atomie,
umieszczonym w niejednorodnym polu magnetycznym B.cun b) Ladunek —e
porusza si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara; zwiazany
z tym umowny prad o natezeniu I ptynie zgodnie z ruchem wskazowek ze-
gara. c) Sily magnetyczne dF po lewej i prawej stronie petli, widziane w
plaszczyznie petli. Wypadkowa sita dziatajaca na petle jest skierowana do
géry. d) Ladunek —e porusza sie teraz zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
e) Wypadkowa sita dziatajaca na petle jest skierowana w dot
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18.5 Materialy magnetyczne

Kazdy elektron w atomie ma orbitalny moment magnetyczny i spinowy mo-
ment magnetyczny, ktore dodaja si¢ wektorowo. Wypadkowa tych dwoch
wielkosci dodaje sie wektorowo do podobnych wektoréw wypadkowych dla
wszystkich innych elektronéow w atomie. Ponadto wypadkowy wektor dla
kazdego atomu dodaje sie do wypadkowych wektoréw dla wszystkich innych
atoméw w probee materiatu. Jezeli suma tych wszystkich momentéw magne-
tycznych wytwarza pole magnetyczne, to o materiale mowimy, ze ma wta-
sciwosci magnetyczne. Sa trzy gtowne rodzaje magnetyzmu: diamagnetyzm,
paramagnetyzm i ferromagnetyzm.

1. Diamagnetyzm wykazuja wszystkie powszechnie spotykane materiaty,
ale jest to zjawisko tak stabe, ze jest niedostrzegalne, jesli material
wykazuje rowniez magnetyzm jednego z dwoch pozostatych rodzajow.
W materiatach diamagnetycznych stabe momenty magnetyczne sa in-
dukowane w atomach, gdy material jest umieszczony w zewnetrznym
polu magnetycznym Ezewn. Suma tych wszystkich indukowanych mo-
mentow magnetycznych wytwarza w caltym materiale stabe wypadkowe
pole magnetyczne. Momenty magnetyczne, wraz z ich wypadkowym
polem znikaja, gdy usuniemy B.cwn. Termin material diamagnetyczny
zwykle odnosi sie do materiatéw, ktore wykazuja tylko diamagnetyzm.

2. Paramagnetyzm wykazuja materiaty zawierajace pierwiastki przejsciowe,
pierwiastki ziem rzadkich: lantanowce, oraz aktynowce. Kazdy atom
takiego materialu ma trwaty wypadkowy moment magnetyczny, ale
momenty sa zorientowane przypadkowo i material jako calo$¢ nie wy-
twarza wypadkowego pola magnetycznego. Jednakze zewnetrzne pole
magnetyczne Szewn moze czeSciowo uporzadkowaé¢ momenty magne-
tyczne atomow, wytwarzajac wypadkowe pole magnetyczne w mate-
riale. Uporzadkowanie i zwiazane z nim pole znika, gdy usuniemy
ﬁzewn. Termin materiat paramagnetyczny zwykle odnosi si¢ do ma-
teriatow, dla ktorych paramagnetyzm jest dominujaca wtasciwoscia.

3. Ferromagnetyzm jest wlasciwoscig zelaza, niklu i niektorych innych
pierwiastkow (a takze zwiazkow i stopéw tych pierwiastkéw). Momenty
magnetyczne niektérych elektronéw w tych materiatach sg uporzadko-
wane, dzieki czemll powstaja obszary o duzym momencie magnetycz-
nym. Zewnetrzne pole B.cwn moze wowezas porzadkowa¢ momenty ma-
gnetyczne tych obszaréw, wytwarzajac silne pole magnetyczne w probce
materiatu. To pole sie czesciowo utrzymuje, gdy usuniemy B.cuwn. Zwy-
kle uzywamy terminu material ferromagnetyczny lub nawet terminu
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potocznego material magnetyczny, gdy odnosimy sie do materialow,
dla ktérych ferromagnetyzm jest dominujaca whasciwoscia,

W nastepnych trzech paragrafach zbadamy te trzy rodzaje magnetyzmu.

18.5.1 Diamagnetyzm

e Nie mozemy na razie omowi¢ diamagnetyzmu, stosujac prawa fizyki
kwantowej, ale mozemy dostarczy¢ klasycznego wyjasnienia tego zja-
wiska na podstawie modelu petli z pradem, przedstawionego na rysun-
kach i I84.4 Na wstepie przyjmijmy, ze w atomie materiatu
diamagnetycznego kazdy elektron moze krazy¢ po orbicie zgodnie (jak
na rysunku [8Z44d) lub przeciwnie (jak na rysunku I8Z4b) do ruchu
wskazowek zegara. Aby wyttumaczy¢ brak wlasciwo$ci magnetycznych
pod nieobecno$¢ zewnetrznego pola magnetycznego ﬁzewn, zaktadamy;,
ze atom nie ma wypadkowego momentu magnetycznego. Oznacza to,
ze przed przytozeniemBzewn tyle samo elektronow krazyto w kazdym
z kierunkéw, a wigc catkowity moment magnetyczny atomu skierowany
do géry byt rowny catkowitemu momentowi magnetycznemu skierowa-
nemu w dot.

e Przylézmy teraz niejednorodne pole ﬁzewn, jak na rysunku [I847h, na
ktorym wektor Ezewn jest skierowany do gory, a linie pola sie rozbie-
gaja. Mozemy to zrobi¢, zwickszajac natezenie pradu w elektroma-
gnesie lub przesuwajac péiocny biegun magnesu od dotu w kierunku
orbity elektronu. Gdy wartosé Ezewn rosnie od zera az do koncowej,
maksymalnej wartosci w stanie ustalonym, zgodnie z prawem Faradaya
i reguta Lenza wzdtuz kazdej orbity elektronu indukuje sie pole elek-
tryczne, skierowane zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Zobaczmy
teraz, jak to indukowane pole elektryczne wptywa na ruch elektronéw

po orbicie, na rysunkach I84.4b i d.

e Na rysunku[I84.4b elektron, poruszajacy sie przeciwnie do ruchu wska-
zowek zegara, jest przyspieszany przez pole elektryczne zgodne z ru-
chem wskazowek zegara. Tak wiec, gdy indukcja magnetyczna Ezewn
osigga wartos¢ maksymalng, predkosé elektronu rowniez osigga maksi-
mum. Oznacza to, ze rosnie zaré6wno umowny prad o natezeniu I, jak
i skierowany w dot moment magnetyczny fi, zwigzany z tym pradem.

e Na rysunku[I8Z.4d elektron, poruszajacy sie zgodnie z ruchem wskazo-
wek zegara, jest spowalniany przez pole elektryczne, skierowane rowniez
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Zatem w tym przypadku maleje
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zaréwno predkosé elektronu, jak i prad o natezeniu I oraz skierowany
w gére moment magnetyczny fi zwiazany z tym pradem. Tak wiec
wlaczajac pole ﬁzewn, wytworzyliSmy w atomie wypadkowy moment
magnetyczny skierowany do dotu. Takie samo zjawisko zachodzitoby,
gdyby zewnetrzne pole magnetyczne byto jednorodne.

e Niejednorodnos¢ pola B.cun oddzialuje réwniez na atomy materiatu
diamagnetycznego. Natezenie pradu I na rysunku[I8Z4.4b rosnie, a wiec
sity magnetyczne dF, skierowane do gory.na rysunku I844k, réwniez
rosng, podobnie jak skierowana do gory wypadkowa sita dziatajaca na
petle z pradem. Natezenie pradu I na rysunku [I8.4.4d maleje, a wiec
sity magnetyczne dF, skierowane w doél na rysunku I844e réwniez
maleja, podobnie jak skierowana w dot wypadkowa sita, dziatajaca na
petle z pradem. Tak wiec wlaczajac niejednorodne pole B.cuwn wytwo-
rzylisSmy wypadkowsq site, dziatajaca na atom. Ponadto sita ta jest
skierowana od obszaru, w ktorym pole magnetyczne jest silniejsze.

e Nasze rozumowanie dotyczyto fikcyjnych orbit elektronéw (petli z pra-
dem), ale uzyskalismy w koncu dokladny opis tego, co dzieje sie z ma-
teriatem diamagnetycznym. Jezeli przytozymy pole magnetyczne z ry-
sunku [I84.4 to w probce materialu powstaje moment magnetyczny
skierowany w dot, a sita dzialajaca na prébke jest skierowana do gory.
Gdy usuniemy pole, znika zarowno moment magnetyczny, jak i sita.
Wektor indukcji pola zewnetrznego nie musi by¢ skierowany tak, jak
na rysunku; podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla innego
ustawienia wektora ﬁzewn. Mowigce ogdlnie:

W materiale diamagnetycznym umieszczonym w zewnetrz-
nym polu magnetycznym ﬁzewn powstaje moment magne-
tyczny skierowany przeciwnie do ﬁzewn. Jezeli pole jest nie-
jednorodne. to material diamagnetyczny jest wypychany z
obszaru silniejszego pola magnetycznego do obszaru stab-
szego pola.

e Zaba pokazana na zdjeciu [[8 4.1 na poczatku tego rozdziatu ma wtasci-
wosci diamagnetyczne (podobnie jak inne zwierzeta). Gdy zabe umiesz-
czono w niejednorodnym polu magnetycznym w poblizu géornego konca
pionowego solenoidu zasilanego pradem, kazdy atom, z ktorego sktada
sie ciato zaby, byl odpychany do gory, coraz dalej od obszaru silniej-
szego pola magnetycznego. Zaba poruszata sie wiec ku gérze, w strone
coraz stabszego pola magnetycznego az do chwili, w ktorej sita magne-
tyczna skierowana do gory zréwnowazyla site ciezkosci i wtedy zaba za-
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wistanieruchomo w powietrzu. Gdybysmy zbudowali dostatecznie duzy
solenoid, moglibysmy w podobny sposéb umiesci¢ nad nim cztowieka,
ktory unositby sie w powietrzu dzigki swoim wlasciwosciom diamagne-
tycznym.

18.5.2 Paramagnetyzm

Rysunek 18.5.1: Prébka cieklego tlenu unosi si¢ miedzy dwoma nabiegunni-
kami magnesu, gdyz ciecz wykazuje wlasciwos$ci paramagnetyczne i dlatego
jest przyciagana przez magnes

o W materialach paramagnetycznych spinowe i orbitalne momenty ma-
gnetyczne elektronow w kazdym atomie nie kompensuja sie, ale dodaja
sie wektorowo, wytwarzajac w atomie wypadkowy (i trwalty) moment
magnetyczny gi. Pod nieobecno$é zewnetrznego pola magnetycznego
te atomowe momenty magnetyczne sa zorientowane przypadkowo, a
catkowity moment magnetyczny materiatu jest rowny zeru. Gdy jed-
nak umie$cimy probke materiatu w zewnetrznym polu magnetycznym
Ezewn, momenty magnetyczne ustawiajg sie wzdtuz kierunku wektora
indukcji pola, w wyniku czego w probce powstaje wypadkowy moment
magnetyczny. To uporzadkowanie w kierunku wektora indukcji pola
zewnetrznego jest przeciwne do tego, ktore obserwowaliSmy w materia-
tach diamagnetycznych.

W materiale paramagnetycznym umieszczonym w zewnetrz-
nym polu magnetycznym B,.,, powstaje moment magne-
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tyczny skierowany zgodnie z B.ewn. Jezeli pole jest niejed-
norodne, to material paramagnetyczny jest przyciggany do
obszaru silniejszego pola magnetycznego z obszaru stabszego
pola.

e Préobka paramagnetyczna sktadajaca sie z N atomow miataby moment
magnetyczny o wartosci Ny, gdyby uporzadkowanie dipoli atomowych
byto catkowite. Jednak podczas przypadkowych zderzen atomoéw, za-
chodzacych na skutek ich ruchu termicznego miedzy atomami przeka-
zywana jest energia, niszczac ich uporzadkowanie, a wiec zmniejszajac
moment magnetyczny probki.

e /maczenie zderzen atomoéw moze by¢ ocenione przez poréwnanie dwoch
energii. Jedna z nich, wynikajaca z réwnania (20.24), jest srednia
energia kinetyczng w ruchu postepowym, Ej = %kT, dla atomu w
temperaturze T, gdzie k jest stala Boltzmanna (1.38 - 10723 J/K), a
T jest wyrazone w kelwinach (a nie w stopniach Celsjusza). Druga
energia, wynikajaca z rownania (29.38), jest réwna réznicy energii,
AFEp = 2iuB,cyn, odpowiadajacych rownolegtemu i antyrownolegtemu
ustawieniu momentu magnetycznego atomu w polu zewnetrznym. Jak
wykazemy nizej, dlaltypowych wartosci temperatury i indukeji magne-
tycznej By >> AFEp. Tak wiec przekazywanie energii podczas zderzen
moze znacznie zaburzy¢ uporzadkowanie atomowych momentéw ma-
gnetycznych, powodujac, ze moment magnetyczny probki jest znacznie
mniejszy od Np,

e Stopien namagnesowania probki paramagnetycznej mozemy wyrazic,
obliczajac stosunek momentu magnetycznego probki do jej objetosci.
Te wektorows wielko$¢, moment magnetyczny na jednostke objetosci,
nazywamy namagnesowaniem M probki, a jej warto$¢ wynosi:

zmaerzony moment magnetyczyny

M =
V

(18.5.1)

Jednostka M jest amper razy metr kwadratowy na metr szeScienny,
czyli amper na metr (A/m). Calkowite uporzadkowanie atomowych
momentéw magnetycznych, zwane nasyceniem probki, odpowiada mak-
symalnej wartosci M,q. = Nu/V.

e W roku 1895 Piotr Curie wykazal do$wiadczalnie, ze namagnesowanie

probki paramagnetycznej jest wprost proporcjonalne do indukcji ma-
gnetycznej B..., Probka ciektego tlenu unosi si¢ miedzy i odwrotnie
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proporcjonalne do temperatury 7', mierzonej w kelwinach, czyli:

B
M =(C—=2= 18.5.2
- (185.2)

e Roéwnanie znane jest jako prawo Curie, a C' nazywamy stata
Curie. Prawo Curie mozna uzasadni¢ tym, ze zwiekszanie B, powo-
duje wzrost uporzadkowania atomowych momentow magnetycznych w
probee, a wiec wzrost M, podczas gdy zwickszanie T powoduje zwiek-
szanie liczby zderzen, ktore zaklocaja uporzadkowanie i zmniejszaja
M. Jednak prawo Curie jest w rzeczywistosci przyblizeniem, ktore jest
stuszne tylko wtedy, gdy stosunek B..,,/T jest niezbyt duzy.

10 Arawo St ' '
Curie/ &
g 075 .

. ’ 130K

= 200K

%050 30K
/ 421K

025 leoria kwaniows
0

w20 3 4
Breyn/T [TIK]

Rysunek 18.5.2: Krzywa magnesowania dla siarczanu chromowo-potasowego
(soli paramagnetycznej). Na wykresie przedstawiono stosunek namagneso-
wania M soli do maksymalnego mozliwego do osiagniecia namagnesowania
M 4z 5 jako funkcje stosunku indukeji magnetycznej B. e, przytozonego pola
do temperatury 7. Dane po lewej stronie wykresu sa zgodne z prawem Curie;
wszystkie dane sa zgodne z teoria kwantowa (z pracy W. E. Henry’ego)
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e Na rysunku przedstawiono wykres stosunku M /M,,,, jako funk-
cji Bewn/T, dla prébki soli, siarczanu chromowo-potasowego-wktérej
jony chromu sa substancja paramagnetyczna. Wykres taki nazywamy
krzywa magnesowania. Linia prosta, przedstawiajaca prawo Curie,jest
zgodna z danymi doswiadczalnymi po lewej stronie wykresu, dla B,y /T
ponizej okoto 0.5 T/K. Krzywa, zgodna ze wszystkimi punktami do-
swiadczalnymi, wynika z teorii kwantowej. Dane po prawej stronie wy-
kresu, w poblizu nasycenia, jest bardzo trudno otrzyma¢, gdyz wyma-
gaja bardzo silnych pdl magnetycznych (okoto 100 000 razy wiekszych
od ziemskiego pola magnetycznego) nawet w bardzo niskich tempera-
turach.

18.5.3 Ferromagnetyzm

e Kiedy w jezyku potocznym mowimy o magnetyzmie, niemal zawsze
mamy na mysli magnes sztabkowy lub magnes w ksztalcie krazka, by¢
moze przyczepiony do drzwi lodowki. Innymi stowy, wyobrazamy sobie
wowczas materiat ferromagnetyczny o silnych i trwatych wlasciwosciach
magnetycznych, a nie material diamagnetyczny lub paramagnetyczny,
ktorego wlasciwosci magnetyczne sg stabe i nietrwate.

e Zelazo, kobalt, nikiel, gadolin, dysproz i stopy zawierajace te pier-
wiastki wykazujg ferromagnetyzm; jego zrédltem jest zjawisko kwan-
towe, zwane oddzialywaniem wymiennym, podczas ktorego spiny elek-
tronéw w jednym atomie oddziatuja ze spinami elektronéow w sasiednich
atomach. W wyniku tego pojawia si¢ uporzadkowanie momentéw ma-
gnetycznych atoméw, mimo iz zderzenia miedzy atomami daza do ich
przypadkowego ustawienia. To trwate uporzadkowanie pocigga za soba
trwate wlasciwosci magnetyczne substancji ferromagnetycznych.

e Jezeli temperatura materiatu ferromagnetycznego przekracza pewna
krytyczna wartosé, zwang temperaturg Curie, to ferromagnetyzm sub-
stancji zanika. Wigkszo$¢ takich materiatow staje sie wtedy po prostu
paramagnetykami - ich momenty magnetyczne usitujg nadal ustawiac
si¢ zgodnie z polem zewnetrznym, lecz jest to zjawisko znacznie stabsze,
a zderzenia atomow moga tatwiej zniszczy¢ uporzadkowanie. Tempe-
ratura Curie dla zelaza jest réwna 1043 K (= 770°C).

e Namagnesowanie materialu ferromagnetycznego, takiego jak zelazo,

mozemy bada¢ w uktadzie zwanym pierscieniem Rowlanda (rys. [85.3)).
Badany materiat ma ksztalt cienkiego torroidalnego rdzenia o przekroju
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Rysunek 18.5.3: Pierscien Rowlanda. Prad o natezeniu Ip ptynie w cewce
pierwotnej P, ktérej rdzeniem jest badany material ferromagnetyczny (w na-
szym przypadku zelazo), magnesowany w wyniku przepltywu pradu. (Zwoje
cewki przedstawione sa w postaci czarnych kropek). Stopien namagnesowa-
nia rdzenia wyznacza catkowity indukcje B w cewce P. Indukcje pola B
mozna zmierzy¢ za pomocs cewki wtornej S

kotowym. W cewce pierwotnej P, majacej n zwojow na jednostke diu-
gosci 1 nawinietej na rdzeniu, plynie prad o natezeniu Ip. (Cewka
jest w istocie dtugim solenoidem, ktéremu nadano ksztalt pierscienia).
Gdyby nie byto rdzenia zelaznego, wartosé¢ indukeji magnetycznej we-
wnatrz cewki bylaby réowna, zgodnie ze wzorem (I5.4.5]):

By = polpn (18.5.3)
e Jednakze w obecnosci rdzenia zelaznego, indukcja magnetyczna B we-
wnatrz cewki jest zazwyczaj znacznie wieksza niz B,. Jej warto$¢ moze

by¢ zapisana jako:
B = By+ By (18.5.4)
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gdzie B)s jest wartoscig indukcji magnetycznej pola, pochodzacego od
rdzenia zelaznego. Ten przyczynek wynika z uporzadkowania atomo-
wych momentéw magnetycznych w zelazie, zachodzacego pod wpty-
wem oddziatywania wymiennego i przytozonego pola magnetycznego
By. Przyczynek By, jest proporcjonalny do namagnesowania M ze-
laza, jest wiec proporcjonalny do momentu magnetycznego zelaza na
jednostke objetosci. Aby wyznaczy¢ B), mierzymy B za pomocg cewki
wtornej S, obliczamy By z rownania [[85.3]i odejmujemy te dwie wiel-
kosci zgodnie z rownaniem [I8.5.4]

0 2 4 & B 10 12 14
By [107*T)

Rysunek 18.5.4: Krzywa magnesowania dla rdzenia z materialu ferroma-
gnetycznego umieszczonego w pierscieniu Rowlanda, jak na rysunku I8.5.3
Liczba 1 na osi pionowej odpowiada catkowitemu uporzadkowaniu dipoli ato-
mowych (nasyceniu) wewnatrz materiatu

e Na rysunku [I85.4 przedstawiono krzywag magnesowania dla materiatu
ferromagnetycznego, umieszczonego w pierscieniu Rowlanda. Stosunek
B/ Barmazs 8dzie Bapmas jest maksymalna wartoscia By, odpowia-
dajaca nasyceniu, zostal wykreslony w funkcji By. Ten wykres przy-
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pomina rysunek I85.2 czyli krzywa magnesowania dla substancji pa-
ramagnetycznej. Obie krzywe pokazuja, do jakiego stopnia przytozone
pole magnetyczne moze uporzadkowac¢ atomowe momenty magnetyczne
w materiale.

e W rdzeniu ferromagnetycznym, ktérego dotyczy rysunek I85.4] upo-
rzadkowanie momentéw magnetycznych dla By ~ 1 -107% T wynosi
okoto 70% uporzadkowania catkowitego. Gdyby zwiekszy¢ By do 1
T, uporzadkowanie byloby niemal catkowite (niestety, pole o induk-
cji Bp =1 T, odpowiadajace niemal catkowitemu nasyceniu, jest dosé¢
trudno osiagnac).

18.5.4 Domeny magnetyczne

Rysunek 18.5.5: a) Uktadu domen w nienamagnesowanym krysztale niklu.
Niebieskie linie wskazujg granice domen. Zotte strzatki, pokazujg ustawienie
chaotyczne dipoli magnetycznych wewnatrz domen, a wiec ustawienie wy-
padkowych dipoli magnetycznych domen. Krysztal jako catos¢ nie jest na-
magnesowany, b) Zotte strzalki, pokazuja ustawienie dipoli magnetycznych
wewnatrz krysztatu w jednym kierunku. Krysztat jako cato$¢ jest namagne-
sowany,
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e Oddzialywanie wymienne wytwarza silne uporzadkowanie sasiednich
dipoli atomowych w materiale ferromagnetycznym o temperaturze niz-
szej od temperatury Curie. Dlaczego wiec ten material nie jest w stanie
nasycenia, nawet gdy nie ma przytozonego pola magnetycznego By? In-
nymi stowy, dlaczego nie kazdy kawalek zelaza, taki jak gwozdz, jest
naturalnym silnym magnesem?

e Aby to zrozumieé¢, wezmy pod uwage probke materiatu ferromagne-
tycznego, np. zelaza, w postaci monokrysztatu. Oznacza to, ze uktad
atomow, czyli sie¢ krystaliczna, rozcigga sie z niezaktdcong regularno-
Scig w catej objetosci probki. Taki krysztal w normalnych warunkach
sktada sie z wielu domen magnetycznych. Sa to obszary krysztahu,
w ktorych uporzadkowanie dipoli atomowych jest w istocie catkowite.
Jednak domeny nie sg uporzadkowane. W catym krysztale domeny sa
zorientowane w taki sposob, ze ich wpltyw na zjawiska magnetyczne na
zewnatrz krysztalu w duzym stopniu sie znosi.

e Rysunek jest powickszonym zdjeciem takiego uktadu domen
w monokrysztale niklu. Zdjecie zostato zrobione po spryskaniu po-
wierzchni krysztatu koloidalng zawiesing drobno sproszkowanego tlenku
zelaza. Granice domen sg waskimi obszarami, w ktorych uporzadkowa-
nie elementarnych dipoli zmienia si¢ od pewnego ustawienia w jednej
domenie do innego ustawienia w drugiej domenie. Na granicach do-
men wystepuja silnie zlokalizowane i niejednorodne pola magnetyczne
o duzej indukcji. Czastki zawiesiny koloidalnej sa przyciagane do tych
granic i pojawiaja si¢ na zdjeciu jako niebieskie linie. Chociaz dipole
atomowe w kazdej domenie sg catkowicie uporzadkowane, co pokazano
za pomocy strzatek, krysztat jako catos¢ moze mie¢ bardzo maty wy-
padkowy moment magnetyczny.

o W rzeczywistosdci kawalek zelaza, z jakim mamy zwykle do czynienia,
nie jest monokrysztatem, ale polikrysztatem, czyli zbiorem wielu ma-
tych, przypadkowo utozonych krysztatkow. Natomiast kazdy kryszta-
tek sktada sie z réznie zorientowanych domen, jak na rysunku I8.5.5h.
Jezeli bedziemy magnesowac taka probke, umieszczajac ja w zewnetrz-
nym polu magnetycznym o stopniowo rosngcej wartosci indukeji, to
wywolamy dwa zjawiska, ktore tacznie doprowadza do powstania krzy-
wej magnesowania o ksztalcie pokazanym na rysunku I85.4l Jednym
ze zjawisk jest wzrost rozmiarow domen, zorientowanych wzdtuz pola
zewnetrznego, kosztem domen zorientowanych w innych kierunkach.
Drugie zjawisko polega na zmianie ustawienia dipoli wewnatrz domeny
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jako calosci, tak aby to ustawienie byto zblizone do kierunku wektora
indukcji pola.

e Oddziatywania wymienne i zmiany orientacji domen daja nastepujacy
wynik:

W materiale ferromagnetycznym umieszczonym w zewnetrz-
nym polu magnetycznym ﬁzewn powstaje silny moment ma-
gnetyczny, skierowany zgodnie z B.ewn . Jezeli pole jest nie-
jednorodne. to material ferromagnetyczny jest przyciagany
do obszaru silniejszego pola magnetycznego z obszaru stab-
szego pola.

e Mozemy nawet ustysze¢ dzwick powstajacy przy zmianie orientacji
domen. Wtaczamy magnetofon kasetowy w pozycji odtwarzania, nie
wktadajac kasety (lub wktadajac czysta kasete) i ustawiamy regulator
gltosnosci w pozycji maksimum. Nastepnie przyblizamy silny magnes
do glowicy odtwarzajacej (ktora jest ferromagnetyczna). Pole magne-
tyczne powoduje, ze domeny magnetyczne w glowicy gwattownie zmie-
niaja orientacje, co zmienia indukcje magnetyczng w cewce nawiniete;j
wokot gtowicy. Powstajace prady, indukowane w cewce, sa wzmacniane
i przesytane do gtosnika, ktory wytwarza syczacy dzwiek.

18.5.5 Histereza

e Krzywe magnesowania dla materialéw ferromagnetycznych nie wracaja
do punktu poczatkowego, gdy zwieckszamy, a nastepnie zmniejszamy
indukcje zewnetrznego pola magnetycznego By. Na rysunku
przedstawiono wykres B jako funkcji By, otrzymany podczas nastepu-
jacych pomiaréw, wykonanych w pierscieniu Rowlanda: 1) Zaczynajac
od nienamagnesowanego zelaza (punkt a) zwiekszamy natezenie pradu
w toroidzie, az By = puoln osiaggnie wartos¢ odpowiadajaca punktowi
b; 2) zmniejszamy natezenie pradu w uzwojeniu toroidu (a wiec By) z
powrotem do zera (punkt c); 3) zmieniamy kierunek pradu w toroidzie
na przeciwny i zwickszamy natezenie pradu, az By osiagnie wartosc,
odpowiadajaca punktowi d; 4) ponownie zmniejszamy natezenie pradu
do zera (punkt e); 5) jeszcze raz odwracamy kierunek pradu az do
osiggniecia ponownie punktu b.

e Brak powtarzalnosci, pokazany na rysunku [I8.5.6] nazywamy histereza,
a krzywa bcdeb nazywamy petla histerezy. Zauwaz, ze w punktach cie
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By

Rysunek 18.5.6: Krzywa magnesowania (ab) dla probki ferromagnetyka i
zwiazana z nia petla histerezy (bcdeb)

rdzen zelazny jest namagnesowany, chociaz prad nie ptynie w uzwojeniu
toroidu. Jest to znane zjawisko trwalego namagnesowania.

e Histereze mozna zrozumie¢, biorac pod uwage pojecie domen magne-
tycznych. Okazuje sie, ze ruchy granic domen i zmiany ich ustawienia
nie sa catkowicie odwracalne. Gdy indukcja B, przytozonego pola ro-
Snie, a nastepnie maleje do wartosci poczatkowej, domeny nie wracaja
catkowicie do poczatkowego utozenia, ale zachowuja pewng “pamie¢”
uporzadkowania po poczatkowym wzroscie pola. Ta pamieé¢ materia-
tow magnetycznych jest podstawowa wlasciwoscia wykorzystywana do
magnetycznego gromadzenia informacji, na przyktad w kasetach ma-
gnetofonowych i dyskach komputerowych.

e Pamie¢¢ uporzadkowania domen moze takze wystapi¢ w naturze. Gdy
uderzenie pioruna wywotuje prady, ptynace w ziemi licznymi kretymi
drogami, silne pola magnetyczne, ktore wtedy powstaja, moga nama-
gnesowaé materialy ferromagnetyczne, znajdujace sie w pobliskich ska-
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tach. 7 powodu histerezy taki material skalny zachowuje czesciowo
swoje namagnesowanie po uderzeniu pioruna (i po ustaniu przepltywu
pradéw). Odtamki skaly, wystawione p6zniej na dziatanie wietrzenia,
pokruszone i rozdrobnione, sg kawatkami magnetytu.
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Rozdziat 19

Pola elektromagnetyczne i
rownania Maxwella

Symetria jest bardzo wazna w fizyce, dlatego tez warto zapytac, czy zjawisko
indukcji moze zachodzi¢ w przeciwnym kierunku, tzn. czy zmienny strumien
elektryczny moze indukowaé¢ pole magnetyczne? OdpowiedZ na to pytanie
natura dala pozytywna, a rownanie indukcji Faradaya i rownianie Ampere’a
staly sie jakby symetrycznym odbiciem, w ktérych pole elektryczne i pole
magnetyczne graja podobne role.

Rysunek 19.0.1: a) Kondensator ptaski, pokazany z boku, jest tadowany
stalym pradem o natezeniu /. b) Widok z wnetrza kondensatora w kierunku
prawej oktadki. Pole elektryczne jest jednorodne i skierowane za ptaszczyzne
rysunku (czyli do oktadki), a jego natezenie rosnie, gdy zwicksza sie tadu-
nek na oktadkach kondensatora. Pole magnetyczne ]§, indukowane przez to
zmienne pole elektryczne jest pokazane w czterech punktach, lezacych na
okregu o promieniu r, mniejszym od promienia oktadki R
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19.1 Uogdlnienie prawa Ampere’a

Jako przyktad tego typu zjawiska indukcji, rozwazymy proces tadowania kon-
densatora plaskiego o kotowych oktadkach (rys. [9.0.Th). (Chociaz skupimy
sie teraz na tym szczegdlnym uktadzie, zmienny strumien elektryczny, kie-
dykolwiek si¢ pojawi, bedzie zawsze indukowal pole magnetyczne). Zakta-
damy, ze prad staty o natezeniu I, ptynacy w doprowadzeniach kondensatora,
zwigksza ze stala szybkoscig tadunek na jego oktadkach. Zatem wartos¢ na-
tezenia pola elektrycznego miedzy oktadkami musi rowniez rosna¢ ze staty
szybkoscig.

Rysunek 19.1.1: Jednorodne pole magnetyczne B w obszarze w ksztalcie
kota. Pole jest skierowane za ptaszczyzne rysunku, a jego indukcja rosnie.
Pole elektryczne f}, indukowane przez zmienne pole magnetyczne, jest poka-
zane w czterech punktach lezacych na okregu wspotsrodkowym z kotowym
obszarem. Pordéwnaj ten przypadek z przypadkiem, przedstawionym na ry-

sunku [9.0.Th

o W rozdziale [[6 dowiedzieliSmy sie, ze zmienny strumien magnetyczny
indukuje pole elektryczne i otrzymalismy prawo indukcji Faradaya w
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postaci:
- ddp
E-ds=— 19.1.1
¢ = (19.1.1)

E jest tutaj natezeniem pola elektrycznego, indukowanego wzdtuz za-
mknietego konturu przez zmienny strumienn magnetyczny (®p, objety
tym konturem.

Réwnanie opisujace indukowanie pola magnetycznego jest niemal sy-
metrycznym odbiciem réwnania [9.1.11 Mozemy je zapisaé jako:

ddp

74]?. 8 = pgco— (19.1.2)

B jest tutaj indukcja magnetyczng pola indukowanego wzdtuz zamknie-
tego konturu przez zmienny strumien elektryczny ® g, objety tym kon-
turem.

Na rysunku I9.0.Ib przedstawiono prawg okladke kondensatora z ry-

sunku [9.0.Th, widziang od strony obszaru miedzy oktadkami. Nate-

zenie pola elektrycznego jest skierowane za ptaszczyzne rysunku. Roz-

wazmy kontur w ksztalcie okregu, przechodzacy przez punkt 1. Srodek

konturu lezy na osi taczacej srodki oktadek kondensatora, a jego pro-

mien jest mniejszy od promienia oktadek. Poniewaz natezenie pola

elektrycznego przechodzacego przez kontur zmienia si¢, musi sie zmie-

nia¢ rowniez strumien elektryczny, przechodzacy przez ten kontur. Zgod-
nie z rOwnaniem ten zmienny strumien indukuje pole magne-

tyczne wzdtuz konturu.

Mozna wykaza¢ doswiadczalnie, ze pole magnetyczne B istotnie jest
indukowane wzdtuz takiego konturu i skierowane tak, jak pokazano na
rysunku. Indukcja magnetyczna tego pola ma taka samg wartosé¢ w
kazdym punkcie konturu, ma wiec symetrie walcowa wokot osi konden-
satora.

Jezeli teraz rozwazymy wigkszy kontur, przechodzacy np. przez punkt 2
na zewnatrz okladek na rysunku[I9.0.Th i b, to przekonamy si¢, ze pole
magnetyczne bedzie indukowane réwniez wzdtuz tego konturu. Zatem
gdy pole elektryczne sie zmienia, pole magnetyczne jest indukowane
miedzy oktadkami, zarowno wewnatrz, jak i na zewnatrz szczeliny kon-
densatora. Gdy pole elektryczne przestaje sie zmienia¢, indukowane
pole magnetyczne znika.
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e Cho¢ réownanie jest podobne do réwnania [9.1.T] réwnania te
roznig si¢ pod dwoma wzgledami. Po pierwsze, w rownaniu
wystepuja dwie dodatkowe wielkosci g 1 €g, ale ich obecno$é jest wy-
tacznie skutkiem tego, ze uzywamy jednostek uktadu SI. Po drugie,
w réwnaniu nie ma znaku minus, ktéry wystepuje w rownaniu
M9.T1 Oznacza to, ze indukowane pole elektryczne E jest skierowane
przeciwnie niz indukowane pole magnetyczne ]§, wytwarzane w podob-
nych warunkach. Aby zauwazy¢ te rdznice, przypatrzmy sie rysunkowi
M[9.1.1] na ktérym rosnace pole magnetyczne ]§, skierowane za ptasz-
czyzne rysunku, indukuje pole elektryczne E. Indukowane pole E jest
skierowane przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, a wiec przeciwnie
do kierunku indukowanego pola B na rysunku T9.0.1b.

e Przypomnij sobie teraz, ze lewa strona réwnania [9.1.2] czyli calka z
iloczynu skalarnego B - dS wzdluz zamknietego konturu, pojawita sie
roOwniez w innym rownaniu, a mianowicie w prawie Ampere’a:

fﬁwﬁ:m@ (19.1.3)
gdzie I, je natezeniem pradu, objetego konturem catkowania.

e Zatem nasze dwa rownania, ktore opisuja pole magnetyczne wytwo-
rzone sposobami innymi niz uzycie materiatu magnetycznego (tzn. przez
przeptyw pradu lub zmienne pole elektryczne), zawieraja pole magne-
tyczne, wyrazone doktadnie w tej samej postaci. Mozemy wiec potaczy¢
te dwa roéwnania, otrzymujac:

B dd
fB“k:W®E§+m% (19.1.4)

e Gdy istnieje prad, a nie ma zmiany strumienia elektrycznego (jak w
przypadku przewodu, w ktorym ptynie prad staly), pierwszy sktadnik
po prawej stronie rownania [9.1.4] jest réwny zeru, a réwnanie I9.1.4]
redukuje sie do prawa Ampere’a [9.1.31 Gdy zmienia sie strumien
elektryczny, ale nie ptynie prad (jak wewnatrz lub na zewnatrz szczeliny
ladowanego kondensatora), drugi sktadnik po prawej stronie réwnania
MI9.1.4 jest réwny zeru, a réwnanie [[9.1.4] redukuje sie do réwnania
indukeji

19.1.1 Prad przesuniecia

e Jedli poréwnamy dwa sktadniki po prawej stronie réwnania [9.1.4] to

zobaczymy, ze iloczyn eo% musi mie¢ wymiar natezenia pradu. Rze-
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m "‘
1, 1,

=
- - —
i-. L i*
+ 1 = .
S B B B
—N pole pole pole
- wywolane ane  wywolane
} prgdem/  pradem [,  pradem!
d b)

Rysunek 19.1.2: a) Prad przesunigcia o natezeniu I, miedzy oktadkami
kondensatora, ktéry jest tadowany pradem o natezeniu /. b) Reguta prawej
dtoni, stuzaca do wyznaczania kierunku indukcji magnetycznej pola wokot
przewodu, w ktérym ptynie rzeczywisty prad (jak po lewej stronie rysunku),
wskazuje réwniez kierunek indukeji magnetycznej pola wokét pradu przesu-
niecia (jak w srodku rysunku)

czywidcie, ten iloczyn jesli traktowany jako natezenie I,,, fikcyjnego

pradu, zwanego pradem przesuniecia:

dd
L. = eod—f (19.1.5)

e Aczkolwiek, ”przesuniecienie jest dobrym okresleniem, bo nic tu nie
zostaje przesuniete, ale uzywamy go bo jest obrazowe. Mozemy zatem
napisa¢ réwnanie [[9.1.4] w postaci:

f B - dS = jiply-p + 0l (19.1.6)

gdzie I, ., jest natezeniem pradu przesuniecia objetego konturem cal-
kowania.

e Zwr6émy uwage na proces tadowania kondensatora o kotowych oktad-
kach, jak na rysunku 09.1.2h. Rzeczywisty prad o natezeniu I, ktory
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taduje oktadki, powoduje zmiane natezenia pola elektrycznego E mie-
dzy okladkami. Fikcyjny prad przesunigcia o natezeniu I, wystepu-
jacy miedzy oktadkami, jest zwiazany z tym zmieniajacym si¢ polem
E. Sprébujmy, znalezé zalezno$¢ miedzy natezeniami tych pradow.

e Ladunek ¢ znajdujacy sie w pewnej chwili na oktadkach jest zwigzany
réwnaniem (26.4) z wartoscia natezenia E pola miedzy okladkami w
tej samej chwili:

q=€+oSE (19.1.7)

gdzie S jest polem powierzchni oktadek.

e Aby otrzymac natezenie rzeczywistego pradu I, rozniczkujemy roéwna-
nie [9.1.7 wzgledem czasu:

dq dE
S =l=ctos— (19.1.8)

e Aby otrzymac natezenie pradu przesuniecia I,,., korzystamy z réwna-
nia [9.T5 Zakladajac, ze pole elektryczne E miedzy dwiema oktad-
kami jest jednorodne (pomijamy jakiekolwiek pola rozproszone), mo-
zemy zastapic¢ strumien elektryczny ®p w tym réwnaniu przez wyraze-
nie £S. Zatem réwnanie przyjmuje postac:

dd;  d(ES) dE

Iprz = EOW = € dt = EQS% (1919)

e Porownujac réwnania 19.1.8 i [[9.1.9] widzimy, ze natezenie fikcyjnego
pradu przesunigcia I, miedzy oktadkami jest rowne natezeniu rzeczy-
wistego pradu I, tadujacego kondensator.

e Tak wiec mozemy traktowa¢ fikcyjny prad przesuniecia o natezeniu
I,,,. po prostu jako kontynuacje¢ rzeczywistego pradu o natezeniu 7, z
jednej oktadki, przez szczeling kondensatora, do drugiej oktadki. Pole
elektryczne jest rownomiernie roztozone na powierzchni oktadek, a wiec
to samo mozna powiedzie¢ o natezeniu fikcyjnego pradu przesuniecia
L, co pokazuje utozenie strzatek pradu na rysunku [9.1.2h. Chociaz
w rzeczywistosci zaden tadunek nie przechodzi przez szczeling miedzy
oktadkami, pojecie fikcyjnego pradu przesuniecia [, jest przydatne
do szybkiego wyznaczania kierunku i wartosci indukcji magnetycznej
indukowanego pola. Przekonamy sie o tym w nastepnym paragrafie.
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19.1.2 Wyznaczanie indukowanego pola magnetycznego

e W rozdziale [[H] stosujac regule prawej dtoni (rys. [5.01]), wyznaczyli-
smy kierunek wektora indukcji magnetycznej pola wytworzonego przez
rzeczywisty prad o natezeniu I. Mozemy zastosowaé te sama regute do
wyznaczenia kierunku wektora indukcji magnetycznej indukowanego
pola wytworzonego przez fikcyjny prad przesunigcia o natezeniu I,
jak pokazano w srodkowej czesci rysunku [9.1.2b w przypadku konden-
satora.

e Mozemy réwniez zastosowac I, do wyznaczenia wartosci indukeji ma-
gnetycznej pola indukowanego podczas tadowania kondensatora pta-
skiego, sktadajacego sie z rownolegltych, kotowych oktadek o promieniu
R. Po prostu traktujemy obszar miedzy oktadkami jako hipotetyczny
przewod o przekroju kotowym i promieniu R, w ktorym ptynie fikcyjny
prad o natezeniu Ip,.. 7 réwnania wynika, ze warto$é¢ indukeji
magnetycznej w punkcie znajdujacym sie wewnatrz kondensatora, w
odlegtosci r od osi jest réwna:

I Tz
B= (’;0 = > r (19.1.10)
m

e Podobnie z réwnania [5.3.4] wynika, ze wartosé¢ indukcji magnetycznej
pola w punkcie znajdujacym si¢ na zewnatrz kondensatora w odlegtosci
r od osi jest rowna:

‘[ Tz
B = Hocere (19.1.11)

2rr

19.2 Roéwnania i tecza Maxwella

e Réwnanie [[9.T.4] jest ostatnim sposrdd czterech podstawowych rownan
elektromagnetyzmu, nazywanych réwnaniami Maxwella i przedstawio-
nych w tabeli 19.2.

e Te cztery rownania wyjasniaja zjawiska w bardzo zréznicowanym za-
kresie, poczynajac od pytania, dlaczego kompas wskazuje kierunek pot-
nocny, a konczac na pytaniu, dlaczego samochdd rusza, gdy przekrecisz
kluczyk w stacyjce. Rownania te sg podstawa dzialania takich urza-
dzen elektromagnetycznych, jak: silnik elektryczny, cyklotron, nadaj-
nik i odbiornik telewizyjny, telefon, faks, radar i kuchenka mikrofalowa.

e Rownania Maxwella sa podstawa do wyprowadzenia wielu rownan, z
ktérymi zetkneliSmy sie juz, poczawszy od rozdziatu[lUl Sa one rowniez
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punktem wyjscia wielu rownan, bedacych wprowadzeniem do optyki, a
ktore beda omowione w rozdziatach nastepnych.

Tablica 19.2.1: Réwnania Maxwella

Nazwa Réwnanie
elektrostatyczne prawo Gaussa ¢ E-dS = %
magnetyczne prawo Gaussa $ B-dS=0
prawo Faradaya $ E-ds= — Lz

uogdlnione prawo Ampere’a | ¢ B.ds= ,uoeod;% + pol,

e Ukoronowaniem osiggnie¢ Jamesa Clerka Maxwella byto pokazanie, ze
wigzka $wiatta to rozchodzaca sie fala pdl elektrycznego i magnetycz-
nego - fala elektromagnetyczna, a tym samym, ze optyka, ktora zajmuje
si¢ badaniem Swiatta widzialnego. jest galezig elektromagnetyzmu. W
tym rozdziale dokonamy przejscia od jednej do drugiej dziedziny - za-
mkniemy nasza dyskusje zjawisk Scisle elektrycznych i magnetycznych
i stworzymy podstawy optyki.

e Za czaséw Maxwella (potowa XIX w.) jedynymi znanymi falami elek-
tromagnetycznymi byly: $wiatto widzialne oraz promieniowanie pod-
czerwone i nadfioletowe. Ale wtadnie prace Maxwella zdopingowaly He-
inricha Hertza i doprowadzity go do odkrycia tego, co dzisiaj nazywamy
fajami radiowymi, i wykazania. ze rozchodzg si¢ one w laboratorium z
predkoscia taka samag jak Swiatto.

e Znamy szerokie widmo (albo zakres) fal elektromagnetycznych, zilu-
strowane na rysunku [[9.2.1] ktére obdarzony wyobraZnia pisarz nazwat
“teczg Maxwella”. Zastandéwmy sie. jak dalece jesteSmy zanurzeni w fa-
lach elektromagnetycznych z catego ich widma. Dominujgcym zrodtem
promieniowania, w ktorym wyksztatciliSmy sie i do ktorego przysto-
sowalismy sie jako gatunek, jest Stonice . Ale tkwimy tez w gaszczu
sygnalow radiowych i telewizyjnych. Moga dosiega¢ nas mikrofale z
radarow i telefonicznych stacji przekaznikowych . Wokét sa takze fale
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Rysunek 19.2.1: Widmo fal elektromagnetycznych

wytwarzane w zarowkach, w nagrzanych silnikach samochodowych, w
aparatach rentgenowskich, w lampach btyskowych, a takze w zakopa-
nych materiatach promieniotwérczych. Ponadto dociera do nas pro-
mieniowanie z gwiazd i innych obiektéw naszej Galaktyki i z innych

galaktyk.

e Fale elektromagnetyczne wedruja rowniez w druga strone. Sygnaty te-
lewizyjne, wystane z Ziemi okoto 1950 roku, niosg teraz wiadomosci o
nas (aczkolwiek bardzo nikte, a wéréd nich epizody z serialu telewizyj-
nego I Love Lucy) do wszystkich mieszkancow kosmosu. niezaleznie od
stopnia technicznego zaawansowania ich cywilizacji, na kazdej z planet,

ktore mogtyby okrazac ktéras z najblizszych 400 gwiazd.

e Podzialki skali dtugosci fali na rysunku [[9.21] (i odpowiednio skali cze-
stosci) sa kolejnymi potegami liczby 10. Skala nie ma koncéw, nie ma
bowiem zadnego naturalnego ograniczenia dtugosci fali elektromagne-

tycznej z zadnej ze stron.

e Na rysunku [9.2.1] niektére zakresy widma fal elektromagnetycznych
opatrzone sa znajomymi etykietkami, jak np. promieniowanie rentge-
nowskie i fale radiowe. Te etykietki odnotowuja z grubsza zdefiniowane
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Rysunek 19.2.2: Wgzgledna czutos¢ przecietnego ludzkiego oka na fale elek-
tromagnetyczne o réznej dtugosci. Ta czes¢ widma promieniowania elektro-
magnetycznego. na ktora czule jest ludzkie oko. nosi nazwe zakresu widzial-
nego

zakresy dtugosci fali, w ktérych powszechnie uzywa sie pewnych, okre-
Slonych 7zrédet i detektoréw fal elektromagnetycznych. Inne zakresy na
rysunku [[9.2.7] jak np. te oznaczone jako zakresy radiowe badz telewi-
zyjne, reprezentujg okreslone dtugosci pasm przypisanych prawnie do
celow komercyjnych badz innych zastosowan . W widmie elektromagne-
tycznym nie ma przerw i wszystkie fale elektromagnetyczne, niezaleznie
od tego, do jakiego zakresu widma naleza , rozchodza sie w prézni (w
przestrzeni kosmicznej) z taka sama predkoscia c.

e Dla nas szczegdlnie interesujacym zakresem widma jest oczywiscie za-
kres widzialny. Na rysunku zilustrowano wzgledng czuto$é¢ ludz-
kiego oka na s$wiatto o réznych ditugosciach fali. Srodek obszaru wi-
dzialnego znajduje sie przy ok. 555 nm, czemu odpowiada wrazenie
barwne. ktore zwiemy barwa zéttozielona.

e Granice obszaru widzialnego nie sa dobrze zdefiniowane, gdyz krzywa
czulosci oka dazy do zera zaréwno po stronie fal dtuz szych | jak i
po stronie krotszych. Jezeli na przyktad przyjmiemy, ze granice taka
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stanowi poziom, przy ktérym czulo$é oka spada do 1% jej wartosci
maksymalnej, to granice te wynosza wtedy 430 nm i 690 nm; oko moze
rowniez wykrywaé fale elektromagnetyczne o dlugo $ciach fali nieco
wykraczajacych poza te granice. jezeli ich natezenia sa dostatecznie
duze.

19.2.1 Propagacja fal elektromagnetycznych. Opis ja-
kosciowy

4
enilowani fala
/-Iranst'unmmr 'I

f
/ odlegly

/ nunkl
e antena
owadLL dipolows

i3 przesylows

Rysunek 19.2.3: Uktad do wytwarzania fali elektromagnetycznej z zakresu
krotkich fal radiowych: obwod LC wytwarza sinusoidalnie zmienny prad w
antenie, ktora wysyta fale. P jest odleglym punktem, w ktérym detektor
rejestruje fale.

e Niektore fale elektromagnetyczne, miedzy innymi promieniowanie rent-
genowskie (promienie X). promieniowanie v i Swiatto widzialne sa emi-
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Rysunek 19.2.4: a)-h) Zmiany natezenia pola elektrycznego E i indukcji
pola magnetycznego B w odlegtym punkcie P z rysunku w ciggu jed-
nego okresu fali elektromagnetycznej. Fala biegnie od ptaszczyzny kartki w
naszym kierunku. Oba wektory pola zmieniaja sinusoidalnie swoje kierunki
i wartosci. Zauwaz, ze sa one zawsze prostopadie wzajemnie do siebie oraz
do kierunku rozchodzenia sie fali

towane przez zrodta o rozmiarach atomowych albo jadrowych. Zjawi-
skami takimi rzadza prawa fizyki kwantowej. Na poczatku, zajmiemy
si¢ wytwarzaniem innych fal elektromagnetycznych i ograniczymy sie
do zakresu widma A =~ 1Inm, dla ktorego zrédta i detektory promienio-
wania (anteny ) maja rozmiary makroskopowe.

e Na rysunku przedstawiono szkicowo wytwarzanie takich fal. Ser-
cem urzadzenia jest obwod drgajacy LC o czestosci kotowej w(= 1/v/LC).
Jak zilustrowano na rysunku [19.2.4] w takim obwodzie tadunki i prady
zmieniaja si¢ w czasie sinusoidalnie z taka czestoscia. Musi przy tym
istnie¢ zewnetrzne zrédto energii - na przyktad generator pradu zmien-
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nego - ktore dostarcza energii. kompensujac straty zwigzane zaré6wno z
wydzielaniem ciepta w obwodzie, jak i z energia, jaka unosi na zewnatrz
fala elektromagnetyczna.

e Obwodd drgajacy z rysunku jest sprzezony przez transformator i
linie przesytowa z antena, ktorej zasadniczym elementem sa dwa cien-
kie, sztywne prety przewodzace. Poprzez to sprzezenie sinusoidalnie
zmieniajacy sie w obwodzie prad wywotuje sinusoidalne oscylacje ta-
dunku w pretach anteny z czestoscia kotowa co obwodu LC'. Roéwniez
zwiazany z tym ruchem tadunkéw prad powstajacyw pretach anteny
zmienia sinusoidalnie, z czestoscia w), swoj kierunek i natezenie. An-
tena staje sie dipolem elektrycznym, ktorego elektryczny moment dipo-
lowy zmienia sie sinusoidalnie co do wartosci i kierunku wzdtuz anteny.

e Wartos¢ i kierunek wektora momentu dipolowego sa zmienne, wobec
tego zmienne sg réwniez kierunek i wartos¢ wektora natezenia pola elek-
trycznego wytwarzanego przez dipol. Jednoczes$nie zmienne sg kierunek
i wartos¢ wektora indukcji pola magnetycznego, ktére wytwarzane jest
przez zmienny prad. Jednak zmiany wektorow poél elektrycznego i ma-
gnetycznego nie wystepuja wszedzie jednoczesnie - zmiany te rozchodza
sie od anteny z predkoscig $wiatta c. Zmienne pola tworzg wspolnie fale
elektromagnetyczna, ktora rozchodzi si¢ na zewnatrz od anteny z pred-
koscia c. Czestosc kotowa co tej fali jest taka sama, jak czestosé drgan

obwodu LC.

e Na rysunku [[9.2.4] pokazano, jak zmieniajg si¢ w czasie natezenie pola
elektrycznego E i indukcja pola magnetycznego Bprzy przechodzeniu
fali o okreslonej dtugosci przez odlegly punkt P (na rysunku [9.23));
w kazdym miejscu rysunku [[9.2.4 fala rozchodzi sie w naszg strone od
plaszezyzny kartki. (Odlegly punkt na rysunku wybraliémy dla-
tego, aby mozna byto zaniedba¢ sugerowang na tym rysunku krzywizne
czota fali. Fala obserwowana w takich punktach nazywa sie fala pta-
ska, co znacznie upraszcza jej opis). Zwr6émy uwage na kilka waznych
cech pol przedstawionych na rysunku [9.2.4], ktore wystepuja zawsze,
niezaleznie od tego, jak wytwarzana jest fala:

1. Wektory EiB sa zawsze prostopadte do kierunku rozchodzenia
sie fali. Zatem, fala elektromagnetyczna jest fala poprzeczng.

2. Wektor natezenia pola elektrycznego jest zawsze prostopadty do
wektora indukcja pola magnetycznego.

3. lloczyn wektorowy E x B zawsze wyznacza kierunek rozchodzenia
sie fali.
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4. Natezenie pola elektrycznego i indukcja pola magnetycznego zmie-
niaja si¢ zawsze sinusoidalnie. Ponadto wektory pdl zmieniaja sie
z takg sama czestodcig, a ich oscylacje sg zgodne w fazie.

e Rozwazajac powyzsze charakterystyki, mozemy przyja¢, ze na rysunku
fala elektromagnetyczna zmierzajaca do punktu P rozchodzi sie
w dodatnim kierunku osi z, a na rysunku [9.2.4] wektor natezenia pola
elektrycznego wykonuje oscylacje réwnolegte do osi y, wektor indukeji
pola magnetycznego zas - réwnoleglte do osi z (w prawoskretnym ukta-
dzie wspotrzednych). W tej konwencji mozemy zapisa¢ natezenie pola
elektrycznego i indukcje pola magnetycznego jako sinusoidalne funkcje
polozenia x (wzdluz kierunku rozchodzenia si¢ fali) i czasu ¢

E = E,,sin(kx — wt) , (19.2.1)

B = B, sin(kz — wt) , (19.2.2)

w ktorych F,, i B, sa amplitudami £ i B, natomiast w i k sa odpo-
wiedni, czestoscig kotowa i liczbg falows fali. Z przytoczonych wyzej
rownan wynika, ze nie tylko oba pola tworzg fale elektromagnetyczna,
ale ze kazde z nich tworzy wtasng fale. Rownanie [9.2.1] opisuje skta-
dowa elektryczng fali elektromagnetycznej, a réwnanie - skta-
dowa magnetyczna. 7 naszej dalszej dyskusji wyniknie, ze te dwie
sktadowe nie mogg istnie¢ niezaleznie od siebie.

e Wiemy, ze predkos$¢ rozchodzenia si¢ fali jest réwna w/k. Jest to jed-
nak fala elektromagnetyczna, dlatego tez jej predkosé (w préozni) jest
zazwyczaj oznaczana symbolem ¢, zamiast zwyklego symbolu v. W
nastepnym paragrafie przekonamy sie, ze predkos¢ ¢ jest réwna

1
vV Ho€o

i wynosi okoto 3 - 10®m/s. Albo méwiac inaczej:

(19.2.3)

CcC =

Wiszystkie fale elektromagnetyczne, w tym réwniez
Swiatlo widzialne, rozchodza si¢ w prézni z taka sama
predkoscia c.

e Przekonamy sie réwniez, ze predkosé fali ¢ jest zwigzana z amplitudami
E,, 1 B, zaleznoscia

m (19.2.4)
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Jezeli podzielimy przez siebie stronami rownania [9.2.1] i [9.2.2] a na-
stepnie podstawimy do otrzymanego wyniku réwnanie [9.2.4] to okaze
sig, ze wartosci E' i B sa zawsze, w kazdej chwili i w kazdym punkcie,
zwigzane ze sobg zaleznoscia

E

=¢ (19.2.5)
Fale elektromagnetyczng mozemy przedstawi¢ tak jak na rysunku[I9.2.5h,
podajac jej kierunek rozchodzenia si¢ (promien) albo czota fali (umowne
powierzchnie, na ktérych wartos¢ natezenia pola elektrycznego jest taka
sama), albo obie te charakterystyki réwnoczesnie. Odlegto$é pomiedzy
dwoma czotami fali na rysunku jest rowna jednej dlugosci fali
A= 27/k). (Fale rozchodzace si¢ w przyblizeniu w tym samym kie-
runku tworza wiazke, na przyktad wiazke laserowa),

e Fale mozemy rowniez przedstawia¢ w postaci takiej, jak na rysunku
[9.2.5b, ktéra jest "migawkowym zdjeciem”wektoréw natezenia pola
elektrycznego i indukcji pola magnetycznego w okreslonej chwili. Ob-
wiednie taczace konce wektoréw odpowiadajg sinusoidalnym drganiom
opisywanym przez rownania [9.2.11 i [9.2.2; sktadowe E i B fali s
zgodne w fazie i wzajemnie prostopadle, a takze prostopadte do kie-
runku rozchodzenia sie fali.

e Przy interpretacji rysunku nalezy zachowaé¢ pewng ostroznosc.
Podobne rysunki, dla fali poprzecznej w linie dyskutowanej w rozdziale
17, obrazowaty odchylenia czesci liny w gore i w dot przy rozchodzeniu
sie w niej fali (tam cos rzeczywiscie sie poruszato). Natomiast rysunek
jest bardziej abstrakcyjny. W chwili ilustrowanej przez rysu-
nek wektory obu pél (elektrycznego i magnetycznego) maja w kazdym
punkcie wzdtuz osi x okreslona wartos¢ i kierunek (zawsze prostopadty
do osi z). Postanowilismy te wielkosci wektorowe obrazowaé w kazdym
punkcie przez pare¢ strzatek i wobec tego dla roznych punktéw musimy
rysowac¢ strzatki o réznej dtugosci, wszystkie skierowane na zewnatrz
od osi x, tak jak kolce na todyzce rozy. Ale strzatki pokazujg tylko war-
tosci wektoréw w punktach, ktére lezg na osi x. Ani strzalki, ani tez
krzywe sinusoidalne nie pokazuja bocznego ruchu czegokolwiek, row-
niez same strzatki nie tacza zadnych punktow osi x z punktami poza
ta osig.

e Rysunki takie jak [[9.2.5 pomagaja nam jedynie w obrazowaniu bar-
dzo skomplikowanych w rzeczywistosci sytuacji. Zajmijmy si¢ najpierw
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polem magnetycznym. Indukcja pola magnetycznego zmienia sie sinu-
soidalnie, wobec tego (zgodnie z prawem indukcji Faradaya) indukuje
ono prostopadte pole elektryczne, ktérego natezenie rowniez zmienia si¢
sinusoidalnie. Natezenie pola elektrycznego rowniez zmienia si¢ sinuso-
idalnie, wobec tego (zgodnie z prawem indukeji Maxwella) indukuje ono
prostopadte pole magnetyczne, ktérego indukcja tez zmienia sie sinu-
soidalnie. I tak dalej. Oba pola stale wytwarzaja sie nawzajem dzigki
zjawisku indukcji i powstajace w ten sposéb sinusoidalne zmiany E' i
B rozchodza sie jako fala - fala elektromagnetyczna. Gdyby nie ten
zadziwiajacy wynik, nie moglibySmy widzie¢; nie mogliby$my w rze-
czywistosci w ogéle istnie¢, gdyz do naszej egzystencji potrzebujemy
fal elektromagnetycznych wysytanych przez Stonce, dzigki ktorym na
Ziemi panuje odpowiednia temperatura.

e Fale, ktorymi zajmowalismy sie w rozdziatach 17 i 18, wymagaja ist-
nienia osrodka materialnego, przez ktory lub wzdtuz ktérego moga si¢
rozchodzi¢. Mieliémy do czynienia z falami rozchodzacymi sie wzdtuz
liny, przez Ziemie i przez powietrze. Ale fala elektromagnetyczna (ktora
dalej w tym rozdziale bedziemy nazywacé falg Swietlng lub po prostu
Swiattem) jest zadziwiajaco inna, bo na to, by mogla sie rozchodzié,
nie potrzebuje zadnego osrodka. Moze ona oczywiscie rozchodzi¢ sie w
takich osrodkach, jak powietrze czy szkto, ale moze tez wedrowaé przez
przestrzen kosmiczng dzielaca nas od gwiazd, a wiec przez proznie.

e Kiedy wreszcie zaakceptowano szczegolng teorie wzglednosci, dtugo po
jej opublikowaniu w 1905 roku przez Einsteina, uswiadomiono sobie,
ze predkosé fal swietlnych jest czyms wyjatkowym. Jednym zpowoddow
jest to, ze $wiatto ma taks samag predkos¢ niezaleznie od uktadu odnie-
sienia, wzgledem ktorego jest mierzona. Jezeli wyslesz wiazke $wiatta
wzdhiz wybranej osi i o wyznaczenie jej predkosci poprosisz kilku obser-
watorow, ktorzy poruszaja sic wzdtuz tej osi z réznymi predkosciami,
jedni w kierunku biegu wiazki, inni w kierunku przeciwnym, to wszyscy
oni wyznacza taka samq predkos¢ swiatta. Wynik ten jest zadziwiajacy
i catkowicie rozny od wyniku, jaki uzyskaliby ci obserwatorzy, gdyby
mierzyli predkos¢ kazdej innej fali; w przypadku kazdej innej fali pred-
kos¢ obserwatora wzgledem niej wptywa na wynik jego pomiaru.

e Wzorzec dtugosci (metra) zostal obecnie zdefiniowany tak, ze predkosé
Swiatta (kazdej fali elektromagnetycznej) w prézni ma Scista wartosé

¢ =299792458m/s.
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Tym samym, mierzac obecnie czas przebiegu impulsu Swiatta miedzy
dwoma punktami, nie wyznaczasz w rzeczywistosci predkosci swiatta,
ale odlegtos¢ pomiedzy tymi dwoma punktami.
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Rysunek 19.2.5: a) Fala elektromagnetyczna reprezentowana przez kierunek
rozchodzenia sie fali i dwa czota fali; pokazane na rysunku czota fali dzieli
odlegtosé¢ réwna jednej dtugosci fali A. b) Ta sama fala przedstawiona jako
"migawkowe zdjecie” wektoréw jej pola elektrycznego E i magnetycznego B
w punktach na osi x, wzdhuz ktérej fala rozchodzi sie z predkoscig c¢. Gdy
przechodzi ona przez punkt P, pola zmieniaja si¢ tak, jak pokazano to na
rysunku [9.2.4] Sktadowa elektryczna fali to jej pole elektryczne, a sktadowa
magnetyczna to jej pole magnetyczne. 7 zottego prostokata o $rodku w
punkcie P skorzystamy w dyskusji rysunku
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19.2.2 Propagacja fal elektromagnetycznych. Opis ilo-
Sciowy
Wyprowadzimy teraz rownania [[9.2.41i [[9.2.7] a co wazniejsze zbadamy wza-

jemne oddziatywanie pol elektrycznego i magnetycznego, dzicki ktéremu wy-
twarzane jest Swiatto.

Rysunek 19.2.6: Kiedy fala elektromagnetyczna rozchodzaca si¢ w prawo
przechodzi przez punkt P (z rys. [9.2.0)), sinusoidalne zmiany indukcji pola
magnetycznego B przenikajacego przez prostokat ze srodkiem w punkcie P
indukuja pola elektryczne wzdtuz prostokata. W chwili ilustrowanej na ry-
sunku wartos¢ B zmniejsza si¢ i wobec tego natezenie indukowanego pola
elektrycznego po prawej stronie prostokata jest wieksze niz po lewej

e Na rysunku[I9.2.6srodek prostokata o bokach dz i h, nakreslonego linig
przerywana na plaszczyznie xy, pokrywa sie z punktem P na osi x (tak
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jak pokazano po prawej stronie rysunku [[9.2.89b). W miare jak fala
elektromagnetyczna przemieszcza si¢ w prawo, strumien magnetyczny
®p przenikajacy przez prostokat zmienia si¢ i zgodnie z prawem in-
dukcji Faradaya w obszarze obejmowanym przez prostokat pojawia si¢
indukowane pole elektryczne. Przyjmiemy, ze natezenie indukowanego
pola elektrycznego, okreslone wzdtuz dtuzszych bokow prostokata jest
rowne odpowiednio E oraz E+dE i sa to wlasdnie sktadowe elektryczne
fali elektromagnetycznej.

e Rozwazmy teraz te pola w chwili, gdy sktadowej magnetycznej fali prze-
mieszczajacej sie przez prostokat odpowiada maly wycinek zaznaczony
kolorem czerwonym na rysunku [[9.2.85b. W rozwazanej chwili induk-
cja pola magnetycznego przenikajacego przez prostokat skierowana jest
zgodnie z dodatnim kierunkiem osi z i jej wartosé¢ sie zmniejsza (tuz
przed dotarciem do czerwonego wycinka jej wartosé byta wigksza). Z
tego powodu zmniejsza sie rowniez strumien magnetyczny ® g przenika-
jacy przez prostokat. Zgodnie z prawem Faradaya tej zmianie strumie-
nia przeciwdziata indukowane pole elektryczne, ktore wytwarza pole
magnetyczne o indukcji ]§, skierowane zgodnie z dodatnim kierunkiem
osi z.

e Jezeli wyobrazilibySmy sobie, ze boki prostokata tworza petle przewo-
dzaca, to zgodnie z reguta Lenza rozumowanie, ktore przeprowadziliSmy
wyzej, prowadzi do wniosku, ze w petli takiej pojawitby si¢ indukowany
prad elektryczny o kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek
zegara. Oczywiscie nie ma tutaj zadnej przewodzacej petli, ale z ana-
lizy tej wynika, ze wektory natezenia EiE +dE indukowanych pol
elektrycznych sa rzeczywiscie zorientowane tak, jak pokazano to na ry-
sunku [320, a dtugos¢ wektora B+ dE jest wieksza od diugoéci E. W
przeciwnym razie wypadkowe pole elektryczne indukowane wzdtuz bo-
kéw prostokata nie mogloby przeciwdziata¢ zmniejszaniu sie strumienia
magnetycznego.

e Zastosujemy teraz prawo indukcji Faradaya do prostokata z rysunku

19,20 I
E.ds=—-—2" 19.2.6
fB 5= - (19.2.6)

obiegajac prostokat przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek zegara.
Gorny i dolny bok prostokata nie wnosza zadnego wktadu do catki, bo
E i ds sa tam prostopadte. A zatem catka ma wartosé

fﬁ -dS = (E 4+ dE)h — Eh = hdE (19.2.7)
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Strumien magnetyczny ® 5 przenikajacy przez powierzchnie prostokata
jest rowny

Op = B(hdz) (19.2.8)

gdzie B jest dhugoscig wektora B w prostokacie, a hdx jest polem jego
powierzchni. Roézniczkowanie réwnania [19.2.8 wzgledem ¢ daje

— 5 = hdx— (19.2.9)

Jezeli do réwnania [[9.2.6] podstawimy réwnania [9.2.71 [9.2.9] to
dB

hdE = —hdx— 19.2.10
T— ( )
czyli
dE dB
_— = 19.2.11
dz dt ( )

W rzeczywistosci, jak to wynika z réwnan [[9.2.11i[19.2.2 zaréwno B, jak
i F sg funkcjami dwoch zmiennych, x oraz t. Jednak przy obliczaniu
dE /dxz musimy zalozy¢, ze t jest state, gdyz rysunek jest “zdje-
ciem migawkowym”. Tak samo przy obliczaniu dB/dt musimy zalozy¢,
ze x jest state, poniewaz w tym przypadku mamy do czynienia z szyb-
ko$cig zmian B w wybranym miejscu, w punkcie P na rysunku [I9.2.5b.
W tych warunkach odpowiednie pochodne sa pochodnymi czastkowymi
i rOwnanie nalezy zapisa¢ w postaci

OE OB

—_— = —— 19.2.12
ox ot (19 )

Znak minus w tym réwnaniu jest prawidtowy i konieczny, bo F ros$nie
wraz z x w prostokacie na rysunku [[9.2.0) a B maleje wraz z czasem t.

e 7 réwnania [[9.2.1] otrzymujemy

OF
Fr kE,, cos(kx — wt) (19.2.13)
a z rownania [19.2.2)
0B
5 —wB,, cos(kx — wt) (19.2.14)

Wobec tego réwnanie [9.2.11] sprowadza sie¢ do postaci

kE,, cos(kx — wt) = wB,, cos(kx — wt) (19.2.15)
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Rysunek 19.2.7: Sinusoidalna zmiana natezenia pola elektrycznego w ob-
szarze prostokata o srodku w punkcie P z rysunku indukuje pole ma-
gnetyczne wzdtuz prostokata. Ilustracja odpowiada chwili obrazowanej przez
rysuneKI9. 2.6t warto$¢ E zmniejsza si¢ 1 wobec tego warto$é¢ indukeji indu-
kowanego pola magnetycznego po prawej stronie prostokata jest wigksza niz
po lewej

Dla fali biegnacej stosunek w/k jest jej predkoscia, ktora przyjelismy
oznaczaé przez c. Zatem réwnanie [9.2.11] ma postaé

o (19.2.16)

a to jest wlasnie réwnanie [9.2.4

e Na rysunku [9.2.7 pokazano jeszcze jeden prostokat, ktorego srodek
znajduje si¢ réwniez w punkcie P (z rys. [9.2.0), tym razem jednak
prostokat ten znajduje sie¢ w plaszczyznie xz. Kiedy fala elektroma-
gnetyczna przemieszcza si¢ w prawo przez ten prostokat, przenikajacy
przezen strumien elektryczny ®p zmienia sie i zgodnie z prawem in-
dukcji Maxwella w obszarze prostokata pojawia si¢ indukowane pole
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magnetyczne. To indukowane pole magnetyczne jest wlasnie sktadowsg
magnetyczna fali elektromagnetycznej.

e Na rysunku[I9.2.7 pokazano kierunek wektora natezenia pola elektrycz-
nego z rysunku w tej samej chwili, do ktérej odnosi sie rysunek
obrazujacy pole magnetyczne. Przypomnijmy, ze w tej wybra-
nej chwili indukcja pola magnetycznego na rysunku maleje. Oba
pola sa w zgodnej fazie, wobec tego natezenie pola elektrycznego na
rysunku [[9.2.7 musi réwniez byé¢ malejace i to samo dotyczy strumie-
nia elektrycznego ®p. Stosujac te sama argumentacje jak przy dyskusji
rysunku [] 0, przekonamy si¢, ze zmienny strumien ®p bedzie indu-
kowat pole magnetyczne o wektorach B oraz B + dB zorientowanych
tak jak na rysunku [9.2.7 przy czym B + dB bedzie wieksze od B.

e Zastosujmy tym razem prawo indukcji Maxwella,

AP
fB ds = puoeq th (19.2.17)

obiegajac prostokat z rysunku [[9.2.7 przeciwnie do kierunku ruchu
wskazowek zegara. Wktad do catki pochodzi tylko od dtuzszych bo-
kow prostokata, a jej wartosé¢ jest réwna

fﬁ.dgz —(B +dB)h + Bh = —hdB (19.2.18)
Strumien ® przenikajacy przez prostokat wynosi

Oy = E(hdx) (19.2.19)

gdzie F jest $rednig dlugoscia wektora E w obszarze prostokata. Roz-
niczkowanie rownania [[9.2.T9 wzgledem ¢ daje

ddg dE
= hdx— 19.2.20
dt dt ( )
Podstawiajac to rownanie oraz rownanie [0.2.18 doI9.2.17 znajdujemy
oF
co po zamianie na pochodne czastkowe, tak jak w réwnaniu [9.2.1T]
daje
0B ok
19.2.22
Faar ( )

Tak jak poprzednio, znak minus jest konieczny, bo B rosnie wraz z x
w prostokacie na rysunku [[9.2.7] a E maleje wraz z czasem t.
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e Korzystajac z rownan 192111 [9.2.2 otrzymamy z réwnania [[9.2.22)
— kB,, cos(kz — wt) = —ppeo B, cos(kx — wt) (19.2.23)

co mozemy zapisa¢ w postaci

B _ ! - (19.2.24)
B, poeo(w/k)  po€oc o

z ktérej, przy zastosowaniu rownania [[9.2.16] otrzymujemy natych-
miast

(19.2.25)

czyli doktadnie rownanie [19.2.3]

19.3 Przeplyw energii i wektor Poyntinga

o Kazdy wczasowicz zazywajacy kapieli stonecznej wie o tym, ze fala
elektromagnetyczna moze przenosi¢ energie i dostarczaé¢ ja kazdemu
cialu, na ktore pada. Szybkos¢ przepltywu energii takiej fali przez jed-
nostkowa powierzchni¢ opisana jest przez wektor S , nazywany wek-
torem Poyntinga (od nazwiska fizyka Johna Henry’ego Poyntinga
(1852-1914), ktory pierwszy badal jego wlasciwosci). Wektor S jest
zdefiniowany jako

1

Ho

Jego dlugos¢ S wiaze si¢ z szybkoscia, z jaka energia fali przeptywa

przez jednostkowa powierzchnie w danej chwili:

g_ energiq/czas . _ m?c . (19.3.2)
pole powierzchni J pole powierzchni J ,

Widac¢ stad, ze w uktadzie SI jednostka S jest wat na metr kwadratowy
(W/m?).

S=——ExB (19.3.1)

Kierunek wektora Poyntinga S fali elektromagnetycz-
nej w kazdym punkcie jest kierunkiem rozchodzenia
sie fali i kierunkiem przeplywu energii w tym punk-
cie.
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o W fali elektromagnetycznej wektory EiB sg wzajemnie prostopadte,
wige diugos¢ wektora E x B jest rowna EB. Wobec tego dlugosé
wektora S wyrazamy wzorem

1
S=—FB (19.3.3)
Ho

przy czym S, E i B sa wartoSciami chwilowymi. Wielkosci £ i B
sg ze soba tak Scisle zwigzane, ze wystarczy zajaé sie tylko jedng z
nich; wybierzemy zatem E gléwnie dlatego, ze wigkszos¢ przyrzadow
stuzacych do detekeji fal elektromagnetycznych wykorzystuje sktadowsa
elektryczna fali, a znacznie mniej sktadowa magnetyczna. Korzystajac
z tego, ze B = E/c (réwnanie [[9.2.7), mozemy rownanie [[9.3.3] zapisaé¢

w postaci

1
S = ——F? (19.3.4)
CHo

e Po podstawieniu F = E,, sin(kx — wt) do réwnania [[9.3.4] moglibysmy
otrzymaé¢ wyrazenie opisujace szybko$¢ przeptywu energii jako funkcje
czasu. W praktyce bardziej uzyteczna jest jednak znajomosé sredniej
energii przenoszonej w okreslonym czasie. W tym celu musimy zna-
lez¢ usredniong w czasie wartos¢ S (ktora bedziemy zapisywaé jako
S¢r), nazywana rowniez natezeniem [ fali. Zgodnie z rownaniem
natezenie [ jest réwne

=5, — energiq/czas . _ m?c . (19.3.5)
pole powierzchni ) pole powierzchni )

7 réwnania [[9.3.4] otrzymujemy

1 1
I =38, =—|[F%, = —[FE%sin®(kr — wt)],, (19.3.6)
CHo CHo

Srednia warto$é funkeji sin? © po calym okresie jest réwna 1 /2. Zdefi-
niujemy dodatkowo nowa wielkos¢, a mianowicie wartos¢ sredniag kwa-
dratowa pola Ej; k., jako

E
Egpw = —= 19.3.7
k NG ( )
Mozemy teraz napisa¢ rownanie [19.3.6] w postaci
Lo
I = ES 0 (19.3.8)
Cllo ’
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Rysunek 19.3.1: Punktowe zrodto S wysyla fale elektromagnetyczne réow-
nomiernie we wszystkich kierunkach. Kuliste czota fali przechodza przez
umowna powierzchnie¢ kulista o promieniu r, ktorej srodkiem jest Zrodlo S

Poniewaz E = ¢B, a c jest wielka liczba, wigc moglibysmy dojs¢ do
wniosku, ze energia zwiazana z polem elektrycznym jest duzo wigksza
niz energia zwigzana z polem magnetycznym. Wniosek taki jest btedny;
energie obu podl sg doktadnie sobie rowne. Aby to pokaza¢, postuzymy
si¢ townaniem [[0.G.8 ktore opisuje gestosé energii u(= ¢yE?/2) pola
elektrycznego. Zastepujac E przez cB, mozemy napisac

1 1

up = 5eOEQ = 5eo(cB)Z. (19.3.9)

Podstawiajac ¢ z réwnania [[9.2.27] otrzymujemy

1 1 B?
Up = =€ —32 =

= 19.3.10
2 OMOEO 2110 ( )

Z réwnania [[6.7.12 wiemy, ze B?/2pu jest gestoscig energii up pola
magnetycznego B, wobec tego widzimy, ze up = up w kazdym punkcie
fali elektromagnetycznej.
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e To, jak sie zmienia natezenie promieniowania elektromagnetycznego
wraz z odlegtosciag od rzeczywistego zrédta promieniowania, jest czesto
ztozonym problemem - szczegdlnie wtedy, gdy zrédto (np. takie jak
punktowy reflektor na scenie) ukierunkowuje wiazke $wiatta. Ale w
pewnych sytuacjach mozemy przyjac, ze zrodto jest zrodtem punkto-
wym, ktére emituje swiatto izotropowo, tzn. wysyta swiatto o jedna-
kowym natezeniu we wszystkich kierunkach. Kuliste czota fali rozcho-
dzacej sie z takiego izotropowego punktowego zrodta S pokazane sa w
przekroju na rysunku [9.31] dla pewnej chwili.

e Zalozmy, ze energia fal jest zachowywana przy ich rozchodzeniu sie od
tego zrodta. Wyrdznijmy réwniez pewng umowng powierzchnie kuli o
promieniu r, ktérej srodkiem jest zrédto. Cata wyemitowana przez zré-
dto energia musi przejs¢ przez te powierzchnie. Wobec tego szybkosé,
z jaka energia promieniowania jest przenoszona przez te powierzchnie
kulista musi by¢ rowna szybkosci, z jaka energia jest wysylana przez
zrodto - jest wiec ona réwna mocy P,, zrodta. Zatem natezenie I na
powierzchni kuli musi by¢ réwne

o PST’
42

(19.3.11)

gdzie 47r? jest polem powierzchni kuli. Z réwnania T9.3.11] wynika, ze
natezenie promieniowania elektromagnetycznego z izotropowego zrodta
punktowego jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od
zrodia.

19.4 Cisnienie promieniowania

Fale elektromagnetyczne maja zaréwno energie, jak i ped. To oznacza, ze
oSwietlajac jakie§ ciato, mozemy wywiera¢ na nie ci$nienie - ciSnienie pro-
mieniowania. Cisnienie to musi by¢ jednak bardzo mate - nie czujemy na
przyktad btysku lampy, kiedy jestesmy fotografowani.

e Zeby znalez¢ wyrazenie opisujace ciénienie promieniowania, wykonajmy
eksperyment myslowy. Skierujmy wigzke promieniowania elektroma-
gnetycznego, na przyktad swiatta, na jakies ciato i oswietlajmy je przez
czas At. Zalézmy nastepnie, ze cialo to moze porusza¢ sie swobodnie
i ze promieniowanie zostalo przez to cialo w catosci zaabsorbowane
(pochloniete). To oznacza, ze w czasie At ciato uzyskato od promienio-
wania energie AU. Maxwell wykazal, ze ciato uzyskuje réwniez ped:
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Zmiana pedu Ap ciata jest zwigzana ze zmiang energii nastepujaca
zaleznoscia:

A
Ap = au (calkowita absorpcja) (19.4.1)
c

gdzie ¢ jest predkoscig swiatta. Kierunek zmiany pedu ciata pokrywa
sie z kierunkiem wigzki padajacej, ktorg ciato absorbuje.

e Ale promieniowanie niekoniecznie musi by¢ pochtoniete przez ciato,
moze réwniez ulec odbiciu od niego, tzn. zmieni¢ swoj pierwotny kie-
runek. Jezeli promieniowanie zostanie w catosci odbite wzdtuz swego
pierwotnego kierunku, to zmiana pedu bedzie dwukrotnie wigksza niz
podana wyzej, tzn.

AU
Ap = 2—— (calkowite odbicie) (19.4.2)
c

e Jak wiemy, zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona zmiana pedu
wigze sie z sila rownaniem

_Ap

F==r
At

(19.4.3)

Zeby znalezé wyrazenie wigzace site wywierang przez promieniowanie z
jego natezeniem I, przyjmiemy, ze na drodze promieniowania znajduje
sie prostopadta ptaszczyzna o polu S. W czasie At do plaszczyzny tej
dociera energia

AU = ISAL (19.4.4)

Jezeli energia zostanie w calosci zaabsorbowana, to réwnanie T9.Z4.1]
przybiera posta¢ Ap = [SAt i z réwnania [[9.4.3 wynika, ze wartosé
sity dziatajacej na powierzchnie S wynosi

IS
oc

F (calkowita absorpcja) (19.4.5)

Podobnie, przy catkowitym odbiciu wstecznym promieniowania rowna-
nie [[9.4.2] pokazuje, ze Ap = 2ISAt i z réwnania [19.4.3 otrzymujemy
218
F = — (calkowite odbicie) (19.4.6)
c

Przy jednoczesnej czesciowej absorpcji i czesciowym odbiciu, wartosé
sity dziatajacej na powierzchnie S zawiera sie w przedziale miedzy 1.5/c¢
i215)/c.
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e Silta dziatajaca ze strony promieniowania na jednostke powierzchni ciata
to wywierane nan cisnienie promieniowania pp. Znajdziemy je dla sy-
tuacji opisywanych przez rownanie i [19.4.6, dzielagc obie strony
kazdego z tych rownan przez S. Otrzymujemy w ten sposob

1
pp = — (calkowita absorpcja) (19.4.7)
c

oraz .
pp = — (calkowite odbicie) (19.4.8)
c

Nie nalezy myli¢ symbolu p, oznaczajacego ciSnienie promieniowania z
symbolem p oznaczajacym ped. Tak jak w przypadku cisnienia cieczy w
rozdziale [ jednostka SI ci$nienia promieniowania jest niuton na metr
kwadratowy (N/m?) | czyli paskal (Pa).

e Rozwdj technologii laserowych umozliwit badaczom osiggniecie ci$nie-
nia promieniowania znacznie wiekszego niz cisnienie, powiedzmy, lamp
btyskowych aparatow fotograficznych. Bierze sie to stad, ze wiazki
Swiatta laserowego mozna zogniskowac¢ na obszarze o $rednicy zaledwie
kilku dtugosci fali, co jest niewykonalne dla wiazek $wiatta wytwarza-
nych nawet przez bardzo malenkie witokno zarowe. Jest wigc mozliwe
dostarczanie olbrzymich iloéci energii do matych obiektéw umieszcza-
nych w takich miejscach ogniskowania-wigzki.
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Rozdzialt 20

Optyka klasyczna

Fale $wietlne stanowig pewien drobny wycinek widma fal elektromagnetycz-
nych, obejmujacy fale o dtugosciach (w prézni) zawartych w granicach od
0.3811p do 0.7711u. Najkrotsze z tych fal widzimy jako swiatto fiotkowe,
najdtuzsze jako czerwone. Optyka rozumiana w szerszym znaczeniu zajmuje
sie rowniez promieniowaniem niewidzialnym o dtugosci fali wiekszej niz 0,77u
zwanym ogoélnie podczerwienia, przy czym podczerwien bliska obejmuje fale
dhugosci mniej wiecej do 3, podczerwien dalsza od 3u do 100u. Fale o dhu-
gosci mniejszej od 0.38u, ktorymi rowniez zajmuje sie optyka w szerszym
rozumieniu tego stowa, nazywamy nadfioletem; nadfiolet blizszy obejmuje
fale dtugosci od 0.381p do 0.13, fale zas dtugosci od 0.134, czyli 1300A, do
mniej wiecej 100Anazywamy dalszym nadfioletem. Fale dhugoéci mniejszej
od 100Azaliczamy juz do dziedziny fal rentgenowskich (promieni X); obecnie
potrafimy wytworzy¢ fale rentgenowskie dhugosci rzedu 0.01X (1X=0.001A).
Fale elektromagnetyczne pochodzenia jadrowego dtugosci od okoto 100X do
paru X nazywamy promieniami 7; jeszcze krotsze fale, o dtugosciach az do
0.01X i ponizej, spotykamy jako sktadowe promieniowania kosmicznego.

20.1 Polaryzacja

Sygnaty radiowe i sygnaty telewizyjne sa kodowane w falach elektromagne-
tycznych emitowanych przez nadajniki radiowe i telewizyjne. Polaryzacja fal
radiowych w Polsce jest pionowa (wektor pola elektrycznego drga w pionie),
natomiast fal telewizyjnych polaryzacja jest pozioma (wektor pola elektrycz-
nego drga w poziomie). Dlatego tez orientacja radiowej anteny odbiorczej
musi by¢ pionowa, bo wtedy padajaca na nia fala (niosaca sygnal radiowy)
moze wzbudzi¢ w niej prad (i tym samym dostarczy¢ sygnal do odbiornika
radiowego). Orientacja metalowych direktoréw i reflektoréw w antenie te-
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tl

tn)

b}

Rysunek 20.1.1: a) Plaszczyzna drgan spolaryzowanej fali elektromagne-
tycznej. b) Fala rozchodzi si¢ w kierunku z, zas wektor pionowy pola elek-
trycznego E oscyluje w kierunku osi y, ktory lezy w ptaszczyznie polaryzacji.

lewizyjnej jest pozioma, by oscylujace pole elektryczne w poziomie mogto
wzbudzi¢ w nich sygnaty pradowe, przetwarzane w odbiornikach telewizyj-
nych.

e Na rysunku pokazano fale elektromagnetyczng, ktorej pole elek-
tryczne drga réwnolegle do osi pionowej y. Plaszczyzne, w ktorej leza
wektory E, nazywamy plaszczyzna drgan fali (wtedy mowimy, ze fala
jest spolaryzowana liniowo w kierunku y). Polaryzacje fali (stan po-
laryzacji) mozna przedstawiaé przez pokazanie kierunkéw drgan pola
elektrycznego, na przyktad tak, jak to zilustrowano na rysunku20.T.Ib,
na ktorym ogladamy ptaszczyzne drgan wzdtuz kierunku rozchodzenia
sie fali. Na rysunku tym podwodjna strzatka pionowa pokazuje, ze w
mijajacej nas fali pole elektryczne drga pionowo, zmieniajac w sposob
ciagly swoja orientacje “w gor¢” i “w dot” wzdtuz osi y.

e Fale elektromagnetyczne emitowane przez nadajnik telewizyjny sa spo-
laryzowane, ale fale elektromagnetyczne emitowane przez zwykte Zro-
dta $wiatta (takie jak Stonce czy zaréwka) sa niespolaryzowane; wektor
natezenia pola elektrycznego w dowolnym punkcie jest zawsze prosto-
padty do kierunku rozchodzenia sie fal, ale jego kierunek zmienia sie
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E yl

T

a) b)

Rysunek 20.1.2: a) Swiatto niespolaryzowane sktada sie z fal, ktérych wek-
tory natezenia pola elektrycznego maja przypadkowe kierunki drgan. Na
rysunku wszystkie fale rozchodza sie wzdtuz tej samej osi prostopadiej do
kartki (w kierunku do nas) i wszystkie maja taka sama amplitude E wek-
tora natezenia pola elektrycznego. b) Inny sposob przedstawiania Swiatla
niespolaryzowanego jako superpozycji dwoch fal spolaryzowanych, ktérych
ptaszczyzny drgan sa wzajemnie prostopadte

przypadkowo. Tym samym, kiedy probujemy zobrazowa¢ drgania pola
elektrycznego w jakims zadanym czasie, ogladajac je wzdtuz kierunku
rozchodzenia sie fali, wéwczas zamiast prostego obrazu jednej podwdj-
nej strzatki, jak na rysunku 20.T.Ib, dostajemy chaotyczny obraz wielu
podwdjnych strzatek, tak jak to wida¢ na rysunku 20T Th.

e W zasadzie ten chaotyczny obraz mozna uprosci¢, rozktadajac kazdy
z wektoréw natezenia pola elektrycznego na sktadowe w kierunku osi
y i z. Po takim zabiegu w rozchodzacej sie fali wypadkowa sktadowa
y drga wzdhiz osi y, a wypadkowa skladowa z wzdluz osi z. Swia-
tto niespolaryzowane mozna wtedy zobrazowaé przez pare podwojnych
strzalek, tak jak to pokazano na rysunku R0.1.2b. Podwdjna strzatka
wzdtuz osi y reprezentuje drgania wypadkowej sktadowej y natezenia
pola elektrycznego, a podwojna strzatka wzdtuz osi z drgania wypad-
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kowej sktadowej 2z natezenia pola elektrycznego. W ten sposéb zmie-
niliSmy S$wiatto niespolaryzowane na superpozycje dwoch fal spolary-
zowanych, ktorych ptaszczyzny polaryzacji sa wzajemnie prostopadte -
jedna ptaszczyzna zawiera o$ y, a druga os z. Jednym z powoddéw takiej
zamiany jest fakt, ze znacznie tatwiej jest narysowaé rysunek
niz rysunek 20.1.2h.

Podobne rysunki mozna wykonaé¢ dla zobrazowania swiatta czesciowo
spolaryzowanego (tzn. takiego, w ktérym drgania pola elektrycznego
nie sg ani catkowicie przypadkowe, jak na rysunku 2012k, ani tez
catkowicie uporzadkowane wzdtuz jednej osi, jak na rysunku 20.IIb).
W takiej sytuacji jedna z par podwdjnych, wzajemnie prostopadtych
strzatek bedzie dtuzsza niz druga.

padajgcy
promief
swietlny —

— swiatlo
v miespolanvzowane
|||/ polaryzator

swiatlo spolaryzowane
POmwo

Rysunck 20.1.3: Swiatlo niespolaryzowane przepuszczone przez polaryzator
(np. polaroid) zostaje spolaryzowane. Kierunek jego polaryzacji jest wowczas
réwnoleglty do kierunku polaryzacji polaryzatora (ten kierunek polaryzacji
wskazuja linie pionowe na polaryzatorze)

e Niespolaryzowane $wiatto widzialne mozna zamieni¢ na swiatto spola-
ryzowane, przepuszczajac je przez folie polaryzujaca, jak pokazano na
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rysunku 20.1.3] Takie folie, znane pod nazwg polaroidéw, zostalty wy-
nalezione w 1932 roku przez Edwina Landa, woéwczas jeszcze studenta.
Folia polaryzujaca zawiera pewne dtugie czasteczki umieszczone w pla-
stiku. W trakcie wyrobu jest ona wyciagana, przez co czasteczki zostaja
uporzadkowane w rownolegtych szeregach (tak jak bruzdy na zaoranym
polu). Kiedy $wiatto przechodzi przez polaroid, sktadowe wektora na-
tezenia pola elektrycznego wzdtuz jednego kierunku sa przepuszczane,
natomiast sktadowe prostopadte do tego kierunku sa absorbowane przez
czasteczki.

Bedziemy tu omawia¢ molekularnego mechanizmu tego zjawiska, lecz
po prostu przypiszemy folii polaryzujacej kierunek polaryzacji - kieru-
nek, ktory maja sktadowe wektora natezenia pola elektrycznego przez
nig przepuszczane:

Sktadowa wektora natezenia pola elektrycznego rownolegta
do kierunku polaryzacji jest przepuszczana przez folie pola-
ryzujaca (polaroid); sktadowa prostopadta do tego kierunku
jest absorbowana.

Pole elektryczne fali $wietlnej wychodzacej z polaroidu zawiera wiec
tylko te sktadowe, ktoére sa rownolegte do kierunku polaryzacji folii. A
zatem Swiatto jest spolaryzowane w tym kierunku. Na rysunku
przez polaroid przepuszczane sg pionowe sktadowe wektora natezenia
pola elektrycznego; sktadowe poziome sa absorbowane. Fale przecho-
dzace sg zatem spolaryzowane pionowo.

Zajmiemy sie teraz natezeniem $wiatta przechodzacego przez folie pola-
ryzujaca (ktora dalej bedziemy nazywali po prostu polaryzatorem). Za-
cznijmy od $wiatta niepolaryzowanego, takiego jak na rysunku 20.1.2b,
w ktérym drgania wektora pola elektrycznego mozemy roztozy¢ na skta-
dowe w kierunkach y i z. Ustalmy przy tym, ze o$ y jest rownolegta do
kierunku polaryzacji polaryzatora. W takiej sytuacji przez polaryzator
przechodza tylko sktadowe y pola elektrycznego fali swietlnej; sktadowe
z zostaja zaabsorbowane. Zgodnie z rysunkiem R20.1.2b, gdy fala jest
catkowicie niespolaryzowana. Orientacje wektoréw pola elektrycznego
sg catkowicie przypadkowe i wypadkowe sumy sktadowych y i z sg sobie
rowne. Jezeli zatem wypadkowa sktadowa z zostaje zaabsorbowana, to
poczatkowe natezenie $wiatta padajacego na ptytke Iy zmniejszy si¢ do
potowy po przejsciu przez polaryzator. Wobec tego natezenie swiatta
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Rysunek 20.1.4: Swiatlo spolaryzowane pada na polaryzator. Wektor nate-
zenia pola elektrycznego E $wiatla mozna roztozy¢ na sktadowa E,; (réwno-
legta do kierunku polaryzacji polaryzatora) i E,, (prostopadta do tego kie-
runku). Sktadowa E, bedzie przepuszczana przez polaryzator, a sktadowa
E. bedzie absorbowana

po przejsciu przez polaryzator jest rowne

1
=3l (20.1.1)

e Zajmijmy si¢ teraz sytuacja, kiedy swiatto padajace na polaryzator jest
juz spolaryzowane. Na rysunku polaryzator znajduje sie w ptasz-
czyznie kartki, a padajaca na niego fala swietlna jest spolaryzowana
tak, jak to wskazuje kierunek wektora natezenia jej pola elektrycznego
E. Mozemy roztozy¢ E na dwie sktadowe, rownolegta i prostopadta do
kierunku polaryzacji polaryzatora. Sktadowa réwnolegta F,, jest prze-
puszczana przez polaryzator, natomiast sktadowa prostopadta E., jest
przez niego absorbowana. Wektor E tworzy z kierunkiem polaryzacji
polaryzatora kat 6, wobec tego sktadowa przechodzaca jest dana jako

E, = Ecosf (20.1.2)
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e Przypomnijmy, ze natezenie fali elektromagnetycznej (a wiec i naszej

fali $wietlnej) jest proporcjonalne do kwadratu natezenia pola elek-
trycznego. Wobec tego w rozwazanym przez nas przypadku natezenie
I swiatta przechodzacego przez plytke jest proporcjonalne do Es, a
natezenie I $wiatta padajacego na plytke jest proporcjonalne do E?.
Mozemy zatem przepisa¢ rownanie w postaci

I =1Icos*0 (20.1.3)

Nazwijmy umownie ten wynik reguta kwadratu cosinusa; mozemy z
niej korzysta¢ tylko wtedy, gdy $wiatto padajace na polaryzator jest
juz swiattem spolaryzowanym. Natezenie Swiatta przechodzacego [
osigga maksimum (réwne natezeniu $wiatta padajacego Iy) wtedy, gdy
padajaca fala Swietlna jest spolaryzowana rownolegle do kierunku po-
laryzacji polaryzatora (tzn. gdy kat § w réwnaniu jest rowny 0°
lub 180°). Natezenie I wynosi zero wtedy, gdy padajaca fala jest spola-
ryzowana prostopadle do kierunku polaryzacji polaryzatora (6 = 90°).

Na rysunku $wiatto niespolaryzowane przechodzi przez uklad
dwoch polaryzatoréow Py, i P, . (W ukladzie takim pierwszy z nich
czesto jest nazywany polaryzatorem, a drugi analizatorem). Kierunek
polaryzacji polaryzatora P, jest pionowy, wobec tego swiatto przecho-
dzace przez polaryzator P jest spolaryzowane pionowo. Jezeli kierunek
polaryzacji polaryzatora P, jest rowniez pionowy, to cale Swiatto prze-
chodzace przez polaryzator P;, jest przepuszczane przez polaryzator
P2, Jezeli natomiast kierunek polaryzacji polaryzatora P, jest po-
ziomy, to Swiatto przepuszczone przez polaryzator Pp, nie przechodzi
przez polaryzator P,. Do takich samych wnioskéw dojdziemy, rozwa-
zajac tylko wzgledne orientacje obu polaryzatorow. Jezeli ich kierunki
polaryzacji sg rownolegte, cate Swiatto przepuszczane przez pierwszy z
nich jest réwniez przepuszczane przez drugi. Jezeli kierunki te sg pro-
stopadtle do siebie (méwimy wéwczas, ze polaryzatory sa skrzyzowane),
drugi z nich nie przepuszcza swiatta. Te dwa graniczne przypadki sa
zilustrowane na rysunku przy uzyciu polaryzacyjnych okularéw
przeciwstonecznych.

W przypadku gdy oba kierunki polaryzacji na rysunku tworza
dowolny kat z zakresu od 0° do 90° pewna cze$¢ swiatta przepuszcza-
nego przez polaryzator P, bedzie przechodzita przez polaryzator Ps.
Natezenie tego swiatta jest okreslone réwnaniem 20.1.3]
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kierunek
polaryzacji —_

Rysunck 20.1.5: Swiatlo po przejsciu przez polaryzator P, jest spolaryzowane
pionowo, co obrazuje pionowa podwdéjna strzatka. Natezenie tego swiatta po
przejsciu przez polaryzator P, zalezy od kata, jaki tworzy kierunek polary-
zacji tego $wiatta z kierunkiem polaryzacji polaryzatora P

e Swiatlo mozna polaryzowaé nie tylko za pomoca polaroidéw, ale réw-
niez innym sposobami, na przyktad przez odbicie, oraz przez rozprasza-
nie na atomach i czasteczkach. Przy rozpraszaniu swiatto napotykajace
obiekt, na przyktad taki jak czasteczka, rozchodzi sie dalej w wielu na
og6t przypadkowych kierunkach. Przykltadem jest tutaj rozpraszanie
Swiatta stonecznego przez czasteczki atmosfery, wywotujace poswiate
nieba.

e Chociaz samo swiatto stoneczne jest niespolaryzowane, to w wyniku
takiego rozpraszania $wiatto z wigkszej czesci nieba jest co najmniej
czesciowo spolaryzowane. Pszczoty wykorzystuja polaryzacje swiatta
rozpraszanego przez atmosfere do nawigacji od i do ula. Caltkiem po-
dobnie korzystali z tego efektu Wikingowie zeglujacy po Morzu Poét-
nocnym wtedy, kiedy w noc polarna Stonce znajdowalo si¢ ponizej ho-
ryzontu (z powodu duzej szerokosci geograficznej Morza Pétnocnego).
Ci dawni zeglarze odkryli, ze pewien krysztal (zwany dzisiaj kordiery-
tem) zmienia barwe przy obrocie w $wietle spolaryzowanym. Patrzac
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Rysunek 20.1.6: Polaryzacyjne okulary przeciwstoneczne sktadaja sie z folii
polaryzujacych, ktérych kierunki polaryzacji sa pionowe. Natozone na siebie
dwie pary okularéw przepuszczaja catkiem dobrze swiatto wtedy, gdy ich
kierunki polaryzacji sa takie same, a zatrzymuja wickszos¢ Swiatta wtedy,
gdy sa skrzyzowane.

na niebo przez taki krysztat i obracajac go wokét osi wyznaczajacej
kierunek obserwacji, mogli oni zlokalizowa¢ potozenie skrytego za ho-
ryzontem Storica i w ten sposob okresli¢ kierunek potudniowy.
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Rozdziat 21

Optyka falowa
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Rozdzial 22

Teoria wzglednosci
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Rozdzialt 23

Podstawy fizyki kwantowe]j

W $wiecie obiektéw poruszajacych sie z predkosciami bliskimi predkosci $wia-
tta, Einstein przewidzial ze szybkosé, z jaka chodzi zegar, zalezy od wzglednej
predkosci, z jaka ten zegar porusza si¢ wzgledem obserwatora. Im szybszy
jest ten ruch, tym wolniej chodzi zegar. To, a takze inne przewidywania
tej teorii przeszly pomyslnie wszystkie przeprowadzone do tej pory testy do-
swiadczalne, a teoria wzglednosci pozwolita na gtebsze 1 bardziej adekwatne
spojrzenie na nature przestrzeni i czasu. Takze badajac zjawiska w Swiecie
subatomowym napotykamy na niespodzianki. Ten inny $wiat istniejacy poza
codziennym doswiadczeniem, ktéry choé¢ czasem wydaje sie dziwaczny, po-
zwala jednak doglebniej zrozumie¢ rzeczywistos¢. Fizyka kwantowa, bo tak
nazywa si¢ ta nowa gataz wiedzy, odpowiada na szereg pytan, takich jak:

e Dlaczego Swieca gwiazdy?

e Dlaczego wsréd pierwiastkow chemicznych istnieje porzadek tak wi-
doczny w uktadzie okresowym?

e Dlaczego miedz przewodzi prad elektryczny, a szkto nie?
e Dlaczego kobalt i zelazo magnesujg sie, a miedz i srebro nie?
e Jak dzialajg tranzystory i inne mikrouktady elektroniczne?

Fizyka kwantowa jest podstawsg catej chemii, w tym takze biochemii. Mu-
simy ja zrozumie¢, jesli chcemy pojac istote samego zycia, o ile to jest w
ogble mozliwe. Niektore z przewidywan fizyki kwantowej wydaja sie dziwne
nie tylko dla fizykow, ale i filozofow studiujacych jej podstawy. A jednak do-
sSwiadczenie po doswiadczeniu dowodzi poprawnosci tej teorii, a wiele z nich
odkrywa jeszcze bardziej tajemnicze jej aspekty. Zdrowy rozsadek, z jakim
zyjemy w Swiecie zjawisk kwantowych od chwili poczecia, bywa bezradny i
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wymaga istotnego wzbogacenia intelektualnego w tempie, ktéremu naturalny
proces ewolucji ewidentnie nie jest w stanie dotrzymac kroku.

23.1 Rob6zne oblicza swiatta

Fizyka kwantowa (znana tez jako mechanika kwantowa lub teoria kwantéw)
w wigkszosci dotyczy $wiata mikroskopowego. Jest mnostwo wielkosci, ktore
istnieja tylko w pewnych minimalnych (elementarnych) porcjach lub jako
catkowite wielokrotnosci tych porcji. Moéwi sie o nich, ze sg skwantowane.
Elementarna porcja, ktéra jest zwiagzana z taka wielkoscia, zwana jest jej
kwantem. W pewnym sensie pieniadze sa takze skwantowane. Istnieje mia-
nowicie moneta o najnizszym nominale 1 grosza (1 grosz = 0.01 zlotego),
nominaty zas wszystkich innych monet i banknotéw sa naturalnymi wielo-
krotnosciami tej najmniejszej wartosci. Innymi stowy kwantem pieniedzy
jest 0.01 zlotego, a kazda ich wieksza ilo$¢ ma postaé n (0.01 zt), gdzie n jest
dodatnia liczbg catkowita. Nie mozna zatem nikomu wreczy¢ 0.755 ztotego
= 75,5 groszy. W roku 1905 Einstein wysunal hipoteze, ze promieniowanie
elektromagnetyczne (takze $wiatlto) jest skwantowane i istnieje w elementar-
nych porcjach (kwantach), ktére przyjeto sie nazywaé fotonami. Postulat
Einsteina budzi zdziwienie, gdy przywotamy klasyczny obrazu swiatta jako
fali elektromagnetycznej, gdzie nie ma zadnych ograniczen na zmiany energii.

e Dhugosé A, czestos¢ v i predkosé c takiej fali sg zwiazane relacja

(23.1.1)

c
D
Co wiecej, o klasycznej fali $wietlnej myslimy jako o kombinacji wza-
jemnie powigzanych pél elektrycznych i magnetycznych, z ktérych kazde
drga z czestoscig v. Jak to jest wiec mozliwe, by taka fala sktadata sie
z jakiej$ elementarnej porcji, czyli kwantu $wietlnego, zwanego foto-
nem? Pojecie fotonu jako kwantu, okazato sie o wiele bardziej subtelne
i tajemnicze, niz wyobrazal to sobie Einstein. Bedziemy omawiaé¢ tylko
niektore podstawowe aspekty pojecia fotonu, w duchu postulatu Ein-
steina.

e Zgodnie z tym postulatem kwant fali Swietlnej o czestosci ¥ ma energie
E =hv (energia fotonu) (23.1.2)
W tej hipotezie Einsteina h jest statg Plancka, ktérej wartos¢ wynosi

h=663-10""J-5=4.14-10"" eV -5 (23.1.3)
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Najmniejsza energia, jaka moze mie¢ swiatto o czestosci v, jest rowna
energii pojedynczego fotonu hv. Jedli fala niesie wiecej energii, to ta
energia musi by¢ catkowita wielokrotnoscia hr doktadnie tak samo jak
pienigdze z poprzedniego przyktadu musza by¢ catkowita wielokrotno-
Scig 1 grosza. Swiatto nie moze mieé¢ wiec energii 0.5 hv, ani tez 9.999

hv.

Einstein zaproponowal dalej, ze proces pochtaniania (absorpcji) lub
emisji $wiatla przez pewne cialo (materi¢) zachodzi w atomach, z kto-
rych zbudowane jest to ciato. Kiedy $wiatto o czestosci v jest pochta-
niane przez atom, energia pojedynczego fotonu hv jest przekazywana
ze Swiatta do atomu. W takim akcie absorpcji foton znika, a o atomie
mowimy, ze go pochtania. Kiedy swiatto o czestosci v jest emitowane
przez atom, energia hr przekazywana jest z tego atomu $wiattu. W
takim akcie emisji foton nagle sie pojawia, a o atomie méwimy, ze go
wyemitowat. Tak wiec mozemy mie¢ do czynienia z absorpcja lub emi-
sja fotonu przez atomy tworzace dane ciato.

W przypadku ciat sktadajacych sie z wielu atoméw moze wystapic¢ wiele
aktow absorpcji (jak w okularach przeciwstonecznych) lub emis;ji foto-
now (jak w lampach). Jednak kazdy taki akt absorpcji lub emisji w
dalszym ciggu polega na przekazie energii pojedynczego fotonu $wiatta.
Omawiajac w poprzednich rozdziatach przyktady absorpcji czy emisji
sSwiatta, mieliémy do czynienia z tak duza ilodcig swiatta, ze fizyka
kwantowa nie byla nam potrzebna. Do ich wyjasnienia wystarczata fi-
zyka klasyczna. Jednak technika konca dwudziestego wieku stata sie na
tyle zaawansowana, ze umozliwita przeprowadzanie doswiadczen z poje-
dynczymi fotonami. Wiele z tych eksperymentéw znalazto praktyczne
zastosowanie. Fizyka kwantowa stata sie odtad czescig standardowej
praktyki inzynierskiej, szczegdlnie w inzynierii optycznej.

23.1.1 Zjawisko fotoelektryczne

Wiazka swiatta o wystarczajaco krotkiej fali skierowana na czystg powierzch-
ni¢ metalu powoduje uwolnienie elektronéw z tej powierzchni ($wiatto wybija
elektrony z powierzchni). To zjawisko fotoelektryczne wykorzystywane jest
w wielu urzadzeniach, m.in. w kamerach telewizyjnych, kamerach wideo i
noktowizorach. Na poparcie swojej koncepcji fotonu Einstein uzyt jej do
wyjadnienia tego zjawiska. Zjawiska fotoelektrycznego po prostu nie da sie
zrozumieé bez fizyki kwantowej.
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Rysunek 23.1.1: Aparatura uzywana do badania zjawiska fotoelektrycznego.
Padajaca wiazka swiatta oswietla elektrode T', uwalniajac z niej elektrony,
ktore nastepnie zbierane sa przez kolektor K. Elektrony poruszaja sie w ob-
wodzie w kierunku przeciwnym do kierunku przeptywu pradu zaznaczonego
strzatks. Baterie i opornik suwakowy stuza do wytworzenia i zmiany réznicy
potencjaléw pomiedzy elektroda 7' a kolektorem K

e Przeanalizujmy dwa podstawowe doswiadczenia fotoelektryczne, wy-
konywane w ukladzie przedstawionym na rysunku 231 Swiatto o
czestosci v jest w nim kierowane na tarcze T, z ktorej wybija elektrony.
Pomiedzy tarcza T' a kolektorem K utrzymywana jest roznica potencja-
tow V', powodujaca gromadzenie elektronéw przez kolektor. Zebrane
elektrony, nazywane fotoelektronami, tworza prad fotoelektryczny 1,
ktéry mierzony jest galwanometrem A.

e Ustalmy réznice potencjatéw V', przesuwajac suwak opornika pokaza-
nego na rysunku 23.1.T] tak, zeby kolektor K mial odrobine mniejszy
potencjal niz tarcza T'. Taka roznica potencjatow bedzie spowalniaé
elektrony wybite z tarczy. Nastepnie zmieniamy napiecie V' az do mo-
mentu, gdy prad fotoelektryczny obserwowany na galwanometrze A
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przestaje ptynaé¢. Napiecie odpowiadajace tej sytuacji nazywamy po-
tencjatem hamujacym Vi, Przy napieciu V' = Vi, elektrony o naj-
wigkszej energii zostaja zawrdcone tuz przed osiggnieciem kolektora.
Energia kinetyczna Fj ,q. tych najszybszych elektronéw jest wtedy
réwna

Ey oz = €Vitop (23.1.4)

przy czym e jest tadunkiem elementarnym.

Pomiary pokazuja, ze dla Swiatta o danej czestosci energia Ej 0. nie
zalezy od nate¢zenia $wiatta. Bez wzgledu na to, czy nasze zrodto jest
oslepiajaco jasne, czy tez jarzy sie tak stabo, ze trudno je wykry¢ (czy
tez ma jakiekolwiek posrednie natezenie), maksymalna energia kine-
tyczna wybitych elektronow zawsze ma t¢ sama wartosc.

Ta obserwacja doswiadczalna pozostaje zagadka dla fizyki klasycznej.
Klasycznie rzecz ujmujac, swiatto padajace na tarcze jest sinusoidalnie
zmienng falg elektromagnetyczng. Elektron w tarczy powinien drgac
pod wplywem sinusoidalnie zmiennej sity wywieranej przez pole elek-
trycznej fali padajacej. Jesli amplituda tych drgan jest dostatecznie
duza, elektron powinien wyrwaé¢ si¢ z powierzchni tarczy, a wiec zo-
sta¢ z niej uwolniony. Zatem jesli zwigkszaliby$my amplitude fali i jej
drgajacego pola elektrycznego, elektron wybijany z powierzchni tarczy
powinien otrzyma¢ bardziej energetyczne pchniecie. Jednak nic takiego
sie nie dzieje. Dla danej czestosci swiatta zaréwno wigzka intensywnego
Swiatta, jak i stabiutki promyk dostarczaja wybijanym elektronom do-
ktadnie tyle samo energii.

Jesli natomiast pomyslimy o fotonach, to poprawny wynik pojawia sie
w sposob naturalny. W tym wypadku energia, jaka moze by¢ prze-
kazana przez padajaca fale elektronowi w tarczy, jest energia poje-
dynczego fotonu. Zwiekszajac natezenie swiatta, zwiekszamy liczbe
fotonow w wiazce. Jednak energia fotonu, dana réwnaniem (231.2),
pozostaje przy tym niezmienna, poniewaz nie ulega zmianie czestosé
swiatta. Tak wiec energia zamieniona na energie kinetyczna elektronu
takze pozostaje niezmienna.

Zmieniajmy teraz czesto$¢ v padajacego $wiatta i mierzmy odpowiedni
potencjal hamujacy Vi, Na rysunku 23101 przedstawiono zaleznosé
Vsiop 0d czestodcl v. Zauwazmy, ze zjawisko fotoelektryczne nie wy-
stepuje, jesli czestosé swiatta jest nizsza od pewniej czestosci progowej
vy lub, co jest réwnowazne, jesli dtugosé fali $wietlnej jest wieksza niz
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Rysunek 23.1.2: Zalezno$¢ potencjalu hamujacego Vi, 0od czestosci v $wia-
tta padajacego na elektrode wykonang z sodu w uktadzie doswiadczalnym z
rysunku 23.T.T] (dane opublikowane przez R.A. Millikana w 1916 r.)

odpowiednia progowa dtugos¢ fali \g = ¢/vy. Jest tak bez wzgledu na
to, jak intensywne jest swiatto padajace na tarcze.

e Stanowi to kolejna zagadke dla fizyki klasycznej. Wyobrazajac sobie
swiatto jako fale elektromagnetyczng,moglibysmy sie spodziewaé naste-
pujacej obserwacji. Bez wzgledu na to, jak niska bytaby czestos¢ pa-
dajacego Swiatta, elektrony mogtyby by¢ przez to $wiatto wyzwalane
zawsze wtedy, gdy dostarczylibySmy im wystarczajaco duzo energii.
To zas mozna bytoby osiagnac, wykorzystujac dostatecznie intensywne
zrodto swiatta. Jednak nie takiego nie nastepuje. W przypadku $wia-
tta o czestosci nizszej niz czestosé progowa V zjawisko fotoelektryczne
nie zachodzi, bez wzgledu na to, jak intensywne jest zrodto swiatta.

e [stnienia czestosci progowej powinnismy sie jednak spodziewac,jesli ener-

gia jest przekazywana w postaci fotondéw. Elektrony utrzymywane sg
wewnatrz tarczy sitami elektrycznymi. (Gdyby tak nie bylo, to pod
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wplywem grawitacji wszystkie by z niej wypadty). Do uwolnienia sie
z jej powierzchni wystarczy elektronowi pewna minimalna energia ¢.
Energia ¢ jest charakterystyczna dla materiatu, z ktorego wykonana
jest tarcza, i nazywana jest praca wyjscia dla tego materiatu. Jesli
energia hv przekazana przez foton elektronowi przewyzsza te prace wyj-
scia (hv > ¢), to elektron zostaje uwolniony z tarczy. Jesli przekazana
energia jest mniejsza niz praca wyjscia (a wiec hv < ¢), elektron nie
moze zosta¢ uwolniony. To wtasnie pokazuje rysunek 23.1.2

Einstein podsumowatl wyniki powyzszych do$wiadczen fotoelektrycz-
nych w réwnaniu

Wyraza ono zasade zachowania energii w przypadku pochtonigcia po-
jedynczego fotonu przez tarcze o pracy wyjscia ¢. Energia hr réwna
energii fotonu przekazywana jest pojedynczemu elektronowi w mate-
riale, z ktérego wykonana jest tarcza. Aby elektron mogt wyrwaé sie
z tarczy, musi otrzymac energie co najmniej réwng energii ¢ . Cala
dodatkowa energia (hv — ¢), jaka elektron otrzymuje od fotonu, po-
jawi sie jako jego energia kinetyczna Fj. W najbardziej korzystnych
warunkach elektron moze wyrwac sie¢ z powierzchni tarczy bez zmniej-
szenia tej energii. Pojawi si¢ zatem poza tarcza z maksymalng mozliwg
energia kinetyczna Ej maz-

Przepiszmy rownanie ([23.1.50]), podstawiajac warto$¢ Ej ;4. z rOwnania
@314). Po krétkich przeksztatceniach otrzymamy
h ¢

Vipay = v — 2 923.1.6
top Ve o ( )

Stosunki h/e e i ¢/e sa statymi, tak wiec powinnidmy sie spodziewac,
ze wykres zaleznosci potencjatu hamujacego Vi, 0d czestosci v bedzie
linig prosta, tak jak na rysunku 23.1.2] Co wiecej, nachylenie tej pro-
stej powinno by¢ réwne h/e. Aby to sprawdzié¢, zmierzymy dlugosci
odcinkéw ab i be na rysunku 23.1.2] i napiszemy

h b
2o 41107 s (23.1.7)

e bc
Mnozac ten wynik przez wartos¢ tadunku elementarnego e, znajdujemy
h=(41-10"V-5)(1.6-107C) =6.6-10**J - s (23.1.8)

co zgadza sie z wartosciami zmierzonymi w innych doswiadczeniach.
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23.1.2 Zjawisko Comptona

W 1916 r. Einstein rozszerzyt swoja koncepcje kwantow $wiatta (fotonéw),
postulujac, ze kwant swiatta ma ped. Ped fotonu o energii hv wynosi

e (ped fotonu) (23.1.9)

P c A

detektor

padajjce
promieniowanie
/' renlgenowskie

TOZPIOSZONe
promicniowanic

/ A rentgenowskle

szczeliny
kolimujace

Rysunek 23.1.3: Schemat aparatury Comptona. Wigzka promieniowania
rentgenowskiego o dlugosci fali A = 71, 1pm pada na grafitowa tarcze T.
Rozproszone promieniowanie rentgenowskie jest obserwowane pod réznymi
katami wzgledem wiazki padajacej. Natezenie wigzki rozproszonej oraz jej
dhugos¢ fali mierzone sg przez detektor.

e Korzystajac z réownania ([23.19), wyraziliSmy w powyzszym wzorze
czestosé fotonu v przez dlugosé A odpowiadajacej mu fali Swietlnej
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(v = ¢/\). Zatem gdy foton oddzialuje z materia, energia i ped prze-
kazywane sg tak, jakby zderzenie fotonu i materii zaszto w klasycznym
sensie.

W 1923 r. Arthur Compton z Washington University w St. Louis prze-
prowadzit do$wiadczenie, ktore potwierdzito poglad, ze przy udziale
fotonow przekazywane sa zarowno ped, jak i energia. W jego ekspery-
mencie wigzka promieniowania rentgenowskiego o dtugosci fali A byta
kierowana na grafitowa tarcze, tak jak to pokazano na rysunku 23.1.3l
Promieniowanie rentgenowskie jest rodzajem promieniowania elektro-
magnetycznego o wysokiej czestosci, a wiec matej dtugosci fali. Comp-
ton zmierzyt dtugosé¢ fali i natezenie promieniowania rozproszonego w
roznych kierunkach wzgledem kierunku wiazki padajace;j.

Na rysunku 23.T.4] pokazano wyniki tego do$wiadczenia. Mimo ze pro-
mieniowanie padajace na tarcze jest monochromatyczne (A = 71.1 pm),
to widaé, ze wigzka rozproszona zawiera caly zakres diugosci fali z
dwiema wyraznymi liniami. Jedno maksimum pojawia si¢ dla dtugosci
fali wiazki padajacej A, drugie dla dtuzszej fali \'. Réznica pomiedzy
tymi dlugosciami AN = X" — X\ nazywana jest przesunieciem compto-
nowskim. Wartos¢ przesuniecia comptonowskiego zalezy od kata, pod
jakim obserwuje sie rozproszone promieniowanie rentgenowskie.

Wyniki pokazane na rysunku 3. T4l stanowia kolejng zagadke dla fizyki
klasycznej. W klasycznym podejéciu promieniowanie rentgenowskie pa-
dajace na grafitows tarcze jest sinusoidalng falg elektromagnetyczng.
Pod wptywem drgajacego pola elektrycznego tej fali elektron w tarczy
powinien takze drga¢ sinusoidalnie. Co wiecej, elektron ten powinien
drgaé z taka sama czestodcia jak padajaca fala, a takze powinien wy-
sytac¢ fale o takiej samej czestosci, tak jakby byt mata antena. Zatem
promieniowanie rentgenowskie rozproszone przez ten elektron powinno
mie¢ te sama czestosc i te sama dhugosé fali co promieniowanie w wiazce
padajacej. Tak si¢ jednak nie dzieje.

Compton zinterpretowal rozpraszanie promieniowania rentgenowskiego
jako wynik przekazu energii i pedu pomiedzy padajaca wigzka promie-
niowania a stabo zwigzanymi elektronami w grafitowej tarczy. Przekaz
ten odbywa sie za posrednictwem fotondéw. Rozpatrzmy najpierw po-
jeciowo, a potem takze ilosciowo, jak ta kwantowa interpretacja umoz-
liwia zrozumienie wynikow Comptona.
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Rysunek 23.1.4: Wyniki do$wiadczenia Comptona dla czterech wartosci kata
rozpraszania ¢. Zauwazmy, ze przesuniecie comptonowskie A\, zwieksza sie
wraz ze wzrostem kata rozpraszania

e Przyjmijmy, ze w oddzialtywaniu pomi¢dzy padajaca wiazka promie-
niowania rentgenowskiego a nieruchomym elektronem bierze udziat po-
jedynczy foton (o energii F = hr). W ogdélnym przypadku kierunek
ruchu fotonu rentgenowskiego sie¢ zmieni (foton zostaje rozproszony),
elektron za$ zostanie odrzucony, co oznacza, ze uzyska pewna energie
kinetyczna. W tym izolowanym oddzialywaniu energia zostaje zacho-
wana. Tak wiec energia rozproszonego fotonu (E/ = hz/) musi by¢
mniejsza niz energia fotonu padajacego. Rozproszone promieniowanie
rentgenowskie musi mieé¢ zatem nizsza czestosé v, a wiec dtugosé fali
N bedzie wicksza niz dtugoéé fali wigzki padajacej, doktadnie tak jak
wskazuja pokazane na rysunku 23. 1.4 wyniki doswiadczenia Comptona.
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Rysunek 23.1.5: Foton promieniowania rentgenowskiego o dtugosci fali A
oddziatuje z nieruchomym elektronem. Zostaje on rozproszony pod katem
¢ a jego dtugosé fali X' sie zwiekszyta. Elektron porusza sie po zderzeniu z
predkoécig v pod katem ©

e Do ilosciowej analizy tych wynikéw zastosujemy najpierw zasade zacho-
wania energii. Na rysunku 39.5 pokazane jest zderzenie fotonu rentge-
nowskiego z poczatkowo nieruchomym swobodnym elektronem znajdu-
jacym sie w tarczy. W wyniku tego zderzenia foton rentgenowski o
dtugosci fali A" porusza sie pod katem ¢, elektron zas - pod katem Oe.
7 zasady zachowania energii wynika, ze

hv = hv' + B (23.1.10)

gdzie hv jest energia fotonu padajacego, hr' jest energia fotonu rozpro-
szonego, FEj. zas jest energig kinetyczna odrzuconego elektronu. Elek-
tron moze zosta¢ odrzucony z predkoscia porownywalng z predkoscia
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swiatta. Aby znalez¢ jego energie kinetyczng, musimy zatem skorzystac
z wyrazenia relatywistycznego

By =mc*(y—1) (23.1.11)

gdzie m jest masg elektronu, za$ v jest czynnikiem Lorentza

1
L — (23.1.12)

-
Zasada zachowania energii przybierze zatem postac
hv = hy' +mc*(y —1) (23.1.13)

P . s . . !/ . . . . . /
Podstawiajac zamiast czestoséci v i v odpowiednio wyrazenia ¢/Aic/\ |
otrzymamy nowe rownanie

h

1= % + me(y — 1) (23.1.14)

Nastepnie do zderzenia fotonu rentgenowskiego z elektronem, poka-
zanego na rysunku P30 zastosujemy zasade zachowania pedu. Z
réwnania wynika, ze ped padajacego fotonu réwny jest h/\, a
ped fotonu po rozproszeniu wynosi h/\. Z réwnania B3 114 wynika,
ze ped odrzuconego elektronu rowny jest ymwv. Poniewaz problem jest
dwuwymiarowy, z zasady zachowania pedu wzdtuz osi x i y wynikaja
nastepujace rownania:

h h

1= ycosgb—i—ymv cosf (0$ ) (23.1.15)
oraz

h h . . ,

1=y sin ¢+ ymosinf (0sy) . (23.1.16)

Naszym celem jest znalezienie przesuniecia comptonowskiego A\ =
A\ — X rozproszonego promieniowania rentgenowskiego. Sposéréd pieciu
zmiennych opisujacych zderzenie (A, X', v, ¢ i ), wystepujacych w
tych rownaniach, mozna wyeliminowaé te, ktére odnosza sie tylko do
odrzuconego elektronu, a wiec v oraz . Po kilku przeksztatceniach
mozna otrzymaé¢ wzor na zaleznos¢ przesunigcia comptonowskiego od
kata rozproszenia ¢:

h
AN = —(1—cos¢) (przesuniecie comptonowskie) — (23.1.17)
me

Réwnanie (23TI7) potwierdza doswiadczalne wyniki Comptona.
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o Wielkosé h/me w réwnaniu (23.1.17) jest stata zwana comptonowska
dhugoscia fali. Jej warto$¢ zalezy od masy m czastki, na ktorej roz-
prasza si¢ promieniowanie rentgenowskie. W rozwazanym przypadku
czastka ta jest stabo zwigzany elektron. Zatem aby znalezé compto-
nowskq dtugosé¢ fali dla rozproszenia comptonowskiego na elektronie,
do réwnania (23.1.17) nalezy wstawi¢ mase elektronu m.

e Pojawienie sie w widmie rozproszonego promieniowania rentgenowskiego
linii odpowiadajacej dtugosci fali (A = 71,1 pm) promieniowania pa-
dajacego (rys23.14]) wymaga w dalszym ciagu wyjasnienia. Nie jest
ona efektem oddziatywania miedzy promieniowaniem rentgenowskim
a bardzo stabo zwigzanymi elektronami w tarczy. Jest ona wynikiem
oddzialywania miedzy tym promieniowaniem a elektronami silnie zwig-
zanymi w atomach wegla, z ktorych zbudowana jest tarcza. Efektyw-
nie kazde z tych zderzen zachodzi pomiedzy fotonem rentgenowskim
wiazki padajacej a calym atomem wegla. Jedli do réwnania (23.T.17)
wstawimy mase m atomu wegla (ktora jest w przyblizeniu 22000 razy
wigksza niz masa elektronu), to zobaczymy, ze warto$¢ A staje si¢ 22000
razy mniejsza niz przesuniecie comptonowskie w przypadku zderzen z
elektronami, a wiec jest niemierzalnie mata. Zatem promieniowanie
rentgenowskie rozproszone w takich zderzeniach ma te sama dlugosé
fali co promieniowanie padajace.

23.2 Foton i fala prawdopodobienstwa

Najwieksza zagadka fizyki jest pytanie, w jaki sposéb swiatto w podejsciu
klasycznym moze by¢ fala (rozciagajaca sie na pewien obszar), podczas gdy
w fizyce kwantowej jest ono emitowane i pochtaniane w postaci fotonéw (po-
wstajacych i znikajacych w pewnych punktach). W sercu tej tajemnicy lezy
doswiadczenie Younga omawiane w rozdziale 21l Przedyskutujmy trzy wersje
tego doswiadczenia.

23.2.1 Interpretacja standardowa

e Na rysunku 23.2.] przedstawiony jest szkic oryginalnego do$wiadcze-
nia, jakie Thomas Young przeprowadzit w 1801 roku. Na ekran B, w
ktorym znajduja sie dwie waskie réwnolegte szczeliny, pada $wiatto.
Fale $wietlne przechodzace przez szczeliny uginaja si¢ na skutek dy-
frakcji, a nastepnie naktadaja sie na siebie na ekranie C'. Na ekranie
tym tworzy si¢ w wyniku interferencji obraz ztozony z pojawiajacych
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Rysunek 23.2.1: Na przestone B, w ktérej znajduja sie dwie réwnolegte
szczeliny, kierowane jest swiatto. Wiazki wychodzace z tych szczelin uginaja
sie na skutek dyfrakcji. Dwie ugiete wiazki naktadaja sie na siebie na ekranie
C'i tworzg prazki interferencyjne. Maty detektor fotonow D umieszczony w
plaszczyznie ekranu C' sygnalizuje absorpcje kazdego fotonu glosnym trza-

skiem.

si¢ na przemian maksiméw i miniméw natezenia swiatta. W rozdziale
21 uznaliSmy istnienie tych interferencyjnych prazkéw za nieodparty
dowdd na falowa nature swiatta.

e Ustawmy w pewnym punkcie na ptaszczyznie ekranu C' malutki de-
tektor fotonéw D. Niech bedzie to uktad fotoelektryczny, reagujacy
trzaskiem na pochtanianie fotonéw. Stwierdzilibyémy, ze detektor ten
wytwarza seri¢ przypadkowo pojawiajacych sie trzaskéw. Kazdy z nich
oznajmia przekazanie energii z fali Swietlnej na ekran, bedace wynikiem

pochtoniecia fotonu.

e Gdybyémy bardzo wolno przesuwali nasz detektor w gore lub w dot, tak
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jak to pokazuje czarna strzatka na rysunku P3.2.7] zauwazyliby$my, ze
czestose trzaskow zwicksza si¢ 1 zmniejsza, przechodzac na przemian
przez maksima i minima odpowiadajace doktadnie maksimom i mini-
mom jasnosci prazkow interferencyjnych.

e Sednem tego myslowego doswiadczenia jest nastepujace stwierdzenie.
Nie potrafimy przewidzie¢, kiedy w pewnym konkretnym punkcie na
ekranie C' zostanie wykryty foton. Fotony wykrywane sa w pojedyn-
czych punktach w przypadkowych momentach. Umiemy jednak przewi-
dzie¢, ze wzgledne prawdopodobienstwo wykrycia fotonéw w pewnym
konkretnym punkcie w okreslonym przedziale czasowym jest propor-
cjonalne do natezenia swiatta w tym punkcie.

e W rozdziale 1] zobaczyli$émy, ze natezenie [ fali Swietlnej w dowol-
nym punkcie jest proporcjonalne do kwadratu FE,,, amplitudy wektora
oscylujacego pola elektrycznego tej fali w danym punkcie. Zatem:

Prawdopodobienstwo (przypadajace na jednostkowy przedzial
czasu), ze w pewnej matej objetosci wokét danego punktu w
fali swietlnej zostanie wykryty foton, jest proporcjonalne do
kwadratu amplitudy wektora pola elektrycznego tej fali w
danym punkcie.

e UzyskaliSmy w ten sposob probabilistyczny opis fali $wietlnej, a wiec
inny obraz $wiatta. Jest to nie tylko fala elektromagnetyczna, ale takze
fala prawdopodobienstwa. A wiec z kazdym punktem fali $wietlnej mo-
zemy powiazaé liczbowe prawdopodobienstwo (przypadajace na prze-
dzial czasu), ze w pewnej malej objetosci dookota tego punktu mozna
wykry¢ foton.

23.2.2 Interpretacja jednofotonowa

e Doswiadczenie Younga z dwiema szczelinami zostato po raz pierwszy
przeprowadzone w wersji jednofotonowej przez G.I. Taylora w 1909 r.
PéZniej byto ono wielokrotnie powtarzane. Od wersji standardowej
rozni sie tym, ze zrédlo Swiatta zastosowane w tym przypadku jest
niezwykle stabe. Emituje ono w przypadkowych chwilach tylko jeden
foton na raz. W zadziwiajacy sposéb prazki interferencyjne nadal po-
wstaja na ekranie C, jesli do$wiadczenie trwa dostatecznie dtugo (kilka
miesiecy w przypadku wezesnego doswiadczenia Taylora).

e Jak wyjasni¢ te jednofotonowa wersje doswiadczenia Younga? Zanim
zaczniemy rozwazaé jego wyniki, nieodparta wydaje si¢ pokusa zadania
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takich pytan, jak: Jesli fotony przemierzaja uktad eksperymentalny
pojedynczo, to przez ktéra z dwoch szczelin na ekranie B przechodzi
dany foton? A skad w ogole dany foton wie o istnieniu drugiej szczeliny,
co otwiera mozliwosé¢ interferencji? Czy foton potrafi w jakis sposob
przejsé przez obydwie szczeliny, a nastepnie interferowa¢ sam ze sobg?

e Pamietajmy, ze o fotonie potrafimy sie dowiedzie¢ tylko wtedy, gdy od-
dziatuje on z materig. Nie mamy zadnego sposobu wykrycia fotondéw
bez oddziatywania z materia - detektorem lub ekranem. Tak wiec z do-
swiadczenia przedstawionego na rysunku 23.2.T] potrafimy sie tylko do-
wiedzie¢, ze fotony powstaja w zrodle Swiatta i znikaja na ekranie. Nie
potrafimy powiedzie¢, czym jest lub co robi foton pomiedzy zréodiem
a ekranem. Jednak, poniewaz ostatecznie na ekranie powstaje obraz
interferencyjny, mozemy spekulowac, ze kazdy foton wedruje od zrédta
do ekranu jako fala wypetniajaca przestrzen pomiedzy tymi obiektami.
Nastepnie zas znika w akcie absorpcji, tracac energie i ped w pewnym
punkcie na ekranie.

e Nie umiemy przewidzie¢, gdzie dla konkretnego fotonu powstajacego w
zrodle nastapi ten przekaz (gdzie zostanie on wykryty). Jednak umiemy
okresli¢ prawdopodobienstwo, ze przekaz nastapi w pewnym dowolnym
punkcie na ekranie. Przekazy te beda mialy tendencje do pojawiania
sie (a zatem fotony beda czesciej pochtaniane) w rejonie jasnych praz-
kéw obrazu interferencyjnego powstajacego na ekranie. Przekazy te
beda miaty tendencje do nie pojawiania sie (a zatem fotony raczej nie
beda pochtaniane) w rejonie ciemnych prazkéw tego obrazu interferen-
cyjnego. Tak wiec mozemy powiedziec, ze fala wedrujaca ze zrodta na
ekran jest falg prawdopodobienstwa, wytwarzajaca na ekranie obraz
“prazkow prawdopodobienstwa”.

23.2.3 Szerokokatowa interpretacja jednofotonowa

o W przesztosci fizycy starali sie wyjasni¢ doswiadczenie Younga w wersji
jednofotonowej, uzywajac pojecia matych paczek klasycznych fal swietl-
nych, ktore bytyby pojedynczo wysytane w kierunku szczelin. Definio-
wali oni te male paczki jako fotony. Nowoczesne doswiadczenia obality
jednak to wyjasénienie i te definicje. Na rysunku pokazano sche-
mat jednego z tych doswiadczen, o ktérym doniesli w roku 1992 Ming
Lai i Jean-Claude Diels z University of New Mexico. Zrédlo S za-
wiera czasteczki emitujace fotony w dobrze oddzielonych momentach.
Zwierciadta Z; i Zs kieruja te fotony wzdtuz dwéch réznych drog 1 i
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pojedyncea craslectka

Rysunek 23.2.2: Swiatlo bedace wynikiem pojedynczego aktu emisji w zrédle
S rozchodzace sie wzdhuz dwoch drég, tworzacych ze soba duzy kat, pada
na plytke $wiattodzielaca B i interferuje ze soba w detektorze D (Ming Lai i
Jean-Claude Diels, Journal of the Optical Society of America B, 9,2290-2294,
grudzien 1992)

2, réznigeych sie o kat 6, bliski 180°. Uktad ten rozni sie od uktadu
w standardowym do$wiadczeniu Younga, w ktérym kat pomiedzy dro-
gami swiatta docierajacego do obu szczelin jest bardzo maty.

e Swiatlo poruszajace sie wzdtuz drég [ i 2 po odbiciu od zwierciadet Z;
i Z5 spotyka sie na plytce swiattodzielacej B. (Plytka swiatlodzielaca
jest elementem optycznym, ktory przepuszcza cze$é padajacego na nig
Swiatta, reszte za$ odbija). Po prawej stronie ptytki swiattodzielacej na
rysunku swiatto poruszajace si¢ wzdtuz drogi 2 i odbite przez B
dodaje si¢ do swiatta poruszajacego si¢ wzdtuz drogi 1 i przepuszczo-
nego przez B. Oba te promienie Swietlne interferuja ze soba, docierajac
do detektora D (fotopowielacza z licznikiem fotonow).
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e Na wyjsciu z detektora pojawia si¢ szereg przypadkowo roztozonych w
czasie elektronicznych impulséw, z ktorych kazdy odpowiada pojedyn-
czemu wykrytemu fotonowi. W doswiadczeniu ptytka $wiattodzielaca
porusza sie powoli w poziomie (w omawianym eksperymencie nie wie-
cej niz okoto 50 mikrometrow), sygnatl z detektora za$ zapisywany jest
na rejestratorze. Przesuwanie plytki $wiattodzielacej zmienia dtugosci
drog 11 2. Wprowadza to przesuniecie fazowe pomiedzy promieniami
swiatta docierajacymi do detektora D. W sygnale wyjsciowym z de-
tektora pojawiajg sie maksima i minima interferencyjne.

e Przytoczone doswiadczenie trudno zrozumieé, postugujac sie obrazem
klasycznym. Na przyktad, jesli czasteczka w zrédle emituje pojedynczy
foton, to czy bedzie on poruszal siec wzdtuz drogi 1, czy 2 na rysunku
(czy wzdluz innej dowolnej drogi)? W jaki sposéb moze sie
on poruszaé jednoczesnie w obu kierunkach? Aby odpowiedzie¢ na to
pytanie, zaktadamy, ze gdy czasteczka emituje foton, we wszystkich
kierunkach rozchodzi si¢ fala prawdopodobienstwa. W do$wiadczeniu
wybiera sie sposrod tych kierunkéw dwa niemalze przeciwne do siebie.

o Jak widac, wszystkie trzy wersje doswiadczenia Younga potrafimy zin-
terpretowad, jesli zatozymy, ze (1) Swiatto jest generowane w zrodle
w postaci fotonow, (2) swiatto jest pochtaniane detektorze w postaci
fotonéw 1 (3) $wiatto porusza sie pomiedzy zrédtem i detektorem jako
fala prawdopodobienstwa.

23.3 Fale materii

e W 1924 r. francuski fizyk Louis de Broglie odwotat sie¢ w nastepujacy
sposob do zagadnienia symetrii: Promien $wietlny jest falg, ale energie
i ped przekazuje on materii tylko punktowo, w postaci fotonéw. Czemu
wiazka czastek nie mialaby mie¢ takich samych wtasnosci? Czyli, dla-
czego w takim przypadku nie mysle¢ o poruszajacym sie elektronie -
lub kazdej innej czastce - jako o fali materii, ktora przekazuje punktowo
innej materii energie i ped?

e De Broglie zasugerowal w szczegdlnosei, ze réwnanie 23.19) (p = h/)\)
mozna by stosowac nie tylko do fotonow, ale takze do elektronow. Juz
uzywalisSmy tego réwnania do przypisania fotonowi $wiatta o dtugosci
fali A pedu p. Teraz wykorzystamy to rownanie, w formie

A= % (dtugos¢ fali de Brogile’a) (23.3.1)
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do przypisania czastce o pedzie p - dtugosci fali \. Dhugosé¢ fali ob-
liczona z réwnania (2331 jest nazywana dlugoscia fali de Broglie’a
poruszajacej si¢ czastki.

e [stnienie fal materii przewidziane przez de Broglie’a po raz pierwszy
zweryfikowali doswiadczalnie w 1927 r. ej. Davisson i L.H. Germer z
Bell Telephone Laboratories oraz George P. Thomson z University of
Aberdeen w Szkocji.

e Falowa natura czastek j atomow jest obecnie przyjmowana za rzecz na-
turalng w wielu dziedzinach nauki j techniki. Na przyktad dyfrakcja
elektronéw i neutronéw wykorzystywana jest do badania struktury ato-
mowej cial statych i cieczy, a dyfrakcje elektronow mozna zastosowaé
do badania budowy atomowej powierzchni ciat statych.

e Na rysunku 23.3.7] pokazano fotograficzny dowdd istnienia fal materii
uzyskany w bardziej wspotczesnym doswiadczeniu. W eksperymencie
tym obraz interferencyjny powstawat wtedy, gdy przez uktad z dwiema
szczelinami przepuszczano elektrony jeden po drugim. Wykorzystany
uktad doswiadczalny byt taki jak te, ktorych uzywaliSmy poprzednio
do demonstracji interferencji optycznej. Wyjatkiem jest ekran, ktory
w omawianym doswiadczeniu podobny byt do zwyktego ekranu tele-
wizyjnego. Uderzenie elektronu w ten ekran wywotywalo powstanie
swietlnego btysku, ktorego potozenie byto zapisywane.

e Pierwszych kilka elektronéw (dwa gorne zdjecia) nie ujawniato niczego
interesujacego i pozornie uderzato w przypadkowe punkty ekranu. Jed-
nak gdy przez uktad przeszto wiele tysiecy elektronéw, na ekranie po-
jawit si¢ pewien obraz. Jasne prazki ujawnity si¢ w miejscach, gdzie
na ckran padto wiele elektronéw, ciemne zas tam, gdzie na ekran pa-
dto niewiele elektronéow. Obraz ten odpowiada doktadnie temu, czego
spodziewalibyémy sie w przypadku interferencji fal. Tak wiec kazdy
elektron przebyt uktad doswiadczalny jako fala materii - cze$¢, ktora
poruszala sie przez jedng szczeling, interferowala z czescia, ktora poru-
szala sie przez druga szczeline. Zatem w wyniku interferencji elektron
dociera do réznych punktéw ekranu z réznym prawdopodobienstwem.
Te miejsca, w ktorych pojawito sie wiele elektronéw, s odpowiedni-
kiem jasnych prazkéw w interferencji optycznej, natomiast miejsca, w
ktorych pojawito sie mato elektrondéw ciemnych prazkow.

e Podobne zjawiska interferencji zaobserwowano dla protondéw, neutro-
néw i réznych atomoéow. W 1994 r. stwierdzono interferencje czasteczek
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jodu I, ktére sa nie tylko 500000 razy ciezsze od elektronow, ale takze
daleko bardziej ztozone. W 1999 r. zaobserwowano ja dla jeszcze bar-
dziej skomplikowanych czasteczek - fulerenéw Cgo i Cro . (Fulereny
sa czasteczkami o ksztalcie pitki futbolowej zbudowanymi z atomow
wegla: 60 w Cgo 1 70 w Cry. Najwyrazniej takie mate obiekty, jak
elektrony, protony, atomy i czasteczki poruszaja sie jako fale materii.
Jednak badajac obiekty wigksze i bardziej ztozone, musimy dojs¢ do
momentu, w ktérym rozwazanie ich falowej natury przestaje by¢ uza-
sadnione. W tym momencie dostajemy si¢ z powrotem do naszego zna-
jomego niekwantowego $wiata, rzadzonego przez prawa fizyki poznane
w poprzednich rozdziatach tej ksigzki.

Falowa natura czastek j atomow jest obecnie przyjmowana za rzecz na-
turalng w wielu dziedzinach nauki i techniki. Na przyktad dyfrakcja
elektronéw i neutronéw wykorzystywana jest do badania struktury ato-
mowej ciat statych i cieczy, a dyfrakcje elektronéw mozna zastosowac
do badania budowy atomowej powierzchni cial statych.
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Rysunek 23.3.1: Zdjecia pokazujace powstawanie obrazu interferencyjnego
wywolanego wigzka elektronéw w doswiadczeniu z dwiema szczelinami przed-
stawionym na rysunku Fale materii, tak jak fale Swiatla, sg falami
prawdopodobienstwa. Przyblizone liczby elektronéw odpowiadajace kolej-
nym fotografiom wynosza: 7, 100, 3000, 20000 i 70000
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