16. Grawitacja

16-1. Wstep historyczny*

Przynajmniej od czaséw greckich przedmiotem starannych badar byly dwa problemy:
(1) tendencja upuszczanych przedmiotéw, takich jak kamienie, do spadania na Ziemie
oraz (2) ruch planet, a takZe Slorica i Ksigzyca, ktére w tych czasach byly klasyfikowane
razem z planetami. Poczatkowo uwazano, e oba te problemy nie maja ze soba nic wspél-
nego. Jednym z osiagnigé Newtona, opartym na pracach jego poprzednikéw, bylo wyrazne
przedstawienie tych zagadnien jako réznych aspektéw pojedynczego problemu, podlega-
jacych tym samym prawom.

W 1665 roku dwudziestotrzyletni Newton wyjechal, po spowodowanym zaraza zamknie-
ciu szkoty, z Cambridge do Lincolnshire. Okoto 50 lat pézniej napisat ,,...w tym samym
roku (1665) zaczatem rozmysla¢ o grawitacji rozciagajacej si¢ az do orbity Ksiezyca...
i poréwnalem w ten sposéb sil¢ potrzebng do utrzymania KsigZyca na swej orbicie z sila
cigzkosci na powierzchni Ziemi. Znalazlem catkiem bliska ich odpowiednio$é”.

Miody przyjaciel Newtona William Stukeley opisuje jak podczas picia herbaty pod
jablonia Newton powiedzial mu, Ze sceneria jest taka jak wtedy, gdy wpadl na pomyst
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Rys. 16-1. Zaréwno Ksiezyc, jak i jablko sa przyspieszane
w kierunku $rodka Ziemi. Réznica w ich ruchach wynika
stad, ze Ksi¢zyc ma predkos¢ styczna v, podczas gdy jablko
nie ma tej predkosci

* Patrz artykul: V.V. Raman, A Background to Newtonian Gravitation, The Physics Teacher,
November 1972.

25 D. Halliday, Fizyka t. 1 385



istnienia grawitacji. ,,Bylo to wywotane przez spadajace jabtko*, kiedy siedzial on w kon-
templacyjnym nastroju... i nastepnie zaczat stopniowo stosowa¢ wiasnos¢ ciazenia do ru-
chu Ziemi i cial niebieskich...”” (patrz rys. 16-1).

Przyspieszenie Ksigzyca w kierunku Ziemi mozna obliczy¢ na podstawie okresu jego
obrotu dokota Ziemi oraz promienia jego orbity. Otrzymuje si¢ warto$¢ 0,0027 m/s?
(patrz przykiad 4, rozdziat 4). Wartos¢ ta jest okoto 3600 razy mniejsza niZ przyspieszenie
grawitacyjne (g) na powierzchni Ziemi. Newton wiedziony, jak méwil, przez trzecie prawo
Keplera (patrz nizej oraz zadanie 25) sprobowal wyjasni¢ t¢ roznice, zakladajac, ze przy-
spieszenie spadajacego ciala jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od
Ziemi.

Natychmiast powstaje pytanie, co rozumiemy przez termin ,,odleglos¢ od Ziemi”.
Ostatecznie Newton uznal, Zze kazda czastka Ziemi przyczynia si¢ do przyciagania grawi-
tacyjnego migdzy Ziemig i innymi ciatami. Zrobit przy tym odwazne zalozZenie, Ze cala masa
Ziemi moze by¢ traktowana tak, jakby byla skoncentrowana w jej srodku.

Ziemie mozna traktowaé jako punkt materialny w odniesieniu na przyktad do Storica.
Jednak zaloZenie, Ze mozna Ziemi¢ traktowaé jako punkt materialny réwnie dobrze w sto-
sunku do jabtka umieszczonego w odlegtosci zaledwie kilku metréw od jej powierzchni,
nie jest juz tak oczywiste. Zgodnie jednak z takim zaloZeniem spadajace w poblizu po-
wierzchni Ziemi cialo znajduje si¢ w odlegtosci réwnej promieniowi Ziemi od efektywnego
$rodka przyciagania Ziemi, czyli okoto 6400 km, a Ksi¢zyc znajduje si¢ w odlegtosci okoto
384 000 km. Odwrotno$é kwadratu stosunku tych odleglosci wynosi (6400/384 000)? =
1/3600, co jest zgodne ze stosunkiem przyspieszenn Ksigzyca i jabika.

Wedtug cytowanych wyzej stow Newtona ,,odpowiednio$¢” jest rzeczywiscie ,,bliska”.

Newton opublikowat wszystkie swoje wnioski dopiero w 1678 roku, okoto 22 lata
po tym jak zrozumial podstawowe idee. Przedstawit je dopiero w swym mistrzowskim
dziele Principia. Niezaleznie od wspomnianego wyzej problemu Ziemi i jabika, istotna
niepewnos¢ dotyczyla promienia Ziemi, koniecznego parametru do obliczen. Odegrala
tez wreszcie rolg zwyczajna dla Newtona niecheé do publikowania czegokolwiek. Byt on
nie$miatym i zamknietym w sobie czlowiekiem, a wszelkie spory budzily w nim wstret.
Bertrand Russell pisat o nim: ,,Gdyby napotkal on na podobna opozycj¢, jaka byla udzia-
fem Galileusza, prawdopodobnie nie opublikowalby nigdy nawet jednej linijki”’. Edmund
Halley, znany w zwiazku z kometa Halleya, wlasciwie zmusil Newtona do wydania Prin-
cipiow. Matematyk Augustus De Morgan pisat o Halleyu: ,,...ale nie widzial on naj-
mniejszej szansy, by o pracy tej mozna bylo chociaz mysle¢, ani o napisaniu jej, ani
po napisaniu o wydrukowaniu”.

W Principiach Newton wyszedl poza problemy Ziemi i jablka oraz Ziemi i Ksi¢Zyca
i zastosowal swoje prawo cigzenia do wszystkich cial w sposob, ktéry oméwimy w nastep-
nym paragrafie.

Trzy przekrywajace si¢ dziedziny zjawisk sa odpowiednie do omawiania grawitacji.
(1) Przyciaganie grawitacyjne migdzy, powiedzmy, dwoma kulami do kregli, chociaz
mierzalne przy pomocy odpowiednio czutych technik, jest jednak za stabe, Zeby moglo
byé odczuwane przez nasze zmysly. (2) Przyciaganie nas i obiektéw nas otaczajacych przez
Ziemi¢ jest cecha kontrolujaca nasze Zycie, od ktorej uciec mozemy jedynie przy uzyciu

* Niewiele jest podstaw, by wierzyé, ze jablko to trafilo Newtona w glowg!
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nadzwyczajnych srodkéw. Twoércy programu lotéw kosmicznych stale mysla o sile cigZenia
jako o centralnym i kontrolujacym wszystko czynniku. (3) Na skale kosmiczna, to jest
w sferze Ukladu Stonecznego, a takze powstawania i oddzialywania gwiazd i galaktyk,
grawitacja jest bez watpienia sila dominujaca.

Najwczesniejsze powazne proby wyjasnienia kinematyki Uktadu Stonecznego byly
podjete przez Grekow. Ptolemeusz (Claudius Ptolomaus, II w.n.e.) rozwinal schemat
geocentryczny dla Ukladu Stonecznego, w ktorym, jak sama nazwa wskazuje, Ziemia
pozostaje nieruchoma w $rodku, podczas gdy planety, wlaczajac w to Stofice i Ksigzyc,
okrazaja ja dokota. Taki wniosek nie powinien nas dziwi¢. Ziemia wydaje si¢ nam by¢
catkiem istotnym ciatem. Szekspir odnosil si¢ do niej jak do ,,...sporej budowli...”. Nawet
dzisiaj uczac astronomii nawigacyjnej uzywamy geocentrycznego ukladu odniesienia,
a w mowie codziennej stosujemy terminy takie jak ,,wschéd Storica”, ktére implikuja
taki wlasnie uklad.

Proste orbity kotowe nie moga zda¢ sprawy ze ztozonych ruchéw planet i Ptolemeusz
musial wprowadzi¢ pojecie epicykli. Planeta poruszata si¢ teraz po okregu, ktérego $§rodek
poruszat si¢ po innym okregu z Ziemia w $rodku (patrz rys. 16-2b). Musial on takze uciec
si¢ do kilku innych zmian natury geometryczne;. Wszystkie zachowywaly $wigta figure,
okrag, jako centralng cechg ruchéw planetarnych. Wiemy teraz, Ze to nie okrag jest podsta-
wowym torem, ale elipsa, w ktorej ognisku znajduje si¢ Storice (patrz nizej).

orbita Marsa deferens Marsa
- — "A\

Rys. 16-2. (a) Uklad Stoneczny wedlug Kopernika. Storice znajduje si¢ w $rodku, a planety poruszaja si¢
dokota niego. (b) Uklad Stoneczny wedlug Ptolemeusza. Ziemia znajduje sie w $rodku, a planety poruszaja
si¢ wokot niej. Obaj uczeni wprowadzili pewne komplikacje natury geometrycznej po to, by wyjasnié
dozony ruch planet. Na przyklad w (b) Mars wedruje po (kolowym) epicyklu, ktérego srodek porusza sie
po (kolowym) deferensie. Na rysunku nie zostaly pokazane zmiany, w zasadzie rownie zlozone, wprowa-
dzone przez Kopernika. Podstawowa roznica obu ukladéw polega na tym, ze Slofice badz Ziemia jest
centrum ruch6éw planetarnych (Patrz: Giorgio De Santillana, The Crime of Galileo, Chicago, University
of Chicago Press 1955 oraz Thomas S. Kuhn, The Copernican Revolution, Cambridge, Harvard University
Press 1957)
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W XVI wieku Kopernik (1473-1543) zaproponowat uklad heliocentryczny. W schemacie
tym Storice byto w §rodku Ukladu Stonecznego, a Ziemia poruszala si¢ dokotla jako jedna
z jego planet (patrz rys. 16-2a). Czesto si¢ sadzi, iz Uklad Kopernika jest o tyle prostszy
od Uktadu Ptolemeusza, ze powinien by¢ przyjety natychmiast. Nie jest to prawda. Koper-
nik réwniez wierzyt w ,,§wieto$¢” okregdw i uzywat epicykli i innych dodatkéw w stopniu
doréwnujacym Ptolemeuszowi; zmiany te nie s3 zaznaczone na rys. 16-2a. Jednak umiesz-
czajac Stofice w srodku wszechrzeczy Kopernik podat znacznie prostsze i bardziej naturalne
wyjas$nienie niektérych cech ruchu planetarnego. Przede wszystkim za$ przygotowat niez-
bedny teren, na ktorym rozwinal si¢ wspéiczesny nasz poglad na Uklad Sloneczny.

Rosnace kontrowersje miedzy dwiema teoriami byly bodzcem dla astronoméw do
otrzymania bardziej dokladnych danych obserwacyjnych. Takie dane zostaty zebrane przez
Tychona Brahe* (1546-1601), ostatniego spos$réd wielkich astronoméw prowadzacych
obserwacje bez uzycia lunety**. Dane Tychona Brahe dotyczace ruchéw planet zostaly
po okoto dwudziestu latach zanalizowane i zinterpretowane przez jego asystenta, Johannesa
Keplera (1571-1630). Kepler znalazl wazne regularnosci w ruchu planet. Sa one znane jako
trzy prawa ruchu planetarnego Keplera.

1. Wszystkie planety poruszaja si¢ po orbitach eliptycznych, w ktérych w jednym
z ognisk znajduje si¢ Slonice (prawo orbit).

2. Odcinek 1aczacy jakakolwiek planete ze Sloficem zakre§la w réwnych odstgpach
czasu réwne pola (prawo pol).

3. Kwadrat okresu obiegu dowolnej planety jest proporcjonalny do szescianu $redniej
odlegtoéci planety od Slorica (prawo okresow).

Prawa Keplera stanowily silne poparcie teorii Kopernika. Pokazaly one, w jak prosty
spos6b mozna opisaé ruchy planetarne, je$li przyjmie si¢ Stofice za cialo odniesienia. Byly
to jednak prawa empiryczne; po prostu opisywaty one obserwowany ruch planet bez zadnej
teoretycznej interpretacji. Kepler nie sadzit, ze jaka$ sila jest przyczyna takich regularno-
Sci***, W istocie pojecie sily nie bylo w tym czasie jasno sformutowane. Wielkim triumfem
Newtona bylo wigc to, ze mdgt on wyprowadzié prawa Keplera ze swoich zasad dynamiki
i ze swojego prawa ciazenia. W tym przypadku prawo ciaZenia Newtona wymagalo,
Zeby kazda planeta byla przyciagana w kierunku Slorica sila proporcjonalng do jej masy
i odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odlegtosci od Stofica.

W ten sposéb Newton przy pomocy jednego pomystu byt w stanie wyjasnié zaréwno
ruch planet w Ukladzie Stonecznym, jak i ruch cial spadajacych na Ziemig. Potaczyl
on w ten sposéb w jedna teori¢ odrebne uprzednio nauki: mechanike ziemska i mechanike
nieba. Rzeczywite znaczenie naukowe pracy Kopernika polega na tym, Ze teoria helio-
centryczna otworzyla droge do tej syntezy****, ZalozZenie, Ze Ziemia wiruje i obraca si¢

* Patrz artykul: Owen Gingerich, Copernicus and Tycho, Scientific American, Dcember 1973,

** Pierwsza, uzyteczna naukowo, luneta zostala wykonana przez Galileusza w 1609 roku. Przy jej
pomocy odkryl on wewnetrzne ksigzyce Jowisza i fazy Wenus. Galileusz byl zdecydowanym rzecznikiem
teorii Kopernika i prowadzil obserwacje w celu jej potwierdzenia. Nawiasem mowiac, Newton wynalazi
teleskop zwierciadlany.

*** Patrz artykut: Curtis Wilson, How Did Kepler Discover His First Two Laws, Scientific
American, March 1972,

**** Na pracg Newtona z pewnoscia mialy wplyw prace innych badaczy. Do tych, na ktoérych si¢
opieral, musimy zaliczy¢ takze Galileusza, Keplera, Halleya i Hooke’a.
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dokola Storica, umozliwito nastepnie wyjasnienie takich réznorodnych zjawisk, jak dzienny
i roczny pozorny ruch gwiazd, sptaszczenie kulistego ksztattu Ziemi, wlasciwosci pasatéw
i wiele innych. W teorii geocentrycznej wszystkie te zjawiska nie mogly byé¢ tak prosto
powigzane ze soba.

Pouczajace bedzie przedstawienie rozwoju naszego rozumienia ruchéw ciat Ukfadu Stonecznego przy

pomocy poje¢ mechaniki klasycznej, wylozonej w rozdziale 5 (patrz str. 92). Historycznie mozemy wy-
rémié¢ cztery przelomy.

1. Kopernik wskazal, ze Slofice, a nie Ziemia, jest centralnym cialem Ukladu Stonecznego. Méwiac
jezykiem dzisiejszym: podat on uktad odniesienia (Storice) o wiele wygodniejszy dla opisu ruch6w od uzy-
wanego poprzednio (Ziemia). Migdzy innymi zaletami trzeba wspomnie¢, ze uklad Kopernika, ustalony
wzgledem Storica, ale nie obracajacy si¢ razem z nim, jest w istocie inercjalnym uktadem odniesienia; uklad
odniesienia ustalony wzgledem bedacej w ruchu orbitalnym Ziemi, na ktorej zyjemy, nie moze byé przy
rozpatrywaniu zagadnieni zwiazanych z ruchami planet, uwazany za inercjalny.

2. Brahe wykonat dokladne pomiary ruchéw planet tak, jak sa one widziane z Ziemi. Dostarczyt on
koniecznego materialu obserwacyjnego, ktéry umozliwit dalszy postep.

3. Kepler, badajac dane Brahego, wyprowadzit z nich trzy proste prawa empiryczne dotyczace ruchu
planetarnego. Prawa te omawialiémy powyzej. Przyjmujac kopernikaniski uklad odniesienia, przedstawit
on w prostej postaci informacje kinematyczne dotyczace ruchéw planetarnych.

4. Newton odkryt ogdlne prawa rzadzace ruchem wszystkich ukladéw mechanicznych oraz szczegélne
prawo dla sily, stosujace si¢ do ruchéw planet, a mianowicie prawo powszechnego ciazenia.

Tak wicc widzimy wylaniajace si¢ na przestrzeni okofo 200 lat: (1) odpowiedni uktad odniesienia,
(2) doktadna informacj¢ kinematyczna, (3) empiryczne prawo ruchu planetarnego oraz (4) ogélne prawa
mechaniki klasycznej i prawo wyrazajace sil¢ rzadzaca ruchem planetarnym.

16-2. Prawo powszechnego cigienia

Sila dzialajaca miedzy kazdymi dwoma punktami materialnymi o masach m, i m,, znaj-
dujacymi sie w odleglosci r, jest silq przyciqgajaca, skierowanq wzdluz prostej laczqcej te
punkty, i ma wartosé

F=G, (16-1)
gdzie G jest stalq uniwersalng, majqcq te samq wartosé dla wszystkich par punktéw material-
nych.

Jest to prawo powszechnego cigzenia Newtona. Dla lepszego zrozumienia tego prawa
trzeba od razu podkresli¢ kilka jego cech.

Po pierwsze, sily grawitacyjne dzialajace miedzy dwoma dowolnymi ciatami (punktami
materialnymi) stanowia pare sit: akcja-reakcja. Pierwsze cialo dziala na drugie wzdtuz
laczacej je prostej sita skierowang do pierwszego ciata. Podobnie, drugie ciato dziala na
pierwsze sita skierowana do drugiego ciala wzdtuz taczacej je prostej. Sity te s3 réwne co
do wartosci, ale przeciwnie skierowane.

Nie wolno myli¢ statej uniwersalnej G z przyspieszeniem ziemskim ciata g, wywolanym
przez grawitacyjne przyciaganie ciala przez Ziemie. Stala G ma wymiar L3/MT? i jest
skalarem; g ma wymiar L/T?, jest wektorem i nie jest ani uniwersalne, ani stale.

ZauwaZmy, ze prawo powszechnego ciaZzenia Newtona nie jest réwnaniem, ktére de-
finiuje jakakolwiek z wystgpujacych w nim wielkosci fizycznych (sila, masa, dlugosé).
Zgodnie z naszym programem mechaniki klasycznej, przedstawionym w rozdziale 5, sila
zdefiniowana jest przez druga zasad¢ dynamiki Newtona, F = ma. Istota tej zasady jest
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jednak zalozenie, Ze tak zdefiniowana sila dzialajaca na ciato moze byé w prosty sposéb
zwigzana z mierzalnymi wlasciwodciami ciala i jego otoczenia, czyli zalozenie istnienia
prostych praw rzadzacych oddzialywaniami cial. Prawo powszechnego ciazenia jest
wlasnie takim prawem. Stala G musi byé wyznaczona doswiadczalnie. Skoro tylko G zostato
wyznaczone dla danej pary cial, moZzemy otrzymana warto$¢ stosowaé w prawie ciaZenia
dla okreslenia sit grawitacyjnych miedzy inna dowolng parg cial.

Zauwazmy takze, ze réwnanie (16-1) okresla sil¢ dzialajaca miedzy punktami ma-
terialnymi. JeZeli chcemy okresli¢ sil¢ dzialajaca miedzy cialami rozciagtymi, jak na przyk-
tad Ziemia i Ksi¢zyc, musimy rozpatrywa¢ kazde z tych ciat jako ztozone z punktéw ma-
terialnych. Nastepnie nalezy obliczy¢ oddziatywanie miedzy wszystkimi punktami. Ra-
chunki takie s3 mozliwe dzigki catkowaniu. Cheé¢ rozwiazania takich zagadnien byla dla
Newtona jedna z pobudek do rozwijania analizy matematycznej. Na ogét, nie jest poprawne
zalozenie, Ze dla celow grawitacji cala mase ciala mozemy traktowaé Jjako skoncentrowang
w jego Srodku masy. Zatozenie to jest jednak poprawne dla jednorodnych kul. Wynik ten,
z ktdrego czesto nastepnie bedziemy korzystaé, zostanie udowodniony w paragrafie 16-6.

W prawie powszechnego ciaZenia zawarta jest, w sposéb posredni, mysl, Ze sila gra-
witacyjna migdzy dwoma cialami nie zalezy od obecnosci innych ciat i od wiasciwosci
otaczajacej te ciala przestrzeni. Poprawnosé tej idei zalezy od poprawnosci wnioskéw
wyprowadzonych przy jej zastosowaniu. Jak dotad wnioski potwierdzaja t¢ idee. Z faktu
tego skorzystano jako z jednego z argumentow obalajacych mozliwoéé istnienia »ekrandw
grawitacyjnych’.

Prawo powszechnego cigzenia mozemy przedstawi¢ w postaci wektorowej. Niech wektor przemiesz-
czenia r,; bedzie skierowany od punktu o masie m, do punktu o masie m,, tak jak wskazuje to rys. 16-3a.

Kierunek i warto$¢ sily grawitacyjnej F2;, ktora m, dziala na m,, dane sa przez zwiagzek wektorowy
mym;

Fy; = -G 3 | ST (16-23)
riz
ma ma mo
B/p: Rys. 16-3. Sila wywierana na mas¢ m, (przez mase
-~ L m,) Faz,; jest zwrocona przeciwnie do wektora prze-
7/ . . .
f12 (=-112) ’ mieszczenia ry; masy m, wzgledem m,. Sila wywie-

ﬁ12(=-F21) rana na mas¢ m, (przez m,), F,,, jest zwrocona

przeciwnie do wektora przemieszczenia r,; masy m,
wzgledem m,. Foy = —F,; i sily te tworza pare:
" b) c) akcja-reakcja

my

my

gdzie ry, jest dtugoscia ri2. Znak minus w réwnaniu (16-2a) oznacza, ze F,; ma zwrot przeciwny do r,,;
m; podlega dzialaniu sily skierowanej do m, (patrz rys. 16-3); sita grawitacyjna jest sila przyciagajaca,
Rownanie (16-2a) jest w istocie prawem ,,0dwrotnej proporcjonalnosci do kwadratu odlegltoéci”, co wy-
raznie wida¢ po przepisaniu go w postaci: F2y, = —(Gmymz[r};) (r(2/r12); stosunek wektora przemiesz-
czenia do jego dlugosci (ry2/r;2) jest po prostu wektorem jednostkowym u, w kierunku przemieszczenia,
Jezeli przedstawimy ten zwiazek w postaci skalarnej, przyrownujac diugosci obu stron, wtedy czynnik 7y,
w liczniku uproéci si¢ z jednym z czynnikéw ri; w mianowniku, w wyniku czego otrzymamy prawo wyra-
zone w postaci takiej jak w rownaniu (16-1).
Sita, jakq m, dziala na m,, jest oczywifcie dana wyrazeniem
Fis= -Gy, (162b)

rz21

W réwnaniach (16-2) r2; = —ry2 (patrz rys. 16-3a, b) i, jak oczekujemy, Fy, = —F;, (patrz rys,
16-3c); tak wigc sily grawitacyjne dzialajace mi¢dzy dwoma cialami tworza pare sit: akcja-reakcja.
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16-3. Stala powszechnego cigienia G

Dla wyznaczenia wartosci G konieczny jest pomiar sity przyciagania dzialajacej migdzy
dwiema znanymi masami. Pierwszy doktadny pomiar zostat wykonany przez Cavendisha
w 1798 roku. Znacznie dokladniejsze wartosci otrzymali w dziewi¢tnastym wieku Poynting
i Boys. Obecnie przyjeta wartos¢ G wynosi*

G = 6,6720- 10~ !* N - m?/kg?,
z doktadnoscia do 0,0006- 10~!! N - m?/kg?.

Stala G moze by¢ okreslona metoda maksymalnego odchylenia, zilustrowana na rys.
16-4. Dwie mate kulki, kazda o masie m, sa umieszczone na koncach lekkiego sztywnego
preta. Pret ten jest zawieszony na cienkiej pionowe;j nici tak, Ze jego oS pozostaje w poto-
Zeniu poziomym. Dwie duze kule, kazda o masie M, sa umieszczone po przeciwnych stro-
nach preta, blisko jego kohcow. Gdy duze masy znajduja si¢ w polozeniu 4 i B, male masy,
z powodu prawa ciaZenia, beda przyciagane, wskutek czego dzialajacy na pret moment
skrecajacy spowoduje jego obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
(jezeli cala sytuacje bedziemy obserwowali z géry). Gdy duze masy sa w polozeniu 4’ i B’,
pret obraca sig zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Ni¢ w trakcie skrecania dziata prze-
ciwnie skierowanym momentem skrecajacym. Kat 6, o jaki ni¢ zostata skrgcona, kiedy kule
przesunigto z jednego polozenia w drugie, jest mierzony za pomoca obserwacji odchylenia
promienia §wietlnego, odbitego od zwierciadetka umieszczonego na nici. Stala G mozemy
obliczyé z pomiaru kata skrecenia, jezeli znamy masy, ich odlegloci oraz moment kie-
rujacy nici. Silta przyciagania jest bardzo mata i na to, zeby otrzymaé zauwazalne skrecenie,
moment kierujacy nici musi mie¢ bardzo mata warto$¢. W przykladzie 1 umieszczonym
na konicu tego paragrafu zostaly podane pewne dane liczbowe, z ktérych mozna obli-
czy¢ G.

Ciala na wadze Cavendisha pokazanej na rys. 16-4 nie sa oczywiscie punktami material-
nymi, ale obiektami rozciagtymi. Jednakze, poniewaz s3 one jednorodnymi kulami, ich
dzialanie grawitacyjne jest takie, jak gdyby cala masa byta skoncentrowana w ich $rod-
kach (paragraf 16-6).

Poniewaz G jest tak male, wiec sity grawitacyjne miedzy cialami znajdujacymi si¢ na
Ziemi sa znikome i dla zwyktych celéw moga by¢ pominigte. Na przykiad, dwa przedmioty
kuliste o masie 100 kg kazdy i o $rodkach znajdujacych si¢ w odlegtosci 1,0 metra przy-
ciagaja si¢ wzajemnie sila

Gmym, _ (6,67-10~'%)- (100) - (100) N
. 1,02
czyli okoto 10-8 kG! Doswiadczenie Cavendisha musi by¢ naprawde bardzo dokladne.
Jest ono jednak czesto wykonywane na pierwszej pracowni fizycznej.
Duza warto$é sily grawitacyjnej, jaka Ziemia dziata na wszystkie ciala znajdujace si¢
w poblizu jej powierzchni, jest spowodowana szczegdlnie duza masa Ziemi. Mas¢ Ziemi
mozemy okresli¢ z prawa powszechnego ciazenia oraz z wartosci G wyznaczonej W dos-
wiadczeniu Cavendisha. Z tego powodu moéwi sig, ze Cavendish byl pierwszym, ktdry

F = =6,7-10""7 N,

* Dobry przeglad stosowanych zasad i metod pomiarowych znajduje si¢ w artykule A. H. Cooka
A New Determination of the Constant of Gravitation, Contemporary Physics, May 1968.
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»zwazyl” Ziemi¢. Rozwazmy Ziemi¢ o masie M i na jej powierzchni przedmiot o masie m.
Sila przyciagania dana jest wzorem

F = mg,
jak réwniez

_ GmMz
F = R

Odlegto$¢ obu ciat R; jest promieniem Ziemi, a g jest przyspieszeniem ziemskim na po-
wierzchni Ziemi. L.aczac oba te réwnania otrzymamy

M. — &RE _ (9,80 m/s*)(6,37- 10° m)>
277G ~ 76,67 10T N-m?/kg?

= 5,97-10%* kg.

kwarcowa

zwierciadto

zrodto
swiatta

skala ze szkta
matcweyo

Rys. 16-4. Waga Cavendisha uzywana do doswiadczalnego sprawdzenia prawa powszechnego cigZenia
Newtona. Masy m, m s zawieszone na nici. Masy M, M moga obraca¢ si¢ na nieruchomej podporze.
Zwierciadetko przymocowane do ukladu m, m odbija obraz widkna zar6wki na skale tak, ze mozna mie-
rzy¢ dowolny obrét tego ukladu

Dzielac otrzymana mas¢ przez calkowita objeto$¢ Ziemi otrzymamy $rednia gestosé
Ziemi, ktdra okazuje si¢ réwna 5,5 g/cm3, czyli okolo 5,5 raza wigksza niz gestosé wody.
Srednia gestosé skorupy ziemskiej jest duzo mniejsza od tej wartosci. Wnioskujemy stad,
Zze wngtrze Ziemi ztoZone jest z materii o gestoéci wigkszej niz 5,5 g/cm3. Z do$wiadczenia
Cavendisha otrzymali$my wigc informacje o wlasciwosciach rdzenia Ziemi (patrz pytanie 7
i zadanie 16).
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Przyklad 1. Niech male kulki z rys. 16-4 maja mas¢ 10,0 g kazda, a lekki pret ma dlugoéé 50,0 cm.
Otrzymano, ze okres drgan skretnych takiego uktadu wynosi 769 s. Nastgpnie w poblizu kulek umiesz-
czono dwie duze nieruchome kule o masie 10,0 kg kazda tak, by wywola¢ maksymalne skrecenie. Odchy-
lenie katowe zawieszonego pr¢ta wynosi wtedy 3,96 - 10~3 radianéw przy odleglosci miedzy $rodkami
duzych i malych kul, wynoszacej 10,0 cm. Korzystajac z tych danych obliczyé uniwersalng stala
grawitacji G.

Okres drgafi wahadla torsyjnego dany jest wzorem (15-24),

T=2n l/l—
*

Dla sztywnego preta z kulkami, zaniedbujac mase samego preta, otrzymujemy moment bezwladnodci
I= 2 mr? = (10,0 g)- (25,0 cm)?+ (10,0 g)- (25,0 cm)?,
czyli
I=125-10"3 kg-m?,
Dla T = 769 s otrzymujemy moment kierujacy »:
4n2l  4n21,25-10"3 kg- m?
= = = 8,34-10~% kg - m?/s2.

7 (769 5)° ’ g m’/

Zwiazek miedzy przylozonym momentem skrecajacym i katem skrecenia dany jest wyrazeniem T = x6.
Znamy juz % oraz warto$¢ 6 przy maksymalnym wychyleniu.

Moment skrecajacy jest wywolany grawitacyjnym dzialaniem duzych kul na male kulki. Przy danym
odstepie migdzy nimi moment ten bedzie miat warto$¢ maksymalna, gdy linia laczaca srodki duzych kul
bedzie tworzy¢ z pretem kat prosty. Sila dzialajaca na kazda mala kulke wynosi

GMm

2 9

x

F =

’
podczas gdy ramig tej sily stanowi polowe dlugosci preta (//2). Tak wiec,

moment skrecajacy = sita - ramie sily

lub
GMm |
T=2 " —.
r2 2
Poréwnujac to ze zwiazkiem
T =x0
otrzymujemy
0r? 8,34 10-® kg- m?/s?) (3,96 10-3 0,1 2
G Xt _ ( g- m?/s?) (3,96 - 10~2 rad) (0,100 m) = 6,63-10-" N-m?/kg?,
Mml 10,0 kg- 0,0100 kg- 0,500 m

Zauwazmy, ze wynik ten jest okolo 1% nizszy od przyjetej wartoéci. Jaki czynnik, pominigty w oblicze-
niach, moze tlumaczyé t¢ rozbiezno§é?

16-4. Masa bezwladna i masa grawitacyjna

Jak wida¢ z réwnania (16-1), sila grawitacyjna dziatajaca na cialo jest proporcjonalna do jego masy.
Zwiazek proporcjonalnosci migdzy sila grawitacyjna i masa jest powodem, ze teori¢ grawitacji uwaza si¢
zwykle za dzial mechaniki, w przeciwienstwie do teorii dotyczacych innych rodzajow sit (elektromagne-
tycznych, jadrowych itp.).

Wazna konsekwencja tej proporcjonalnosci jest mozliwosé pomiaru masy za pomoca mierzenia dzia-
fajacej na nig sily grawitacyjnej. Mozna to zrobi¢ uzywajac wagi sprezynowej albo pordwnujac sily gra-
witacyjne dzialajace na mas¢ znang i nieznana, tak jak w zwyklej wadze; innymi stowy, mase ciala mozna
okresli¢ wazac je. Daje to bardziej praktyczng i wygodna metode pomiaru masy niz metoda wynikajaca
z naszej oryginalnej definicji masy (paragraf 5-4).
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Powstaje pytanie, czy rzeczywiscie za pomoca tych obu metod mierzymy t¢ sama wiasciwosé. Stowo
masa zostalo uzyte w dwoch zupelnie réznych sytuacjach doswiadczalnych. Na przyklad, jezeli prébujemy
pchnaé klocek pozostajacy w spoczynku na poziomej, absolutnie gladkiej powierzchni (bez tarcia) zauwa-
zamy, ze wprawienie go w ruch wymaga pewnego wysitku. Klocek wydaje si¢ bezwladny i ma sklonnoé¢
do pozostawania w spoczynku lub, gdy si¢ porusza, ma skionno$¢ do utrzymywania si¢ w stanie ruchu.
Ciazenie nie pojawia si¢ tu w ogole. Takiego samego wysitku wymagaloby przyspieszenie ciala w przestrzeni
kosmicznej bez ciazenia. Powodem, ktéry wywoluje konieczno$¢ podzialania sila w celu zmiany ruchu
ciala, jest jego masa. Ta wlasnie masa wystgpuje we wzorze F = ma, z ktérego korzystaliSmy w naszych
poczqtkowym doswiadczeniach z dynamiki. T¢ mas¢ nazwiemy masq bezwladng m. Mozliwa jest tez od-
mienna sytuacja, w ktérej wystgpuje masa klocka. Na przyktad, utrzymywanie ciala w gorze, w spoczynku
nad Ziemia, wymaga pewnego wysitku. Cialo, jezeli go nie podtrzymamy, spadnie na Ziemig ruchem przyspie-
szonym. Wartoéé sily potrzebnej do utrzymania ciala jest réwna wartosci sily przyciagania grawitacyjnego
miedzy cialem i Ziemia. Bezwladno$¢ nie odgrywa tu zadnej roli, odgrywa natomiast rolg ta wlasciwoé¢
cial materialnych, ktéra powoduje ich przyciaganie przez inne przedmioty, takie jak Ziemia. Sila jest tu
dana wzorem

m’M V4
RZ
gdzie m’ jest grawitacyjng masq ciala. Czy naprawde masa grawitacyjna m’ i masa bezwladna m ciala sq sobie
réwne? Przyjrzyjmy si¢ temu bardziej uwaznie.

Rozwazmy dwa punkty materialne 4 i B o masach grawitacyjnych mj i mp, na ktore dziala trzeci
punkt C o masie grawitacyjnej me. Niech trzeci punkt znajduje si¢ w rownej odleglosci r od pozostatych
dwéch. Wtedy sila grawitacyjna, jaka C dziala na 4, wynosi

F=G

s

mjy
Fuc=G 7
r
a sila grawitacyjna, jaka C dziala na B,
mpm
Foc = G——=

r2

Stosunek sil. grawitacyjnych dzialajacych na 4 i B réwny jest stosunkowi ich mas grawitacyjnych, czyli

Fuc my

Fpc mp )
Przypusémy teraz, ze trzecim cialem C jest Ziemia. Wtedy Fac i Fsc sa, zgodnie z nasza terminologia
ciezarami cial A i B. Zatem

WA m,'4

Ws my

W wyniku, z prawa powszechnego cigzenia otrzymujemy wniosek, ze cigzary roéznych cial, znajdujacych si¢
w tym samym miejscu na Ziemi, sa dokladnie proporcjonalne do ich mas grawitacyjnych.

Przypu$émy teraz, ze za pomoca doswiadczenia dynamicznego, uzywajac na przyklad wagi opisanej
w paragrafie 5-4, zmierzyli§my masy bezwladne my i ms (punktowych) ciat 4 i B. Nast¢pnie pozwalamy
tym cialom spa§é z wybranego miejsca na Ziemie i mierzymy ich przyspieszenia. W wyniku stwierdzamy,
ze wszystkie przedmioty o réiznych masach bezwladnych spadaja z takim samym przyspieszeniem ziemskim g,
wywolanym przez ziemskie przyciaganie grawitacyjne. Ale ziemskie przyciaganie grawitacyjne dzialajace
na te ciala jest ich cigzarem; stosujgc druga zasade dynamiki otrzymujemy wiec

Wa=mug,

Wp = msg,
czyli

Wa _ my

Ws . mg

Innymi stowy, cigzary ciat znajdujacych si¢ w tym samym miejscu na Ziemi sa dokladnie proporcjonaline
réwniez do ich mas bezwladnych. Masa bezwladna i masa grawitacyjna sa wigc przynajmniej proporcjonaine
do siebie. W rzeczywistosci okazuje si¢, ze sq one identyczne.
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Newton opracowat doswiadczenie pozwalajace dokladnie sprawdzi¢ rownowaznos¢ masy bezwladnej
i grawitacyjnej. Wracajac do paragrafu 15-5, do wyprowadzenia wzoru na okres wahadla prostego, stwier-
dzamy, ze okres ten (dla matych katéw) jest dany wzorem

T=27'r"//m

/
mg’

gdzie m w liczniku jest masa bezwladna cigzarka wahadla, a m” w mianowniku jego masa grawitacyjna,
tak ze m’g daje warto$§¢é grawitacyjnego przyciagania dzialajacego na cig¢zarek. Jedynie zakladajac rownoéé
m i m’ (zalozenie to przyjmowaliSmy milczaco), otrzymamy dla okresu wyrazenie

T=2r l/;

Newton wykonat cigzarek wahadla w formie cienkiej tupiny. Do takiego wydrazonego cigzarka wkladal
on rdézne substancje, uwazajac zawsze, zeby ich cigzar, okreslony w wyniku wazenia, byl taki sam. Tak
wigc we wszystkich przypadkach sifa dzialajaca na wahadlo byla taka sama przy tym samym kacie odchy-
lenia. Poniewaz zewnetrzny ksztalt cigzarka pozostawal zawsze bez zmiany, wiec i powietrze dzialalo na
poruszajace si¢ wahadlo taka samg sila oporu. Przy wymianie substancji wewnatrz cigzarka jakakolwiek
roznica mogla byé wywolana jedynie réznica w masach bezwladnych. Taka roéznica powinna ujawnié sie
poprzez zmiang¢ okresu wahadla. Ale we wszystkich przypadkach Newton otrzymat ten sam okres wahadla,
zawsze dany wzorem T = 2% ]/ I/g. Wywnioskowal stad, ze m = m’, czyli ze bezwladne i grawitacyjne masy
s3 rOwnowazne.

W 1909 roku Eo6tvos zestawil aparature, ktora mogla rejestrowaé roznice sily ciazenia rowng 5 10~?
wartoéci tej sily. Z taka wigc dokladnoscia otrzymat wynik dowodzacy, ze rOwne masy bezwladne zawsze
doswiadczaja rownych sit grawitacyjnych. O wykonaniu doswiadczenia EStvosa w ulepszonej wersji zako-
munikowal w 1964 roku R. H. Dicke ze swoimi wspotpracownikami. Zwigkszyt on dokladno$¢ oryginal-
nego do$wiadczenia kilkaset razy*.

W fizyce klasycznej rownowazno$¢é masy grawitacyjnej i bezwladnej byla uwazana za godny uwagi,
ale nie majacy glebszego znaczenia, przypadek. W fizyce wspoélczesnej natomiast rownowazno$é ta roz-
patrywana jest jako zasadnicza cecha, ktora wiedzie do glgbszego zrozumienia grawitacji (patrz paragraf
16-13). Odkrycie jej bylo w istocie waznym tropem, ktory doprowadzit do powstania ogolnej teorii wzgled-
nosci.

16-5. Zmiany przyspieszenia ziemskiego

Przyspieszenie ziemskie przyjmowaliémy dotad za stale. Jest jednak rzecza oczywista,
ze jak wynika z prawa ci¢Zzenia Newtona, g bedzie zmienia¢ si¢ wraz z wysokoscia, czyli
z odlegtoscia od $rodka Ziemi. PodkreslaliSmy juz to, w szczegdlnosci przy omawianiu
ukladu Ksigzyc-jabtko. Obliczmy zmiane wartosci g, jaka powstaje w miare wzrostu od-
leglosci od powierzchni Ziemi. Z réwnania (16-1),

F=¢G _'L;"L’
r
po zrdézniczkowaniu wzgledem r otrzymujemy
dF = —p GmMimz 4

Z obu tych réwnan otrzymujemy

* Elegancki przeglad tego zagadnienia znajduje sie¢ w artykule R. H. Dicke, The Eotvos Experiment,
Scientific American, December 1961.
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Tak wi¢c, wzglgdna zmiana F réwna si¢ podwojonej wzglednej zmianie r. Znak minus
oznacza, Ze sita maleje ze wzrostem odleglosci. Jezeli za mase¢ Ziemi przyjmiemy m,,
a za mas¢ przedmiotu m,, wtedy wywolana przez Ziemig sita cigzenia dzialajaca na przed-
miot bedzie roéwna
F=m,g
i zwrécona w kierunku Ziemi. Rézniczkujac fo wyrazenie otrzymujemy
dF = m,dg;

nastepnie dzielac ostatnie dwa réwnania stronami, znajdujemy, Ze
—_—=—= -2—. (16-3)

Na przykiad wznoszac si¢ 15 km nad powierzchni¢ Ziemi zmieniamy r od okolo 6400 km
do 6415 km; wzgledny wzrost promienia wynosi wigc okoto 1/400. W zwiazku z tym*,
na tej odleglosci g musi si¢ zmieni¢ o okoto 1/200, czyli od okolo 980 cm/s*> do okolo
975 cm/s2. Blisko powierzchni Ziemi g jest wigc istotnie prawie stale na danej szerokosci
geograficznej. Na wigkszych wysokosciach, charakterystycznych dla typowej orbity sate-
litarnej lub dla orbity Ksigzyca, g maleje wyraZnie, co przedstawia tablica 16-1.
Tablica 16-1
Zmiany g z wysokoscia dla szerokosci geograficznej 45°

Wysokosé g Wysokosé g
m m/s? m m/s?
0 9,806 32 000 9,71
1000 9,803 100 000 9,60
4 000 9,794 500 000 8,53
8 000 9,782 1 000 000* 7,41
16 000 9,757 380 000 000** 0,00271

* Wysoko§é typowej orbity satelitarnej.
** Promient orbity Ksigzyca.

Pomiary g sa podstawowym Zrédlem informacji o ksztalcie Ziemi. Zwykle nie rozwazamy rzeczywistej
powierzchni Ziemi, ale wyimaginowana powierzchni¢ zamknigta, zwang geoidq. Nad oceanami geoida
zdefiniowana jest jako powierzchnia pokrywajaca si¢ ze §rednim poziomem morza, podczas gdy nad kon-
tynentami okresla si¢ ja jako przedluzenie tego poziomu; polozenie geoidy mozna teoretycznie znaleié
przez wykopanie do glgbokosci poziomu morza kanatéw poprzez kontynenty i zaobserwowanie $redniego
poziomu wody. Geoida jest powierzchnig stalego potencjatu grawitacyjnego; w kazdym punkcie kierunek
linii pionu tworzy z nia kat prosty.

Starozytni Grecy sadzili, ze Ziemia jest okragla, a jeden z nich, Eratostenes (ok. 276—194 p.n.e.),
zakladajac kulisto$é zmierzyt nawet jej promien. Otrzymat warto$¢ 7400 km, ktéra mozemy pordéwnaé
ze wspblczesna wartoécia 6371 km. P6Zniej za pomoca pomiaru przekonano si¢, ze w dobrym, drugim
przyblizeniu geoida nie jest kula, ale elipsoida obrotowa splaszczona wzdluz osi obrotu Ziemi i wypukly
na réwniku. Promien na réwniku jest w rzeczywistosci wigkszy od promienia na biegunach o 21 km.
Splaszczenie to jest wywolane przez efekty odérodkowe wystepujace w obracajacej si¢, plastycznej Ziemi.
Powierzchnia geoidy nie jest dokladnie elipsoidalna. Powierzchnia ta, dla najlepiej dopasowane;j elipsoidy,
lezy na zewnatrz niej pod masywami goérskimi i wewnatrz — nad oceanami.

* Roéwnanie (16-3) jest rownaniem rézniczkowym i jest Sciste. Odpowiednie rownanie otrzymane przez
zastapienie dr skoficzona zmiana Ar jest dobrym przyblizeniem, jezeli tylko Ar/r jest bardzo male.
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Fakt, ze rownik lezy dalej od §rodka Ziemi niz bieguny, oznacza, ze w trakcie oddalania si¢ od réwnika
(szeroko$¢ geograficzna 0°) w kierunku jednego z biegunéw (szeroko$é geograficzna 90°) powinien wystepo-
wat staly wzrost mierzonej wartosci g. Przedstawiono to w tablicy 16-2. Jednakze, jak wykazuje przyklad 2,
okolo polowa obserwowanej zmiany moze by¢ wyjasniona za pomoca innego efektu, a mianowicie Zmiany
efektywnej wartosci g wywolanej ruchem obrotowym Ziemi. Gdyby na przyklad Ziemia obracala si¢ dosta-
tecznie szybko, wtedy przedmioty znajdujace si¢ na jej powierzchni na réwniku wydawalyby sie niewazkie,
co oznacza, ze efektywna wartos$¢ g = (W/m) bylaby réwna zeru. Dla predkosci obrotowych, mniejszych
od tej predkosci krytycznej, £ ma okreslona, r6zng od zera, warto$¢, ktora jest jednak mniejsza od wartosci,
jaka mialoby ¢ w tym samym punkcie na nieobracajacej sic Ziemi.

Tablica 162
Zaleimo$¢ g (mierzonego na poziomie morza) od szerokosci geograficznej

Szerokos¢ g Szerokosé g
geograficzna m/s? geograficzna m/s?
0° 9,78039 50° 9,81071
10° 9,78195 60° 9,81918
20° 9,78641 70° 9,82608
30° 9,79329 80° 9,83059
40° 9,80171 90° 9,83217

W 1959 roku zauwazono, ze orbita sztucznego satelity Ziemi, Vanguard, obliczona przy uzyciu war-
tosci g opartych o elipsoidalny ksztalt geoidy, niedokladnie zgadza si¢ z orbita obserwowana. Wywniosko-
wano, ze najlepszym przyblizeniem geoidy nie jest elipsoida obrotowa, ale powierzchnia o ksztalcie nieco
gruszkowatym, przy czym wezszy koniec ,,gruszki® znajduje si¢ na potkuli pélnocnej i rozciaga si¢ okolo
15 m ponad elipsoidg. Ruch satelity jest uzalezniony od wartosci, jaka przyjmuje ¢ w miejscu jego polozenia.
1 tak sztuczny satelita Ziemi stanowi wygodna sonde¢ do badania wartoéci ¢ w poblizu powierzchni Ziemi
i jest Zrodlem informacji dotyczacych ksztaltu geoidy*.

Przyklad 2. Wplyw ruchu obrotowego Ziemi na wartosé¢ g. Rysunek 16-S przedstawia schemat Ziemi
widzianej od strony Bieguna Pélnocnego. PokazaliSmy na nim powigkszony rysunek ciala o masie m,
wiszacego na wadze sprezynowej umieszczonej na rowniku. Na cialo to dzialaja nastepujace sity: skierowany
ku goérze naciag wagi sprezynowej w, ktéry jest pozornym cigzarem ciala, oraz skierowane w dot przycia-
ganie grawitacyjne Ziemi F = GmM;/Rj3. Cialo nie jest w stanie réwnowagi, gdyz doznaje ono przyspie-
szenia dosrodkowego ar zwiazanego z ruchem obrotowym Ziemi. Musi zatem istnie¢ sita wypadkowa dzia-
lajaca na cialo w kierunku $rodka Ziemi. W wyniku sila przyciagania grawitacyjnego F (prawdziwy ci¢zar
ciala) musi przewyzszaé sile naciagu wagi (pozorny cigzar ciala).

Z drugiej zasady dynamiki otrzymujemy

F—w= mag,

GMzm
- -_— = ma >
RE mg R
skad
GM,
g= 22 —ar na réwniku.
RZ
Na biegunach ag = 0, wiec
GM

g= zz na biegunach.
Rz

Taka warto$¢ g otrzymaliby$my wszedzie (zakladajac kulisty ksztalt Ziemi), gdyby mozna bylo pominaé
ruch obrotowy Ziemi.

* Patrz artykuly: D. G. King-Hele, Satellite Orbits and Their Geophysical Implications, Contempo-
rary Physics, April 1961, D. G. King-Hele i G. E. Cook, Refining the Shape of the Earth, Nature, 246,
86 (1973) oraz D. G. King-Hele, The Shape of the Earth, Science, June 25, 1976.
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W rzeczywistoéci, poza rownikiem, przyspieszenie dosrodkowe nie jest skierowane do $rodka Ziemi.
Szczegdlowa analiza omawianego zagadnienia powinna wigc by¢ dwuwymiarowa. Sytuacja ekstremalna
wystepuje jednak na réwniku. Tam

2w \2 4R
e[ 2 2

Rys. 16-5. Przyklad 2. Wplyw ruchu obrotowego
Ziemi na ciezar ciala mierzony za pomoca wagi
sprezynowe;j

gdzie w jest predkoscia katowa Ziemi w jej ruchu obrotowym, T okresem obrotu, a R promieniem Ziemi
Korzystajac z wartosci
Rz = 6,37-10° m,
T =8,64-10*s

otrzymujemy
ag = 0,0336 m/s2.

Poréwnujac z tablica 16-2 widzimy, ze omawiany efekt jest wystarczajacy do wyjasnienia przeszio polowy
réznicy migdzy wartosciami g obserwowanymi na malych i duzych szerokosciach geograficznych.

16-6. Dzialanie grawitacyjne masy rozmieszczonej
kulisto-symetrycznie

Korzystali$émy poprzednio z faktu, ze duza kula przyciaga cialo lezace na zewnatrz tak, jakby cata masa
kuli byla skoncentrowana w jej §rodku. SprawdZmy teraz to zalozenie.

Rozwazmy powloke¢ kulista o jednostajnej gestosci, ktorej grubos¢ ¢ jest mata w poréwnaniu z pro-
mieniem r (rys. 16-6). Chcemy znaleZé sil¢ grawitacyjna, jaka powloka ta dziala na zewnetrzny punkt ma-
terialny P o masie m.

Zaktadamy, ze kazdy maly element powloki dziala na P silg, ktora jest proporcjonalna do masy ele-
mentu, odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci migdzy nim i P oraz skierowana wzdtuz laczacej
je prostej. Musimy nastgpnie otrzyma¢ dzialajaca na P sile¢ wypadkowa wywolana przez wszystkie elementy
powtoki kulistej.
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Element powloki w punkcie A przyciaga masg m sita F,. Element majacy taka sama masg, ale znaj-
dujacy si¢ w przeciwlegtym, jednakowo oddalonym od m, punkcie B, przyciaga m sita F,. Wypadkowa tych
dwoch sit jest F, + F,. Zauwazmy jednak, ze pionowe skladowe tych sit znosza si¢, podczas gdy sktadowe
poziome, Ficosa i Fycosa, sa sobie rowne. Dzielac powloke kulista na takie pary elementow, zauwazamy
od razu, ze wszystkie dzialajace na m sily poprzeczne znosza si¢ parami. Element masy znajdujacy sie na
gornej potkuli dziata na m sila, ktérej sktadowa skierowana do gory jest zréwnowazona przez skierowana
do dotu skladowa sily, jaka dziata rowny, symetrycznie polozony element masy, znajdujacy si¢ na dolnej
pétkuli powloki. Do znalezienia dzialajacej na m sily wypadkowej, wywolanej przez powloke, wystarczy
rozwaza¢ jedynie skladowe poziome.

//é\rde

Rys. 16-6. Przyciaganie grawitacyjne punktu materialnego o masie m przez wycinek dS kulistej powloki
materii

Jako element masy naszej powloki wezmy teraz pasek kotowy dS, tak jak na rysunku. Jego dlugosé
wynosi 2m(rsinf), szeroko$¢ rdf i grubosé ¢. Zatem pasek ten ma objgtosé

dV = 2ntrisin0do.
Oznaczmy ggsto$¢ powloki przez o. Wtedy masa zawarta w rozwazanym pasku bedzie réwna
dM = odV = 2ntor3sin0d0.
Wywolana przez d M sila, ktora dziala na punkt materialny o masie m znajdujacy si¢ w P, ma kierunek po-
ziomy. Jej warto$¢

mdM

in6do
dF =G cose = 21:Gtgmr2¥cosa. (16-4)
x

xz
Zmienne x, « i 0 nie s3 niezalezne. Z rysunku znajdujemy, Ze

R—rcos0
cose = —— . (16-5)
x
Poniewaz na podstawie twierdzenia cosinuséw
x? = R®4+r2—2Rrcosf, (16-6)
wigc
R 4r2—x2
cos = ——M— 16-7
rco R (16-7)

Rézniczkujac zwiazek (16-6) otrzymujemy
2xdx = 2Rrsin0d0,
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Podstawimy teraz (16-7) do (16-5), a nastepnie (16-5)i (16-8) do réwnania (16-4). W wyniku tej operacji
eliminujemy 0 i « i otrzymujemy zwiazek
nGtomr ( R2—r2

dF = R? x2?

"

Jest to wyrazenie na sil¢, jaka kolowy pasek dS dziala na punkt o masie m.

Musimy teraz wziaé pod uwage wszystkie elementy masy i wykona¢ sumowanie po wszystkich pas-
kach skladajacych si¢ na powloke. Operacja ta jest calkowaniem po calej powloce wzgledem dx. Ale x
zmienia sie w przedziale od wartosci minimalnej R—r do maksymalnej R+r.

Poniewaz
Ryr R2—r2
S (——2—+1)dx = 4I’,
x
R—r
wicc dla sily wypadkowej otrzymujemy
Rer (4nr2et)m Mm
F= S dF = G = G (169)
R-r
gdzie
M = (4nr’to)

jest catkowita masa powloki. Jest to dokladnie taki sam wynik, jaki otrzymalibySmy dla sily dzialajacej
miedzy punktami materialnymi o masach M i m, znajdujacymi si¢ w odleglosci R. UdowodniliSmy wiec,
ze powloka kulista o jednostajnej gestosci przyciaga znajdujacy si¢ na zewnqtrz punkt materialny tak, jakby
cala masa byla skoncentrowana w jej Srodku.

Petna kula moze byé rozpatrywana tak, jakby byla ztozona z duzej ilosci wspolérodkowych powlok.
Jest to sluszne dla takiej kuli, w ktorej kazda powloka kulista ma jednorodna gestos¢, nawet wtedy, gdy
rozne powloki maja rozne gestosci. W zwiazku z tym Ziemia, Ksigzyc czy Stofice, rozwazane jako takie
wlaénie kule, moga by¢, jesli chodzi o ich dzialanie grawitacyjne na ciala znajdujace si¢ na zewnatrz,
uwazane za punkty materialne.

Zauwazmy, ze dowod nasz stosuje sig jedynie do kul i tylko w sytuacjach, gdy gesto$¢ w calej objetosci
kuli jest stata lub jest funkcja tylko promienia.

Interesujacy i majacy pewne znaczenie wynik otrzymuje si¢ dla sily, jaka powloka kulista dziata na
punkt materialny znajdujacy si¢ wewngtrz niej. Sila ta jest réwna zeru. Przy dowodzeniu tego faktu korzys-
tamy z rys. 16-7, na ktérym m znajduje si¢ wewnatrz powloki. Granicami calkowania sa teraz r—Ri R+r.
Ale

R+r Ri—r2
S (——+l)dx =0,

x2
r-R

czyli F=0.

Wynik ten, chociaz nie tak oczywisty, jednak jest mozliwy, gdyz elementy powloki, znajdujace sig
po przeciwnych stronach m, dzialaja teraz na m silami przeciwnie skierowanymi. Catkowite zniesienie sis
tych sil uwarunkowane jest tym, ze sily zmieniaja si¢ dokladnie jak odwrotno$¢ kwadratu odleglosci dwéch
punktow (zadanie 18). Wazne konsekwencje tego wyniku sa omawiane w rozdziatach po$wigconych elek-
trycznoéci (t. IT). Zobaczymy wtedy, ze sila elektrostatyczna dzialajaca miedzy naladowanymi czastkami
rébwniez zalezy odwrotnie proporcjonalnie od kwadratu odleglosci migdzy nimi. W grawitacji powyzszy
wynik jest interesujacy przede wszystkim ze wzgledu na to, ze przewiduje on, przy zaloZeniu stalej gestolci
Ziemi, malenie sily cigzkosci dzialajacej na cialo w miare zaglebienia si¢ jego w Ziemi. Czg$¢ materii Ziemd
znajdujaca sie w powlokach lezacych na zewnatrz ciala nie wywiera nan zadnej sity. W érodku Ziemi sita
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ciezkosci jest rowna zeru. W zwiazku z tym, gdyby Ziemia miala stalq gesto$é, g byloby maksymalne na po-
wierzchni Ziemi i malaloby zaréwno w gore, jak i w d6t od tego miejsca. Czy mozna wyobrazié sobie ku-
listo-symetryczny rozklad masy* wewnatrz Ziemi, ktéry nie dalby takiego wyniku? (Patrz zadanie 16.)
Przyklad 3. Przypus¢my, ze mozna by przekopa¢ przez Ziemi¢ tunel, przebiegajacy z jednej strony
Ziemi na druga wzdluz jej $rednicy, tak jak pokazuje rys. 16-8.
(a) Pokaza¢, ze ruch ciala upuszczonego do tunelu jest ruchem harmonicznym prostym. Pominaé
wszystkie sily tarcia i zalozy¢, ze Ziemia ma jednorodng gestosé.

Rys. 16-7. Przyciaganie grawitacyjne punktu
materialnego o masie m przez wycinek dS ku-
listej powloki materii. Punkt materialny znajduje
si¢ tutaj wewnatrz powloki

Rys. 16-8. Przyklad 3. Punkt materialny po-
ruszajacy si¢ w tunelu przechodzacym przez
Ziemie

Przyciaganie grawitacyjne Ziemi dzialajace na punkt materialny znajdujacy si¢ w odleglosci r od $rodka
Ziemi jest w calosci wywolane przez te czg$é materii Ziemi, ktéra zawarta jest w powlokach wewngtrznych
w stosunku do polozenia punktu. Zewngtrzne powloki nie dzialaja zadng sila. Zalézmy, ze gesto$é Ziemi
jest stala i wynosi o. Wtedy masa zawarta w kuli o promieniu r jest

4mor3
M'=gV'= ——.

* W zwiazku z tym patrz artykut: K. Sundaralingam, Comment on The Radial Variation of g in
a Spherically Symmetric Mass with Nonuniform Density, American Journal of Physics, September
1974,

2 D. Halliday, Fizyka t. 1 401



Dla celéw oddzialywania grawitacyjnego mozna uwaza¢, ze masa ta jest skoncentrowana w srodku Ziemi,
W zwiazku z tym sila dzialajaca na punkt o masie m wynosi
—GM'm

F= 2

r

7Znak minus oznacza, ze sila jest przyciagajaca i zwrocona w kierunku $rodka Ziemi.
Podstawiajac znaleziona warto$¢ M’ otrzymujemy

= -0— = —(GQ

Go - 4mm|3 jest tu stala, ktora oznaczyli$my k. Sita jest wiec proporcjonalna do wychylenia r, ale przeciwnie
skierowana. Jest to wlasnie kryterium ruchu harmonicznego prostego.

(b) Gdyby za pomoca takiego tunelu dostarczano przesylki pocztowe, ile czasu uplynetoby od chwili
wyslania przesytki na jednym koricu do chwili odbioru na drugim?

Okres tego prostego ruchu harmonicznego wynosi

m 3m 3n
T=2m I/E = 2"]/c—em = ]/c—g

Przyjmijmy, ze o = 5,51 10° kg/m?® oraz G = 6,67- 10~'* N-m?/kg?. Daje to

3 3 .
_1/3 _ = 5050 s = 84,2 min.
T l/cg l/(6,67- 10-15(5,51 - 10°) s min

Czas dostarczenia przesylki, réwny potowie okresu, wynosi okoto 42 min. Zauwazmy, Ze czas ten nie zalezy
od masy przesyiki.

W rzeczywistosci Ziemia nie ma gestosci jednorodnej. Przypusémy, Ze ¢ nie jest stale, lecz jest pewna
funkcja r. Jaki mialoby to wplyw na nasze zadanie?

4nm)
r= ‘—kr;
3

16-7. Ruchy planet i satelitow

Ruchy ciat Ukladu Stonecznego moga by¢ wyprowadzone z zasad dynamiki i prawa
powszechnego ciazenia. Jak zauwazyl Kepler (patrz str. 388), wszystkie planety poruszaja
si¢ po orbitach eliptycznych, ze Stoficem znajdujacym si¢ w jednym z ognisk tych elips.
Rozpatrujac szczegélny przypadek orbit kolowych, mozemy zebra¢ duzo wiadomosci
o ruchu planetarnym. Pominiemy sity dziatajace pomigdzy planetami, rozpatrujac jedynie
oddzialywanie migdzy Stoficem i dana planeta. Rozwazania te stosuja si¢ réwnie dobrze
do ruchu satelity (naturalnego czy sztucznego) poruszajacego si¢ wokot planety.

Rozwazmy dwa ciala kuliste o masach M i m, poruszajace si¢ pod wplywem wzajemnego
przyciagania grawitacyjnego po orbitach kotowych. Srodek masy tego uktadu dwoch ciat
lezy na laczacym je odcinku w takim punkcie C, dla ktérego mr = MR (rys. 16-9). Jezeli

- ~
// \\
AN
’ \
// \ N\
) f’/ r . \
1 o) \
L& N g \
______ —-— % - M :
\\ \\\ B II
\ T W /
\ /
\ //
AN L Rys. 16-9. Dwa ciala poruszajace si¢ po orbitach kolowych
\\\ // pod wplywem wzajemnego przyciggania grawitacyjnego. Oba

______ ciala maja te sama predkosé katowa o
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na uklad ten nie dzialaja zadne sity zewnetrzne, Srodek masy nie ma przyspieszenia. W tym
przypadku za poczatek naszego ukladu odniesienia wybierzemy punkt C. Duze cialo
o masie M porusza si¢ po orbicie o statym promieniu R, a male ciato o masie m po orbicie
o stalym promieniu r. Oba ciala maja t¢ sama predkos¢ katowa w. Do wytworzenia takiej
sytuacji sita grawitacyjna dzialajaca na kazde cialo musi wywolywaé konieczne przyspie-
szenie dosrodkowe. Poniewaz sily grawitacyjne stanowia tu pare akcja-reakcja, wigc sity
dosrodkowe musza by¢ réwne, lecz przeciwnie skierowane. Oznacza to, Ze mw?r (warto$é
sity dosrodkowej, jaka M dziata na m) musi réwnac si¢ Mw?R (wartos$é sity dosrodkowej,
jaka m dziata na M). Prawdziwos¢ tego faktu wynika od razu z réwnosci mr = MR, skad
mw*r = Mw?R. Specyficznym dla tego przypadku wymaganiem jest nastgpnie rowno$é
sity grawitacyjnej dzialajacej na kazde z tych cial oraz sily dosrodkowej koniecznej do
utrzymania tego ciala w ruchu po orbicie kolowej, czyli

GMm
(R+71)?

Jezeli jedno cialo ma mas¢ duzo wigksza od masy drugiego, jak jest w przypadku Storica
i planety, to odlegtoé¢ duzego ciata od §rodka masy jest duzo mniejsza niz odlegtosé ciala
mniejszego. Zatézmy wigc, ze¢ R mozna pominagé w poréwnaniu z r. Zwiazek (16-10)
przyjmuje wtedy postaé

= mo?r. (16-10)

GMs = w?r3,

gdzie My jest masa Storica. Gdy predkosé katowa wyrazimy w zaleznosci od okresu ob-
rotu, w = 2%/T, wtedy otrzymamy
4?3

T2 °
Zwigzek ten jest podstawowym réwnaniem ruchu planetarnego; pozostaje on réwniez
stuszny dla orbit eliptycznych, jezeli  oznaczaé bedzie duza pétos elipsy. Rozwazmy niekt6-
re konsekwencje tego réwnania.

Jedna z natychmiastowych konsekwencji réwnania (16-11) jest trzecie prawo Keplera

ruchu planetarnego w szczegélnym przypadku orbit kotowych. Mozemy bowiem réwnanie
(16-11) przedstawi¢ w postaci

GMs =

(16-11)

4n?
CM: ri,
Zauwazmy, Ze W wyraZeniu tym nie pojawia si¢ masa planety. Wyrazenie 42 /GMs jest
tutaj stata, jednakowa dla wszystkich planet.

Réwnanie (16-11) moze by¢ wykorzystane do okreslenia masy Storica, jezeli znamy dla
jakiejkolwiek planety okres obrotu T'i promieri orbity r. Na przyklad, okres obrotu Ziemi
wynosi

T? =

T = 365 dni = 3,15-107 s,
podczas gdy promier jej orbity
r = 150000000 km = 1,5-10** m.
Tak wiec
4n’rd (4n2)(1,5- 101! m)3
GT?> = (6,67-10~'* N-m?/kg?)(3,15- 107 5)2

Mg = ~2,0-10% kg.
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Masa Stofica wynosi wigc okoto 300 000 mas Ziemi. Blad popetniony w wyniku pomi-
niecia R w poréwnaniu z r jest wyraZnie znikomy, gdyz
m_ 1 1,
R =" = 300000 3000 7
W podobny sposéb mozemy wyznaczy¢ mas¢ Ziemi znajac okres obrotu Ksigzyca i pro-
mien jego orbity (patrz zadanie 22).

Réwnanie (16-11) pozwala nam okresli¢ promien orbity jakiejkolwiek planety obraca-
jacej si¢ dokota Storica, jezeli znamy masg Stofica Ms i okres T obrotu planety. Ta metoda
okreglania odlegtosci planety od Storica jest catkiem praktyczna, gdyz okres obrotu latwo
otrzymaé z obserwacji astronomicznych.

Roéwnanie (16-11) spetnione jest réwniez dla ruchu sztucznych satelitow Ziemi. W réw-
naniu tym musimy jedynie podstawi¢ mas¢ Ziemi M; w miejsce Ms.

Drugie prawo_Keplera ruchu planetarnego (patrz str. 388) musi by¢, oczywiscie, spet-
nione dla orbit kotowych. Dla takich orbit zaréwno w, jak i r sg stale i linia faczaca planetg
i Storice zakre$la w réwnych czasach réwne pola. Jednakze dla rzeczywistych orbit eliptycz-
nych, a takze dla dowolnych orbit zaréwno r, jak i w na ogot zmieniajg si¢. RozwaZmy ten
przypadek.

r = 500 km; —?lOO%z

Rys. 16-10. Kometa* poruszajaca si¢ po torze eliptycznym ze Storicem C znajdujacym si¢ w ognisku
elipsy. W czasie df kometa (lub planeta) zakreSla kat d6 = wdt

Na rys. 16-10 pokazane jest cialo (punkt materialny) obracajace si¢ wokét C wzdiuz
pewnego dowolnego toru. Pole zakreslone przez promieri wodzacy w bardzo krotkim
przedziale czasu At zostalo zacieniowane na rysunku. Pole to, pomijajac maly kawalek
tréjkatny na konicu, wynosi potowe iloczynu podstawy i wysokosci lub, w przyblizeniu,
3(roAt)r. W granicy At —» 0 wyraZenie to staje si¢ coraz bardziej doktadne, poniewai
pole matego tréjkata dazy do zera szybciej niz duzego. Chwilowa predkos¢ polowa wynosi
wiec

lim 1(roAt)r 1 .,

= —wr.
at-o At 2

Ale mor? jest po prostu momentem pedu czastki obracajacej si¢ dokota C. Tak wigc drugie
prawo Keplera, wymagajace statosci predkosci polowej 3wr?, jest catkowicie réwnowazne

* Fascynujaca dyskusja wlasno$ci i mozliwego pochodzenia komet znajduje si¢ w artykule: Fred
L. Whipple, The Nature of Comets, Scientific American, February 1974.
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stwierdzeniu, Zze moment pedu jakiejkolwiek planety obracajqcej sie dokola Slorica jest wiel-
kosciq stalq. Moment pedu ciala obracajacego si¢ dokola C nie moze byé zmieniony za
pomoca sity zwréconej w kierunku C. Drugie prawo Keplera pozostatoby wigc w mocy
dla dowolnej sily centralnej, czyli sity zwréconej w kierunku Storica. Dokladna postaé tej
sity — jej zaleznos$¢ od odleglosci lub innych wiasnosci ciat — nie moze byé za pomoca
tego prawa wykryta.

W przeciwienstwie do tego, pierwsze prawo Keplera wymaga, Zeby sila grawitacyjna
zalezata dokladnie od odwrotnosci kwadratu odleglosci migdzy dwoma ciatami, czyli
od 1/r?. Okazuje sig, e tylko taka sita moze by¢ przyczyna eliptycznych orbit planetarnych
(ze Storicem znajdujacym si¢ w jednym z ognisk elipsy).

Przyklad 4. Planeta obraca si¢ wokot Slofica po eliptycznej orbicie 0 mimosrodzie e. Znalezé sto-
sunek czasu spgdzanego przez planete pomigdzy koricami malej osi elipsy po stronie stonecznej do czasu
obrotu.

Zgodnie z pierwszym prawem Keplera Slorice znajduje si¢ w jednym z ognisk elipsy (na rys. 16-11
przedstawiona jest elipsa, ktora ma duzo wigkszy mimosrod niz orbita jakiejkolwiek planety Ukladu Sto-
necznego). Duza o$§ (o ditugosci 2a) i mala of (o diugosci 2b) przecinaja sie¢ w $rodku C elipsy. Zgodnie
z definicja mimosrodu odlegtos¢ CF od $rodka elipsy do ogniska F wynosi ea. Zauwazmy, ze dla orbity
kolowej mimosréd wynositby zero.

... Planeta
! .
28
1
_______ | /_‘E_EF_

Ir_C “Stonce

a ! =
|
!
: =
| = Rys. 16-11. Przykiad 4. Planeta krazy wokot Storica po or-
B bicie eliptycznej

Niech okres obrotu wynosi 7, a czas potrzebny planecie na podréz od B do D po przystonecznej czgéci
elipsy wynosi z. Wtedy dla A4 = pole elipsy i A’ = pole zacieniowane otrzymujemy z zasady zachowania
momentu pedu (albo réwnowaznie przez stwierdzenie, ze predko$é polowa jest stata)

A A

T t
Ale A’ = 1 A—A", gdzie A” = pole trojkata BDF. Tak wiec
t A JA-4" 1 A7 1 32b)ae)

T 4 A 2 4 2 nab
oraz
t 1 e
T 2 =

Zauwazmy, ze warto$¢ ta sprowadza si¢ do % dla orbity kolowej (e = 0). Dlaczego dla orbit eliptycznych
stosunek ten jest mniejszy niz jedna druga?

Zasady dynamiki Newtona i jego prawo powszechnego cigzenia pozostaja w prawie idealnej zgodnosci
z obserwacjami astronomicznymi*. W naszych obliczeniach rozpatrywali$my ruch planety wokét Storica

* Duza oS orbity eliptycznej Merkurego obraca si¢ nieco szybciej niz bylo to przewidziane przez
mechanik¢ Newtona przy uwzglednieniu zaburzajacego wplywu innych planet. Zjawisko to znajduje wy-

jasnienie w ogoélnej teorii wzglednosci.
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jako zagadnienie ,,dwoch cial”. Widzieli$my jednak, ze ruch Storica mégt byé, przy zachowaniu wysokiego
stopnia dokladnosci, pominigty z powodu duzego stosunku masy Storica do masy planety. Fakt ten re-
dukuje zagadnienie do ruchu jednego ciala wokot centrum sily. Gdyby$my wymagali wigkszej doktadnosci,
musielibySmy wlaczy¢ do naszych rozwazan ruch Storfica (patrz zadanie 28). W rzeczywistoéci, chcac to
zagadnienie potraktowa¢ bardzo dokladnie, musieliby$my wzia¢ pod uwage wplyw innych planet i sateli-
tow na ruch Storica i danej planety. Takie zagadnienie ,,wielu cial” jest nielatwe, ale mozna je rozwiazaé
z duza dokladnoscia metodami przyblizonymi. Wyniki takich obliczeri pozostaja w doskonalej zgodzie
z obserwacjami astronomicznymi.

16-8. Pole grawitacyjne

Istota grawitacji jest to, Ze dwie masy dzialaja wzajemnie na siebie sitami. Grawitacje
mozemy traktowa¢ jako bezposrednie oddziatywanie migdzy dwoma cialami obdarzonymi
masg. Taki punkt widzenia nazywa si¢ koncepcja dzialania na odleglo$é; ciala oddziatujg
nawet wtedy, gdy nie stykaja si¢ ze soba. Odmiennym punktem widzenia jest koncepcja
pola, wedlug ktérej cialo obdarzone masa modyfikuje w pewien sposéb otaczajaca przes-
trzen, tworzac tzw. pole grawitacyjne. Pole to dziala nastepnie na kazde inne znajdujace
si¢ w nim cialo obdarzone masg, wywierajac nan sil¢ przyciagania grawitacyjnego. Pole
odgrywa wigc rol¢ posrednia w naszym rozumieniu sit dzialajacych migdzy dwoma cialami
obdarzonymi masg. Zgodnie z tym pogladem zagadnienie nasze mozna podzieli¢ na dwie
oddzielne cz¢sci. Musimy, po pierwsze, okreslié pole wytworzone przez dany uklad ciat
obdarzonych masa; po drugie, musimy obliczy¢ sile, jaka pole to dziala na inne umiesz-
czone w nim ciala materialne.

Rozwazmy na przyklad Ziemi¢ jako izolowana mase. Jezeli w poblizu Ziemi umiescimy
teraz ciato, bedzie nan dzialala sita. W kazdym punkcie przestrzeni sita ta ma okreslony
kierunek i wartos¢. Kierunek jej jest radialny do $rodka Ziemi, a warto$é mg. Z kazdym
punktem w poblizu Ziemi moZemy wigc stowarzyszy¢ wektor g, ktory jest przyspieszeniem,
jakiego doswiadczyloby cialo, gdyby zostalo upuszczone w tym punkcie. Wektor g na-
Zywamy natezeniem pola grawitacyjnego w tym punkcie. Poniewaz

F

-, (16-12)

wigc mozemy zdefiniowaé natgzenie pola grawitacyjnego w dowolnym punkcie jako sifg
grawitacyjng dzialajagca w tym punkcie na jednostke masy*. Sile, jaka dziala to pole, znaj-
dujemy mnozac po prostu g przez mas¢ m punktu materialnego umieszczonego w do-
wolnym punkcie.

Pole grawitacyjne jest przykladem pola wektorowego, w ktérym z kazdym punktem
stowarzyszony jest pewien wektor. Istnieja réwniez pola skalarne, takie jak np. pole
temperatury w ciele stalym przewodzacym cieplo. Pole grawitacyjne powstajace z nie-

* We wzorze (16-12) g jest okreslone jako sila grawitacyjna dzialajaca na mase jednostkowa w punkcie
P w odleglosci R od srodka sferycznie symetrycznej masy M, co wynosi GM/R?. Takie g rézni si¢ od przy-
spieszenia ziemskiego, ktorego warto$é zostala przedstawiona w tablicach 16-1 i 16-2. W tablicach tych
znajduja si¢ wartosci g efektywnego, ktore uwzgledniaja, zgodnie z przykladem 2, przyspieszenie dosrod
kowe ciala poruszajacego si¢ dokola Ziemi. Na przyklad g efektywne wewnatrz satelity ziemskiego wynosi
zero, co obserwowali§my wszyscy podczas transmisji telewizyjnych z takich satelitow. Jest tak dlatego,
ze GM|R? z przykladu 2 jest dokladnie réwne ag z tego przykladu. Jednak pole grawitacyjne w miejscu
polozenia satelity dane wlasnie przez GM/R? nie jest zerowe.
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zmieniajacego si¢ rozkladu materii jest takze przykladem pola stacjonarnego, gdyz wartosé
pola w danym punkcie nie zmienia si¢ w czasie.

Pojecie pola jest szczegélnie uzyteczne dla zrozumienia sit elektromagnetycznych, dzia-
lajacych migdzy poruszajacymi si¢ tadunkami. W poréwnaniu z koncepcja dziatania na
odlegtos¢ ma ono rozliczne zalety zaréwno pojeciowe, jak i praktyczne. Pojecie pola nie
bylo uzywane w czasach Newtona. Zostalo ono stworzone o wiele pézniej przez Fara-
daya dla teorii elektromagnetyzmu i dopiero potem zastosowane do grawitacji. Koncepcja
pola zostala nastepnie przyjeta w ogdlne;j teorii wzglednosci. Gléwnym powodem wprowa-
dzenia jej w tym miejscu jest ch¢¢ wczesnego zaznajomienia studenta z pojeciem, ktére
okazuje si¢ tak wazne w rozwoju teorii fizycznej. .

Przyklad 5. W rozdziale 15 wyprowadziliémy wzor na okres wahadia prostego, T = 2 ]/ l/g. Pa-
migtajac, ze ziemskie pole grawitacyjne nie jest jednorodne na duzych odleglosciach (co zalozylismy dla
odleglosci niewielkich), znaleZ¢, jaki najdiuzszy okres mogtoby mie¢ wahadto proste znajdujace si¢ w poblizu
powierzchni Ziemi?

Wzér T = 2= ]/ Ilg, chociaz nie powinien by¢ stosowany przy g zmieniajacym si¢ wzdluz toru wahadta,
sugeruje zwigkszenie dtugosci wahadla. Wezmy wigc wahadlo o nieskoficzonej dhugoéci. Ciezarek wahadta
poruszalby si¢ wtedy wzdiuz tuku kola o promieniu nieskoriczonym, czyli po linii prostej, co pokazuje rys.
16-12. Ziemskie pole grawitacyjne jest wszedzie skierowane radialnie do $rodka Ziemi i kierunek jego

do nieskoriczonosci

powierzchnia

Rys. 16-12. Przyklad 5. Wahadlo proste zawieszone w nieskoficzonosci

zmienia si¢ wzdluz tuku. Zalézmy, ze amplituda wychylenia ciezarka o masie m jest niewielka w po-
réwnaniu z promieniem Ziemi. Wtedy cigzarek znajduje si¢, w dobrym przyblizeniu, zawsze w odlegtosci
Rz, ziemskiego promienia, od §rodka Ziemi. Sita F dzialajaca na m wynosi
F GM. zm
E— T = mg >
gdzie M jest masa Ziemi. Jak pokazuje rysunek, sila ta jest skierowana do $§rodka Ziemi. Sktadowa sily
wzdluz osi x, ktérej kierunek pokrywa si¢ z kierunkiem ruchu ciezarka, wynosi

X GM m
F,=Feosf= —F—— = — 2"
R; R
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gdzie znak minus oznacza, ze sila jest skierowana przeciwnie do wychylenia z punktu x = 0. Zwiazek
ten mozemy zapisaé w postaci

F, = —kx,

gdzie k = GMzm|R3 jest stala. o
Wzér na okres prostego oscylatora harmonicznego jest T = 2w )/ mlk. Tak wigc,

ITI_ m _ ’ Rz _ E
T=1r ]//? = z“l/GMzm/R% = Z“I/Glexé = 2"]/ r

gdyz na powierzchni Ziemi g r6wna si¢ GM;/R3. Podstawiajac Rz = 6,37+ 10° m i g = 9,80 m/s?, otrzy-
mujemy dla najdluzszego okresu wahadia prostego umieszczonego w poblizu powierzchni Ziemi warto§¢
T = 84,3 min. (Patrz pytanie 37).

16-9. Grawitacyjna energia potencjalna

W rozdziale 8 omawialiSmy grawitacyjna energi¢ potencjalng punktu materialnego
(masa m) i Ziemi (masa M). RozwazaliSmy tam jedynie specjalny przypadek, w ktérym
punkt pozostawal w poblizu Ziemi, tak ze mogliSmy zalozy¢, iz dzialajaca nan sita grawi-
tacyjna jest stata dla wszystkich poloZeni punktu. W paragrafie tym usuniemy to ograni-
czenie i rozwazymy takie odleglosci Ziemia-punkt materialny, ktére moga by¢ znacznie
wigksze od promienia Ziemi.

Wzor (8-5b), ktory mozemy zapisaé jako

AU = U,—U, = — W, (8-5b)

okresla zmiang AU energii potencjalnej jakiegokolwiek ukladu, w ktérym dziala sila za-
chowawcza (na przyklad grawitacyjna), podczas przejscia tego ukladu ze stanu a do stanu b.
W jest praca wykonana przez t¢ silg w trakcie zmiany stanu ukladu.

Energia potencjalna ukladu w jakimkolwiek dowolnym stanie b wynosi (patrz 8-5b)

Uy = — Wup+U,. (16-13)

Dla podania wartosci U, musimy (umownie) wybraé za stan a pewien uzgodniony stan
odniesienia oraz musimy przyja¢ dla U, pewna (umownie) uzgodniona wartos¢, zwykle
zero.

W rozdziale 8 dla ukladu Ziemia-punkt materialny wybraliémy za stan odniesienia taki
stan, w ktérym punkt spoczywat na powierzchni Ziemi ; stanowi temu przypisali§my energie
potencjalna U, = 0. Kiedy punkt znajduje si¢ na wysokoéci y nad powierzchnia Ziemi,
energia potencjalna U(= U,) na podstawie wzoru (16-13) okreslona jest wyraZzeniem:

U= —Wat0= —(-mg)y = mgy.

Sita zachowawcza w tym przypadku (sia cigzkosci) jest skierowana w dot i ma wartosé
(—mg); wektor przesuniecia punktu (4 y) jest skierowany w gére od poziomu odniesienia;
stad wigc réznica w znaku dla tych wielkosci.

Dla przypadku bardziej ogélnego, w ktérym nie jest nalozone ograniczenie y < R
(gdzie R jest promieniem Ziemi), okazuje si¢ wygodny wybdr innego stanu odniesienia,
a mianowicie takiego, w ktérym punkt materialny i Ziemia znajduja si¢ w nieskoficzonej
od siebie odleglosci. Energii potencjalnej ukladu w tym stanie przypisujemy warto$¢ zero-
Tak wigc stan o zerowe;j energii potencjalnej jest réwniez stanem o zerowej sile. Dokonalis-
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my juz podobnego wyboru, kiedy definiowaliSmy stan zerowej energii dla sprezyny, jako
stan, w ktorym sila sprezystosci jest rowna zeru.

Kiedy punkt o masie m znajduje si¢ w odlegtosci r od $rodka Ziemi, energia potencjalna
ukladu, okreslona wzorem (16-13), wynosi

U(r) = — Wer+0, (16-14)
gdzie W, jest praca wykonang przez sit¢ zachowawcza (site cigzkosci) dziaajaca na punkt
materialny w trakcie przenoszenia go z nieskoficzonosci do punktu lezacego w odlegtosci r
od srodka Ziemi. Dla uproszczenia zatozymy obecnie, Ze punkt porusza si¢ w kierunku
Ziemi wzdtuz linii radialnej. Sita grawitacyjna F(r) dzialajaca nan (zaktadajac r > R)
bedzie wtedy réwna —GMm/r?, gdzie znak minus oznacza sile przyciagajaca, czyli sile,
ktéra ciagnie punkt w kierunku Ziemi. Ze wzoru (16-14) mozemy nastepnie znalezé U(r):

r

UGP) = — Wy = — Sp(r)dr __ S(_ _GMm

r

" _GMm

GMm
e

(16-15)
0

Znak minus oznacza, Ze energia potencjalna jest ujemna w skoficzonej odlegtosci; innymi
stowy, energia potencjalna jest zerem w nieskoriczonosci i maleje w miare¢ malenia odstgpu
mi¢dzy Ziemia i punktem. Odpowiada to faktowi, Ze sila grawitacyjna wywierana na punkt
materialny przez Ziemig jest przyciagajaca. Gdy punkt przybywa z nieskoniczonosci, praca
W,r Wykonana przez t¢ sile jest dodatnia, co, zgodnie ze wzorem (16-14), oznacza, Ze
U(r) jest ujemne.

Wzor (16-15) jest prawdziwy bez wzgledu na ksztalt drogi, po jakiej poruszat si¢ punkt
materialny, przybywajac z nieskoriczonosci na odlegtosé r. Mozemy to pokazaé dzielac
kazda dowolna droge na infinitezymalne odcinki w postaci stopni, narysowane na zmiang
wzdtuz i prostopadle do promienia (rys. 16-13). Na prostopadtych odcinkach, jak AB,
nie jest wykonywana zadna praca, poniewaz sila jest tam prostopadla do przesunigcia.
Ale suma prac wykonanych wzdluz radialnych czgsci drogi, takich jak BC, réwna jest
warto$ci pracy wykonanej podczas bezposredniego ruchu po drodze radialnej, takiej jak AE.
"Praca wykonana podczas ruchu ciata pomi¢dzy dwoma punktami w polu grawitacyjnym jest
wigc niezalezna od drogi laczacej te punkty. Zatem sila grawitacyjna jest silg zachowawczq.

Wzér (16-15) oznacza, Ze energia potencjalna punktéw materialnych M i m jest charak-
terystyczna dla ukladu M+m. Energia potencjalna jest wlasciwoscia ukladu cial, a nie
ktéregokolwiek z nich oddzielnie. Energia potencjalna zmienia si¢, jezeli tylko M lub m

Rys. 16-13. Praca wykonana przy przeniesieniu pewnej masy z punktu 4 do E nie zalezy od drogi
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zostanie przemieszczone; kazde ciato znajduje si¢ w polu grawitacyjnym drugiego ciata.
Nie ma réwniez sensu przypisywanie czgfci energii potencjalnej ciatu M i czesci ciatu m.
W rzeczywistosci jednak czgsto mowimy o energii potencjalnej ciata m (planety lub kamie-
nia) w polu grawitacyjnym ciata M o duZzo wigkszej masie (odpowiednio Storica lub Ziemi),
Usprawiedliwienie tej terminologii (jakoby energia potencjalna nalezata wylacznie do pla-
nety czy kamienia) jest nastgpujace: kiedy energia potencjalna ukladu dwéch ciat zamienia
si¢ na energi¢ kinetyczna, wtedy lzejsze cialo otrzymuje wigkszosé tej energii kinetycznej.
Stofice ma tyle razy wigksza mas¢ od planety, ze ,,nie uzyskuje” prawie zadnej energii
kinetycznej; to samo odnosi si¢ do Ziemi w ukladzie Ziemia-kamien.

Wzér na sit¢ grawitacyjna mozemy wyprowadzié z energii potencjalnej. Zwiazek tych
wielkosci dla kulisto-symetrycznej energii potencjalnej jest nastgpujacy: F = —dU/dr
[patrz wzér (8-7)]. Wzér ten jest odwrotnoscia zwigzku (16-15). Otrzymujemy z niego

du d _GMm) GMm

=TT (16-16)
Znak minus oznacza tutaj, Ze sita jest przyciagajaca i skierowana do $rodka wzdhuz pro-
mienia, przeciwnie do wektora przemieszczenia radialnego.

Z grawitacja mozemy réwniez zwiaza¢ pewne pole skalarne. Na wstepie zupelnie og6lnie okreslamy
potencjal grawitacyjny V jako grawitacyjnq energi¢ potencjalng na jednostke masy ciala znajdujacego sig
w polu grawitacyjnym. Wtedy, dla sferycznie symetrycznego ciala o masie M,

uwr) GM

V= = - .
- ; (1617

Z kazdym punktem przestrzeni otaczajacej mas¢ M mamy teraz zwigzana pewna liczbe, potencjal grawi-
tacyjny. Daje nam to pole skalarne, gdyz potencjal jest wiclkoscia skalarng. W celu okreslenia sily wywie-
ranej przez to pole na umieszczony w nim punkt o masie m, obliczamy po prostu —d¥/dr w interesujacym
nas punkcie i mnozymy przez m. Sila ta ma wartos¢ —mdV/dr i kierunek radialny w strone centrum sily M,

Przyklad 6. Predkos¢ ucieczki. Mozemy bez trudnoici znalezé grawitacyjna energie potencjalng
punktu o masie 7 na powierzchni Ziemi (wzor 16-15), U(Rz) = —GMzm|Rz. Praca konieczna do przenie-
sienia ciala z powierzchni Ziemi do nieskoficzono$ci wynosi GMzm|Rz, czyli okolo 6,0 107 J/kg. Gdy-
by$my pociskowi znajdujacemu si¢ na powierzchni Ziemi mogli dostarczy¢ wigkszej energii, wtedy (po-
mijamy op6r atmosfery ziemskiej) uciekiby on z Ziemi i nigdy na nia nie powrécit. W trakcie oddalania sie
pocisku jego energia kinetyczna maleje, a jego energia potencjalna rosnie, ale predkosé nigdy nie zostanie
zredukowana do zera. Krytyczna predkos¢ poczatkowa, zwana predkoscia ucieczki vo, przy ktorej pocisk
juz nie powraca, dana jest wzorem

1,  GMgm
— mug =
2 R,
lub
vo = ]/2 OMz _ 11,2 km}s.
Rz

Gdyby pocisk uzyskat taka predko$¢ poczatkowa, wtedy ucieklby on z Ziemi na zawsze. Przy predkosciach
mniejszych pocisk powraca. Jego energia kinetyczna w pewnej skoficzonej odleglosci od Ziemi staje si¢
réwna zeru i pocisk spada z powrotem na Ziemig*.

* PomingliSmy tu sily wywierane na pocisk przez ciala inne niz Ziemia. Na odpowiednio duzych
odleglosciach od Ziemi musimy braé¢ pod uwage sity grawitacyjne wywolane przez Ksiezyc, planety, Stofice
itp., tak ze nie mozemy dluzej korzystaé z prostego wyniku otrzymanego przy rozwazaniu problemu ,,dwu
cial”. W takich ,,wielocialowych” ukladach pocisk moze uciec od Ziemi, na przykiad w wyniku »»sWychwy-
cenia” przez inne cialo astronomiczne.
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Lzejsze czasteczki w gornych warstwach atmosfery ziemskiej moga, za pomoca pobudzenia termicznego,
osiaga¢ dostatecznie duze predkosci na to, zeby uciec do przestrzeni pozaziemskiej. Wodoér, ktéry dawno
temu musial istnie¢ w atmosferze ziemskiej, obecnie z niej zniknat. Hel ucieka ze stala predkoscia, ale
znaczna jego cze$¢ odtwarza si¢ poprzez rozpad promieniotwoérczy zachodzacy w skorupie ziemskiej.
Predko$¢ ucieczki na Sloricu jest zbyt duza, zeby wodoér moégt uciec z jego atmosfery. Z drugiej strony,
predko$¢ ucieczki na Ksigzycu jest zbyt mala, aby mogla istnie¢ nad nim jakakolwiek atmosfera (patrz
zadanie 30).

16-10. Energia potencjalna ukladu wielu cial

Gdy dwa ciala znajduja si¢ w odlegloéci r od siebie, wtedy ich energia potencjalna jest
dana wzorem (16-14)

U(r) = ~Wer, (16-14)
gdzie W, jest praca wykonana przez sile grawitacyjnqg w trakcie przenoszenia cial z nie-
skoriczonej odlegloéci na odlegtos¢ réwna r. Podamy teraz odmienng interpretacje U(r).

Zréwnowazmy sil¢ grawitacyjng silq zewnetrznq wywolang przez pewien czynnik zew-
netrzny wybrany tak, Zze w kazdej chwili czasu sita zewngtrzna jest réwna i przeciwnie
skierowana do sity grawitacyjnej dla kazdego ciala. Praca wykonana przez sile zewnetrzng
w trakcie przenoszenia ciat z nieskoniczonej odleglosci na odleglos¢ r nie réwna si¢ W,,,
lecz — W,,,; wynika to z tego, Ze przesunigcia sg takie same, a sily réwne co do wartosci
i przeciwnie skierowane. Mozemy wigc zwiazek (16-14) zinterpretowaé w nastgpujacy
sposob: jesli formujemy uklad cial wychodzqc ze standardowego stanu odniesienia, to energia
Dpotencjalna tego ukladu réwna jest pracy, ktéra musi byé wykonana przez czynnik zewnetrzny
podczas tej formacji.

Tak wigc, podnoszac kamiefi o masie m na wysoko$é y ponad powierzchnie Ziemi,
jestes czynnikiem zewngtrznym (rozdzielajacym Ziemie i kamien) i praca, ktéra’ wykonu-
jesz ,,zestawiajac” uklad, wynosi +mgy, co réwna si¢ energii potencjalnej. Podobnie,
praca wykonana przez czynnik zewnetrzny w trakcie przenoszenia ciala z nieskoficzonosci
na odlegtos¢ r od Ziemi jest ujemna, poniewaz czynnik musi dziala¢ na cialo sita hamujaca;
jest to zgodne ze wzorem (16-14).

Rozwazania te pozostaja réwniez stuszne dla uktadow zawierajacych wigcej niz dwa
ciala. Rozwazmy trzy ciala o masach m,, m, i m;. Pozw6lmy im poczatkowo znajdowaé sie
w nieskoniczonej odlegtodci od siebie. Zadanie polega na obliczeniu pracy wykonanej przez
czynnik zewngtrzny w celu doprowadzenia tych ciat do polozenia pokazanego na rys. 16-14.
Przenie$my najpierw m, do m, z odlegtosci nieskoficzonej na odleglosé r, , . Praca wykonana
przeciwko sile grawitacyjnej wywieranej przez m, na m, wynosi — Gm,m,|r,,. Przeniesmy
obecnie m; z nieskoniczonosci na odlegto$é ry 3 0d my ir,3 od m, . Praca wykonana przeciwko
sile grawitacyjnej wywieranej przez m; na ms; wynosi —Gm, ms/r,5 i przeciwko sile gra-
witacyjnej wywieranej przez m, na ms; wynosi —Gm,ms[r,;. Calkowita praca wykonana
przy zestawieniu tego ukladu réwna si¢ calkowitej energii potencjalnej uktadu

_( Gmlmg + Gm1m3 + Gm2m3 ).
Fi2 Fi3 T3
Zauwazmy, Ze W tym postgpowaniu nie jest potrzebna zadna operacja wektorowa.
Jezeli poczatkowo ciata znajdowaly sie w nieskoficzonej odleglosci od siebie, to bez
wzgledu na to, w jaki sposéb tworzymy uklad, czyli niezaleznie od tego, ktére ciala sa prze-
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noszone, czy tez jakie drogi zostaty dla nich wybrane, zawsze ta sama ilo$¢ pracy bedzie
potrzebna na to, Zeby ciala te utworzyty konfiguracj¢ przedstawiona na rys. 16-14. Energia
potencjalna musi wigc byé zwiazana z ukladem, a nie z jakimkolwiek jednym lub dwoma
cialami. Jezeli chcielibySmy z powrotem rozdzieli¢ ten uklad na trzy izolowane masy, mu-
sielibysmy dostarczyé mu energi¢:

Gmym Gmym Gm,m
+( 12+ 13+ 23).

Ti2 LS I ra23

Energia ta moze by¢ uwazZana za pewien rodzaj energii wiazania, ktoéra trzyma punkty
materialne razem w omawianej konfiguracji.

Rys. 16-14. Polozenie trzech mas m,, m, i m;
znajdujacych si¢ poczatkowo w nieskonczonosci

Tak samo jak energi¢ potencjalng sprezystosci mozemy powiazaé z rozciagnigtym lub
$ciSnigtym stanem sprezyny utrzymujacej punkt materialny, réwniez grawitacyjna energie
potencjalng moZzemy powigza¢ ze stanem ukladu punktéw materialnych utrzymywanych
razem przez sity grawitacyjne. Podobnie, jezeli chcemy uwazaé, e energia potencjalna
sprezystodci ciala jest zmagazynowana w spreZynie, to moZemy tez przyjaé, Ze grawita-
cyjna energia potencjalna jest zmagazynowana w polu grawitacyjnym uktadu cial. Zmiana
w ktérymkolwiek z tych stanéw powoduje zmiang energii potencjalne;j.

Pojecia te pojawiaja si¢ znowu wtedy, gdy spotkamy si¢ z sitami pochodzenia elektrycz-
nego lub magnetycznego, czy nawet pochodzenia jadrowego. Zastosowanie ich w fizyce
jest rozlegte. Przewaga metody energetycznej nad metoda dynamiczna wynika z faktu,
ze metoda energetyczna postuguje si¢ wielkosciami i operacjami skalarnymi, w przeci-
wiefistwie do wielkosci i operacji wektorowych stosowanych w metodzie dynamiczne;.
Metoda energetyczna jest nieodzowna wtedy, kiedy faktyczne sily nie sa znane, co czesto
zdarza si¢ w fizyce jadrowej.

Przyklad 7. Jaka jest energia wigzania ukladu Ziemia-Slorice? Pomina¢ obecno$é innych planet i sa-
telitow.

Zal6zmy dla uproszczenia, Ze orbita Ziemi ma ksztalt okregu o promieniu rzs. Praca wykonana prze-

ciwko sile grawitacyjnej w celu przeprowadzenia Ziemi i Storica z nieskoficzonej odleglosci na odlegtosé rzs
wynosi

M;Ms
rzs

gdzie przyjelismy Ms = 330 000Mz, M, = 6,0-10%* kg, rzs = 150- 10° m. Znak minus oznacza, ze
sila jest przyciagajaca i praca wykonywana jest przez sil¢ grawitacyjna. Taka sama ilo$¢ pracy musialby

-G = —5,0-1037J,
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wykonaé czynnik zewnetrzny przy calkowitym rozdzieleniu tych cial ze stanu spoczynkowego. Poniewaz
energia kinetyczna Ziemi na jej orbicie rowna si¢ polowie wartosci bezwzglednej energii potencjalnej ukladu
Ziemia-Slorice, wigc tylko polowa pracy potrzebna jest do rozerwania ukladu. Zakladajac, ze uklad Ziemia-
-Slofice po rozerwaniu znajduje si¢ w spoczynku, efektywna energia wigzania wynosi okolo 2,5- 1033 J.
Jaki wplyw na energi¢ wiazania Ziemi w Ukladzie Slonecznym ma obecno$¢ Ksi¢zyca i innych planet?

16-11. Zaleinosci enmergetyczne w ruchach planet i satelitow

Rozwazmy raz jeszcze ruch ciala o masie m (planety, czy satelity) dokola masywnego
ciala 0 masie M (Slofica czy Ziemi). Bedziemy uwazadé, ze cialo M znajduje si¢ w spoczynku
w inercjalnym ukladzie odniesienia, podczas gdy cialo m porusza si¢ wok6t M po orbicie
kolowej. Energia potencjalna ukladu wynosi

UQ) = __GMm

r

gdzie r jest promieniem orbity kotowej. Energia kinetyczna réwna si¢

K = imw?r?,

Rys. 16-15. Energia kinetyczna K, energia potencjalna U i energia calkowita E = U+ K ciala w kolo-
wym ruchu planetarnym. Planeta o energii E, < 0 pozostanie na orbicie o promieniu o . Im dalej od Stofica
znajduje si¢ planeta, tym wigksza (mniej ujemna) jest jej (stala) energia catkowita E. Na to, zeby uciec
od centrum sily i zachowaé pewna energi¢ kinetyczna w nieskonczonosci, planeta musi mie¢ dodatnig
energi¢ catkowity
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poniewaz Storice znajduje si¢ W spoczynku. Ze zwiazku poprzedzajacego wzér (16-11)
otrzymujemy

2r? = GM ,
r
czyli
1 GMm
K=7—=
Energia catkowita wynosi
1 GMm GMm GMm
E—K+U—5 i (16-18)

Energia ta jest stala i ujemna. Energia kinetyczna nigdy nie moze by¢ ujemna, ale z réw-
nania (16-18) widzimy, ze musi ona dazy¢ do zera, gdy odlegto$¢ dazy do nieskoriczonosci.
Energia potencjalna jest zawsze ujemna z wyjatkiem nieskoficzonodci, gdzie réwna sig
zeru. Fakt, Ze energia catkowita jest ujemna, oznacza, Ze opisywany uklad jest zamknigty —
planeta m jest zawsze zwiazana ze stonecznym centrum przyciagajacym M i nigdy nie
ucieka od niego (rys. 16-15).

Energia catkowita jest ujemna réwniez w przypadku, kiedy rozwazamy orbity eliptyczne,
dla ktérych r i » zmieniajg si¢. Jest ona réwniez stata, co odpowiada faktowi, Ze sily gra-
witacyjne sa zachowawcze. Tak wigc w ruchu planetarnym zaréwno energia catkowita,
jak i catkowity moment pedu sa stale. Wielkosci te sa czgsto zwane stalymi ruchu. Rze-
czywiste orbity planet wzglgdem Stofica otrzymujemy wychodzac z tych zwiazkéw zacho-
wania i eliminujac zmienng czasow przy uzyciu zasad dynamiki i prawa grawitacji. W wy-
niku tego postgpowania otrzymujemy eliptyczne orbity planetarne.

Te tozsamos$ciowe zwigzki mechaniki byly stosowane we wcze$niejszych teoriach atomu
(jak teoria atomu wodoru Bohra) do opisu ruchu elektronu dokola przyciagajacego
centrum jadrowego. Byly one takze stosowane dla orbit ,,otwartych™ (energia catkowita
dodatnia), tak jak w doswiadczeniach Rutherforda dotyczacych rozpraszania natadowa-
nych czastek jadrowych. Sily centralne, w szczegélnosci sity odwrotnie proporcjonalne
do kwadratu odlegtosci, sg czgsto spotykane w ukladach fizycznych.

16-12. Ziemia jako inercjalny uklad odniesienia

Opisujac doswiadczenia, ktére byly podstawa naszych definicji sity i masy, musieliémy przyjaé jaki§
ukiad odniesienia, wzgledem ktérego mozna bylo mierzy¢ przyspieszenie. Gdyby uklad odniesienia byt
nieregularnie przyspieszany, nie zaobserwowalibySmy zadnej regularnosci w mierzonych przyspieszeniach.
W istocie nasze do§wiadczenia laboratoryjne sa przeprowadzane w ukladzie odniesienia, ktéry jest nieru-
chomy wzgledem Ziemi. OmawialiSmy juz wplyw obrotu Ziemi dokola jej osi na nasze pomiary. Jaki wplyw
na te pomiary ma ruch Ziemi jako catosci dokola Slorica lub tez obecno$é jakiego$ innego ciala kosmicz-
nego?

Przyspieszenie Ziemi wzgledem Storica réwna si¢ w?r, czyli okolo 6+ 10~3 m/s2. Na pierwszy rzut oka
wydawaloby sig, ze przyspieszenie to, chociaz male, moze zaklécaé wyniki doswiadczen z udzialem nie-
wielkich sit. Ze tak jednak nie jest, wynika z uniwersalnosci prawa grawitacji. Nie tylko bowiem Ziemia,
ale takze wszystkie masy, z ktérymi mamy do czynienia w naszych urzadzeniach laboratoryjnych, sa przy-
spieszane w kierunku Sforica w tym samym, praktycznie, stopniu.
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Obliczmy blad popelniany w wyniku pominigcia przyspieszenia orbitalnego Ziemi. Przyspieszenie
Ziemi w kierunku Storica wynosi k/r2, gdzie r jest odlegloscia od srodka Stofica do $rodka Ziemi, a k rowna
si¢ GMs. Rozwazmy teraz cialo znajdujace si¢ na najbardziej odleglej od Stofica stronie Ziemi. Wyobrazmy
sobie, ze wazymy na przyklad to cialo na wadze sprezynowej. Wtedy ta cz¢$é jego przyspieszenia w kierunku
Storica, ktéra wywolana jest przyciaganiem grawitacyjnym samego Storica, wynosi

k k 1 2ro duz ..
m =2 ( ; + ... + wyrazy duzo mmejsze),

gdzie ro jest promieniem Ziemi. Roznica migdzy przyspieszeniem Ziemi wywolanym przyciaganiem sto-
necznym (czyli k/r?) a przyspieszeniem przyrzadu wywolanym przyciaganiem slonecznym (powyisze
wyrazenie) bylaby mniejsza niz (k[r2)(2ro/r). Ale 2ro/r réwna si¢ okolo 10~4. Tak wiec roznica bylaby
mniejsza niz 10~# przyspieszenia Ziemi, czyli mniejsza niz 10~% m/s2. Wzgledne przyspieszenie ciala i Ziemi
wywolane przyciaganiem stonecznym wynosi okolo jednej dziesi¢ciomilionowej przyspieszenia ziemskiego
ciala. Ksiezyc ma podobny, poréwnywalny co do wartoséci, wplyw na ciato. W zwiazku z tym jedynie wtedy,
gdyby$my mierzyli z dokladno$cia wzgledna siggajaca jednej milionowej, musielibySmy powaznie rozwa-
yé przyspieszajacy charakter ukladu odniesienia zwigzanego z Ziemia. Dla prawie wszystkich praktycznych
celow Ziemia jest wystarczajaco dobrym inercjalnym ukladem odniesienia.

16-13. Zasada réwnowazinosci

Rozwazmy dwa uklady odniesienia: 1) poruszajacy si¢ bez przyspieszenia (inercjalny) ukiad odnie-
sienia S, w ktorym dziala jednorodne pole grawitacyjne, oraz 2) uklad odniesienia S’, ktory porusza si¢
ruchem jednostajnie przyspieszonym wzgledem ukladu inercjalnego, ale w ktérym nie ma zadnego pola
grawitacyjnego. Albert Einstein w swojej og6lnej teorii wzglednosci pokazat, ze takie dwa uklady sq fi-
zycznie catkowicie rownowazne. Oznacza to, ze do§wiadczenia przeprowadzone w obu tych ukladach,
w takich samych warunkach, powinny daé takie same rezultaty. Jest to zasada réwnowaznosci.

Przypu$émy, ze w inercjalnym ukladzie odniesienia S, w ktérym znajduje si¢ jednorodne pole gra-
witacyjne, powiedzmy na powierzchni Ziemi, spoczywa statek kosmiczny. Przedmioty wewnatrz statku
(takie jak jablko), ktdre zostana upuszczone, beda spadaé w polu grawitacyjnym z przyspieszeniem po-
wiedzmy g; na przedmioty znajdujace si¢ w spoczynku — takie jak astronauta siedzacy na podiodze czy
paczka zawieszona na wadze sprezynowej przymocowanej do sufitu — beda dzialaly sity wywierane od-
powiednio przez podloge czy sprezyng, przeciwdzialajace ich cigzarowi.

Przypu$émy teraz, ze zostaly wlaczone silniki i statek kosmiczny udaje si¢ w takie rejony przestrzeni
kosmicznej, gdzie nie ma pola grawitacyjnego. Niech przyspieszenie statku, naszego nowego ukiadu S/,
wzgledem inercjalnego ukladu odniesienia S bedzie a = —g; znaczy to, ze statek oddala si¢ ruchem przy-
spieszonym od Ziemi, poza obszary, w ktérych pole ziemskie (lub jakie$ inne pole grawitacyjne) jest jeszcze
zauwazalne. Warunki w statku kosmicznym beda teraz podobne do tych, ktére byly w statku spoczywaja-
cym na powierzchni Ziemi. Jezeli astronauta upusci wewnatrz statku jabtko, bedzie ono poruszaé sig
wzgledem statku w d6t ruchem przyspieszonym z przyspieszeniem g. W istocie, poniewaz wszystkie ciala,
na ktére nie dziala zadna sila, poruszaja si¢ wzgledem ukladu inercjalnego S ze stala predkoscia, wszystkie
takie ciala spadaja wzgledem statku kosmicznego S’ z jednakowym przyspieszeniem g. Co wiecej, przed-
mioty spoczywajace wzgledem statku — takie, jak astronauta siedzacy na podlodze czy paczka zawieszona
na wadze sprezynowej przymocowanej do sufitu — beda doswiadczaé sit takich samych, jak sily, ktére
réwnowazyly ich cigzar w przypadku, gdy statek spoczywal w polu grawitacyjnym w S.

W rzeczywistoéci, gdyby astronauta nie wiedzial, ze silniki przyspieszaja jego statek wzgledem S,
bylby on usprawiedliwiony sadzac, ze znajduje si¢ w polu grawitacyjnym — w polu, ktérego dzialanie
przyspiesza spadajace w S’ jabiko i ktérego dzialanie wymaga przylozenia do paczki (sila napiecia sprezyny)
oraz do astronauty (sita reakcji podiogi) pewnej rownowazace;j sily, w celu utrzymania ich w S’ w spoczynku.
Z obserwacji przeprowadzonych w jego wlasnym ukladzie astronauta nie mogiby po prostu wskazaé r6z-
nicy miedzy sytuacja, w ktérej statek jego byt przyspieszony wzgledem ukladu inercjalnego w obszary
bez pola grawitacyjnego, i sytuacja, w ktorej statek kosmiczny znajdowal si¢ nie przyspieszony w ukladzie
inercjalnym, gdzie istnialo jednorodne pole grawitacyjne. Obie te sytuacje sa $ci§le rownowazne,
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Einstein zwrocil uwage na to, ze z zasady réwnowaznosci wynika, ze nie mozna mowi¢ o bezwzgled-
nym, lecz jedynie o wzglednym przyspieszeniu ukladu odniesienia, zupelnie tak samo, jak ze szczegélnej
teorii wzglednosci wynika, ze nie mozna méwi¢ o bezwzglednej, lecz jedynie o wzglednej predkosci ukladu
odniesienia. Z zasady réwnowaznosci wynika takze réwnos¢ masy bezwladnej i grawitacyjnej. Wszystkie
ciata, na ktére nie dzialaja zadne sily, beda porusza¢ si¢ wzgledem inercjalnego ukladu odniesienia ze stala
predkoscia, niezaleznie od wartosci ich mas bezwladnych. Powinny wigc mie¢ jednakowe przyspieszenia
wzgledem przyspieszanego ukladu odniesienia. W zwiazku z tym, z réwnowaznosci ukladéw S i S” wynika,
ze wszystkie ciala powinny spada¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym z jednakowym przyspieszeniem.

Z przeprowadzonej dotad dyskusji widzimy, ze jednorodne pole grawitacyjne moze by¢ imitowane
przez ,,pole przyspieszenia”. Rzeczywiscie, jednorodne pole grawitacyjne moze by¢ usunigte w wyniku
przejécia (transformacji) do ukladu odniesienia poruszajacego si¢ ruchem przyspieszonym w kierunku
tego pola; przyspieszenie ukladu musi by¢ réwne co do wartosci przyspieszeniu wywolanemu przez roz-
wazane pole grawitacyjne. W tym nowym ukladzie cialo, ktérego ruch poczatkowo podlegat polu grawi-
tacyjnemu, jest teraz cialem swobodnym. W sztucznym satelicie Ziemi jablko upuszczone przez astronautg
nie bedzie spadaé wzgledem satelity; rowniez na samego astronaute nie beda dziala¢ sily, ktore przeciw-
dzialaly przyciagan}u grawitacyjnemu przed startem, tak ze bedzie on si¢ znajdowal w stanie niewazkosci.
Ogdlnie biorac, pola grawitacyjne, takie jak pole ziemskie, nie s3 jednak jednorodne w calej przestrzeni
i nie mozna w calej przestrzeni zastapi¢ pola grawitacyjnego przejSciem do jednego tylko uktadu odnie-
sienia poruszajacego si¢ z przyspieszeniem wzgledem Zrédia pola. Aby imitowaé catkowite pole grawita-
cyjne, trzeba by dla kazdego punktu przestrzeni dobra¢ inny uklad poruszajacy si¢ ruchem przyspieszonym.

Pytania

1. Wspélczesna astronomia obserwacyjna oraz metody nawigacji przyjmuja geocentryczny (Ptole-
meusza) punkt widzenia (postugujac si¢ obracajaca si¢ ,,kula niebieska™). Czy jest to bledne? Jezeli nie,
to jakie kryterium okresla uzycie przez nas danego ukladu (Kopernika albo Ptolemeusza)? Kiedy uzywa-
libyémy ukladu heliocentrycznego (Kopernika)?

2. Dlaczego cigzkie ciala nie spadaja odpowiednio szybciej niz lekkie, skoro sila grawitacyjna jest dla
wszystkich cial proporcjonalna do ich masy?

3. Jak zmienia si¢ cigzar ciala na drodze z Ziemi na Ksigzyc? Czy zmienia si¢ masa tego ciala?

4. Na powierzchni Ziemi swobodnie zawieszony przedmiot zostal poziomo uderzony miotkiem,
Nastepnie przedmiot ten przeniesiono na Ksigzyc, zawieszono swobodnie i réwnie silnie uderzono, znéw
poziomo, tym samym mlotkiem. Jaki jest zwiazek uzyskanej w wyniku uderzenia poziomej predkosci na
Ksigzycu z pozioma predkoscia na Ziemi?

5. Gdzie mieliby$my wiecej cukru w kilogramie (1 kG ci¢zaru): na biegunie czy na réwniku?

6. Jaka w przyblizeniu jest grawitacyjna sila przyciagania dzialajaca migdzy przecigtng kobiets i ty-
powym mezczyzng odleglymi o 10 m? A jaka kiedy taficza? Pordwnaj te sily z typowymi cigzarami cial.

7. Czy koncentracja masy Ziemi w poblizu jej Srodka wplywa na zmiang g wraz z wysokoscia w po-
réwnaniu z kula jednorodna? W jaki sposéb?

8. Poniewaz Ziemia uwypuklona jest w poblizu réwnika, Zrédla rzeki Missisipi, chociaz znajduja
si¢ wysoko nad poziomem morza, sa blizej §rodka Ziemi niz jej ujécie. Jak rzeka moze plynaé ,,pod gore”?

9. Ze wzgledu na ,,splaszczajace” dzialanie ruchu obrotowego Ziemia jest splaszczong kula. Czy jeden
stopief szerokosci geograficznej jest wigkszy, czy tez mniejszy w poblizu jednego z biegunéw w por6wnaniu
z okolicami réwnika? Dlaczego?

10. Dlaczego badajac ruch sztucznego satelity mozemy wigcej dowiedzie¢ si¢ o ksztalcie Ziemi niz
przez badania ruchu Ksi¢zyca?

11. Jak mozna okre$li¢ mase Ksi¢zyca?

12. Podstawa dziatania jednego zegara jest drgajaca sprezyna, drugiego za$ wahadlo. Oba zegary
zabrano na Marsa. Czy beda one odmierzaé ten sam czas, co na Ziemi? Czy beda zgadzaé si¢ ze soba?
Uzasadni¢ odpowiedzi. (Mars ma masg¢ réwna 0,1 masy Ziemi i dwa razy mniejszy promies.)

13. Z drugiego prawa Keplera oraz z obserwacji ruchu Storica widzianego z Ziemi wnioskujemy, ze
Ziemia znajduje si¢ podczas zimy (na pélkuli péinocnej) blizej Storica niz w czasie lata. Dlaczego w lecie
nie jest zimniej niz w zimie? ’
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14. Czy prawo powszechnego ciazenia wymaga, zeby planety naszego Ukladu Slonecznego mialy
takie wlasnie orbity, jakie sa w rzeczywistosci obserwowane? Czy planety innych gwiazd podobnych do
naszego Storica powinny mie¢ takie same orbity ? Zasugerowa¢ czynniki, ktére moglyby okresla¢ szczegllne,
obserwowane w naszym ukladzie orbity.

15. Jak predko$é orbitalna planety jest zwigzana z promieniem orbity (kotowej)?

16. Sita grawitacyjna wywierana na Ksigzyc przez Storice Jest okolo dwukrotnie wigksza od sity gra-
witacyjnej wywieranej na Ksigzyc przez Ziemig. Dlaczego wobec tego Ksiezyc nie ucieka od Ziemi (na
przykiad podczas zaémienia Stonica)?

17. Wyjasni¢, dlaczego nastepujace rozumowanie jest bledne. ,,Slonice przyciaga wszystkie ciala na
Ziemi. O péinocy, kiedy Storice znajduje si¢ doktadnie pod nami, ciagnie ono przedmiot w tym samym
kierunku, w ktérym ciagnie go Ziemia; w potudnie, kiedy Storice jest bezposrednio nad nami, ciagnie ono
przedmiot w kierunku przeciwnym do kierunku ciagni¢cia go przez Ziemig. W zwiazku z tym wszystkie
przedmioty powinny byé o péinocy (w nocy) ciezsze niz w poludnie (w dzien)”.

18. Dzialajace na Ziemie przyciaganie grawitacyjne Storica i Ksigzyca wywoluje zjawisko przyplywow
i odplywow. Wplyw Slorica na przyplywy i odplywy jest okolo dwa razy mniejszy niz wptyw Ksiezyca.
Bezposrednie dzialanie przyciagajace Storca na Ziemig jest jednak okolo 175 razy wigksze niz dzialanie
Ksigzyca. Dlaczego wigc Ksigzyc wywoluje wigksze przyplywy i odplywy?

19. Poniewaz przyplywy i odplywy wywolane przez Ksi¢zyc hamuja ruch obrotowy Ziemi (dziki
tarciu), moment pedu Ziemi maleje. Co dzieje si¢ z ruchem Ksigzyca w wyniku zachowania momentu
pedu? Czy Storfice (oraz przyplywy i odplywy wywolane przez Storice) odgrywa tutaj jakakolwiek role?
(patrz artykuly: Peter Goldreich, Tides and the Earth-Moon System, Scientific American, April 1972;
Frank Sandon, Tides of the British Seas, Physics Education, June 1975).

20. Czy nalezaloby oczekiwaé, ze catkowita energia Ukladu Slonecznego jest stala? A catkowity
moment pedu? Uzasadni¢ swoje odpowiedzi.

21. Pewne urzadzenie ma zostaé przeniesione, przy pomocy rakiety, z Ziemi na trwala orbite sateli-
tarng wokot Ziemi. Przedyskutuj zmiany okresu wahadia prostego stanowiacego czg$¢ tego urzadzenia.

22. Czy rzeczywidcie rakieta w celu ucieczki z Ziemi musi otrzymaé poczatkowa predkosé ucieczki

réwna 40 000 km/h?
" 23. Przedmioty spoczywajace na powierzchni Ziemi poruszajg si¢ po torach kolowych z okresem row-
nym 24 h. Czy znajduja si¢ one ,,na orbicie”” w takim sensie, w jakim na orbicie znajduje sie satelita Ziemi?
Dlaczego nie? Jaka musialaby byé dlugos¢ ,,doby”, zeby przedmioty te zostaly wyslane na prawdziwa
orbitg?

24. Sztuczny satelita Ziemi gubi paczke. Zaniedbujac wplyw oporu powietrza okresli¢ czy paczka
zderzy si¢ z Ziemia, a jesli tak to gdzie — w punkcie lezacym w chwili zderzenia przed, bezposrednio pod,
¢zy poza satelita, czy moze pod miejscem gdzie satelita byt w chwili upuszczenia paczki.

25. Pomijajac op6r powietrza i trudnosci techniczne, odpowiedzieé, czy satelita moze by¢ wyslany na
orbitg przez wystrzelenie go z ogromnej armaty umieszczonej na powierzchni Ziemi? Uzasadni¢ odpowiedz.

26. Czy satelita moze poruszaé sie po trwalej orbicie w plaszczyznie nie przechodzacej przez $rodek
Ziemi? Uzasadni¢ odpowiedz.

27. Czy powinna by¢ jakakolwiek roznica w mierzonych (przez obserwatora na Ziemi) okresach dwéch
satelitéw, z ktorych kazdy znajduje sie na bliskiej Ziemi orbicie kolowej w plaszczyznie rownika, ale jeden
porusza si¢ w kierunku wschodnim, a drugi zachodnim?

» 28. Kiedy wyslany zostat Sputnik I, méwilo si¢, ze nie wroci on na Ziemie, ale spali sie podczas
opadania. Jak to jest mozliwe, skoro sie weZmie pod uwage fakt, ze nie splonat on podczas wznoszenia sie?

29. W jakiej sytuacji astronauci do$wiadczaja wic;kszégo przyspieszenia — kiedy sa wysylani na orbite,
czy tez podczas powrotu na Ziemie?

30. Pokazaé, Ze satelita moze przyspiesza¢ swoOj lot podczas opadania; innymi stowy, pokazaé, ze
Jezeli sily tarcia wywoluja utratg energii catkowitej satelity, bedzie on przenosit sie na orbite blizszg Ziemi
i moze w tym czasie zwiekszaé swoja energi¢ kinetyczna.

31. Sztuczny satelita Ziemi znajduje sie na orbicie kotowej. Jak zmieni si¢ jego orbita, jezeli jeden z sil-
nikéw odrzutowych zostanie na chwile wlaczony: a) w kierunku Ziemi, b) w strong przeciwng do Ziemi,

¢) w kierunku ruchu, d) w kierunku przeciwnym do ruchu, €) w kierunku prostopadlym do plaszczyzny
orbity?
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32. Jakie trudnosci napotkalby$ w trakcie chodzenia wewnatrz statku kosmicznego? A jakie podczas
skakania? Podczas picia?

33. Widzieli$my wszyscy transmisje telewizyjne z satelitow orbitalnych i ogladali$my rézne przedmioty
unoszace si¢ tu i tam w stanie efektywnie zerowej grawitacji. Przypusémy, Ze astronauta przymocowany
do obudowy satelity kopnie unoszaca si¢ kulg do gry w kregle. Czy uderzy si¢ wtedy w palec u nogi?

34. Gdyby planete o danej gestosci uczyniono wicksza, sila przyciagania dzialajaca na przedmiot
znajdujacy si¢ na powierzchni planety wzroslaby ze wzgledu na zwigkszona masg i rownoczesnie zmalataby
ze wzgledu na powigkszenie odleglosci migdzy przedmiotem i $rodkiem planety. Ktory efekt bedzie domi-
nujacy?

35. Rozwazmy pusta powloke kulista. Jaka jest roznica w potencjalach grawitacyjnych wewnatrz
i na powierzchni powloki? Jakie jest natezenie pola grawitacyjnego wewnatrz powloki?

36. Wzdluz osi glebokiego, pionowego szybu upuszczono kamief. (Pominaé opér powietrza, ale
uwzgledni¢ ruch obrotowy Ziemi). Czy kamief bedzie kontynuowat ruch wzdluz osi szybu? Jezeli nie,
opisaé jego ruch.

37. Wyjasni¢, uzywajac jakosciowych argumentow, dlaczego nastepujace cztery okresy sa rowne
(wszystkie wynosza 84 min. przy zalozeniu jednorodnej gestosci Ziemi): (a) okres obrotu satelity bez-
posrednio ponad powierzchnia Ziemi, (b) okres drgan przesylki w tunelu przekopanym przez Ziemig,
(c) okres wahadta prostego majacego dtugos¢ réwna promieniowi Ziemi w jednorodnym polu 9,8 NJkg,
(d) okres nieskoficzenie dlugiego wahadla prostego w ziemskim (niejednorodnym) polu grawitacyjnym.

38. Poglad o ,,dziataniu na odleglos¢” sit ciazenia implikuje, ze dzialanie ich jest natychmiastowe.
W rzeczywistosci wspolczesna teoria fizyczna zaklada, ze grawitacja rozchodzi si¢ ze skoriczona predkoscia,
co bierze sie pod uwage w gruntownie zmodyfikowanej teorii klasycznej, jaka jest ogolna teoria wzglednosci
(przeglad odpowiednich idei i prob do$wiadczalnej ich weryfikacji znajduje si¢ w artykule: Jonothan L.
Logan, Gravitational Waves —a Progress Report, Physics Today, March 1973). Co staloby si¢ z kla-
sycznym wnioskowaniem, gdyby$my zaltozyli, ze dzialanie nie jest natychmiastowe? (patrz réwniez arty-
kut: L. J. Good, Infinite Speed of Propagation of Gravitation in Newtonian Physics, American Journal
of Physics, July 1975).

39. Czy mozna uwazaé sil¢ grawitacyjna nie za sile ,,'zeczywista”, ale za sile ,,pozorna”, powstajaca
w wyniku przyspieszenia odpowiedniego ukladu odniesienia wzgledem pewnego ukladu inercjalnego?

Zadania

Paragraf 16-2

1. Jak daleko od Ziemi w kierunku Storica musi znajdowaé sig ciato, azeby przyciaganie grawitacyjne
Slofica zrownowazylo przyciaganie ziemskie? Stofice znajduje si¢ w odleglosci 1,49+ 10® km od Ziemi,
a jego masa roéwna si¢ 3,24 10° Mg.

Odp.: 2,6 - 10° km.

Paragraf 16-3
2. Jaka jest zmiana procentowa w przyspieszeniu Ziemi w kierunku Stofica od caltkowitego zaCmienia
Stofica do chwili, w ktorej Ksiezyc i Stofice sa dokladnie po przeciwnych stronach Ziemi?

Paragraf 16-5

3. Na jakiej wysokosci nad powierzchnia Ziemi przyspieszenie ziemskie wynosi 4,9 m/s2? Masa Ziemi
wynosi 6,0 1024 kg, za$ jej $redni promief 6,4-10° m.

Odp.: 2,6+ 10° m,

4. Tle wynosi okres ,,wahadla sekundowego” (na Ziemi okres = 2 s) na powierzchni Ksigzyca? Masa
Ksiezyca wynosi 7,35 - 1022 kg, a jego promieft 1720 km. (b) Dlaczego ,,wahadto sekundowe” powinno
mieé okres rowny dwom sekundom, a nie jednej?

5. Sadzi sie, ze niekt6re gwiazdy neutronowe (gwiazdy o skrajnie duzych gestosciach) wiruja z szybe
koscia okolo jednego obrotu na sekunde. Przyjmujac, ze taka gwiazda ma promiefi réwny 20 km, obliczyé
jaka musi byé jej masa na to, by przedmioty znajdujace si¢ na jej powierzchni byly przyciagane do gwiazdy,
a nie ,,0drzucane” przez szybka rotacj¢?

Odp.: 4,7-10%** kg.
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6. Na fakt, Ze g zmienia si¢ od miejsca do miejsca na powierzchni Ziemi zwrécono uwage w 1672 roku,
kiedy Jean Richer zabrat zegar wahadlowy z Paryza do Cayenne w Gujanie Francuskiej i zauwazyl spoznie-
nie wynoszace 2,5 min/dzien. Ile wynosi warto$¢ ¢ w Cayenne, jezeli w Paryzu g = 9,81 m/s??

7. Jaki bedzie okres wahadla na biegunie poludniowym, jezeli na réwniku wahadlo to ma okres
dokfadnie roéwny jednej sekundzie?

Odp.: 0,9974 s.

8. Dwie masy m, z zalozenia rOwne, sa zawieszone na dwéch, réznej dhugoéci, nitkach wagi umiesz-
czonej na powierzchni Ziemi (rys. 16-16). Jezeli mase nitek mozna pominaé i réznica diugosci wynosi 4,
(a) pokazaé, ze blad w wazeniu zwiazany z faktem, ze W’ jest blizej Ziemi niz W wynosi W/'— W =
= 8nGomh/3, gdzie o jest $rednia gestoscia Ziemi (5,5 g/cm?). (b) Znalezé roznice dlugosci, przy ‘ktorej
blad wzgledny bedzie wynosit jedna milionowa.

m
Rys. 16-16. Zadanie 8

9. Naukowiec wykonuje precyzyjny pomiar g w pewnym punkcie na Oceanie Indyjskim (na réwniku)
2a pomoca pomiaru okresu wahan dla wahadla o dokladnie znanej budowie. W celu otrzymania nieru-
chomej podstawy pomiary sa przeprowadzane w zanurzonej lodzi podwodnej. Zaobserwowano, ze nieco
inny wynik dla g otrzymuje si¢ w zaleznoéci od tego, czy 16dz porusza sie przez badany punkt w kierunku
wschodnim, czy tez zachodnim. Predkos$é w kazdym wypadku wynosita 16 km/h. Wyjaéni¢ t¢ réznice
i obliczy¢ wzgledny blad Ag/g.

Odp.: 6,6-10-5,

10. Na statku plynacym wzdluz réwnika z predkoécia v zawieszono cialo na wadze sprezynowej.
(a) Pokazaé, ze odczyt na skali wagi bedzie bardzo bliski wartosci Wo(l1 +2wv/g), gdzie w jest predkoscia
katowa Ziemi, a W, jest odczytem na skali, gdy okret znajduje si¢ w spoczynku. (b) Wyjaénié znak plus-
minus we wzorze.

Paragraf 16-6

11. Dwie wspolsrodkowe powloki kuliste o jednorodnej gestosci i masach M; i M, sa umieszczone tak,
jak na rys. 16-17. Znalez( sit¢ dzialajaca na punkt o masie m, kiedy punkt ten jest umieszczony w odlegtosci
@ r=a, (b) r =b oraz (c) r = c. Odleglo$é r jest mierzona od $rodka powtok.

Odp.: (a) G(My+M;)m/a®. (b) GM,;m[b>. (c) Zero.

12. Z jaka predkoscia minglaby przesylka §rodek Ziemi, gdyby zostala przestana tunelem z przykla-
du 3?

Rys. 16-17. Zadanie 11
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13. Storfice (masa 2,0+ 10%° kg) porusza sig¢ dokola §rodka Galaktyki (Drogi Mlecznej) znajdujacego
sie w odleglosci 2,4 - 102° m. Kazdy obrot trwa 2,5+ 10® lat. Zakladajac, ze orbita Stonca jest kolowa ocen
liczbe gwiazd w Drodze Mlecznej.

Odp.: 6,5 101°.

14. Rozwazmy inercjalny uklad odniesienia, ktérego poczatek jest umieszczony w $rodku masy ukladu
Ziemia + spadajacy przedmiot. (a) Pokazag, ze przyspieszenie ktoregokolwiek z obu cial w kierunku $rodka
masy nie zalezy od masy tego ciata. (b) Pokaza¢, ze wzajemne, czy tez wzgledne przyspieszenie tych dwéch
cial zalezy od sumy ich mas. Skomentowa¢ nastgpnie twierdzenie, ze cialo spada na Ziemig z przyspiesze-
niem, ktore nie zalezy od masy ciala.

15. Zadanie to pochodzi z olimpiady fizycznej na Uniwersytecie Moskiewskim z 1946 roku (patrz rys.
16-18): W olowianej kuli o promieniu R wydrazono kulista wneke tak, Ze powierzchnia wydrazenia styka
sig z zewnetrzna powierzchnia kuli oraz przechodzi przez jej srodek. Masa kuli przed wydrazeniem wynosita
M. Jaka sita, zgodnie z prawem powszechnego ciaZzenia, kula olowiana bedzie przyciaga¢ mala kulke o ma-
sie m, umieszczona w odleglosci d od §rodka kuli na prostej laczacej $rodki kul i wydrazenia?

Odp.: GmM 1 1 ]
P T [ 8A—R2d)% |’
d >
————————— -
m

Rys. 16-18. Zadanie 15

16. W zalaczonej tabelce przedstawiono zmiany g we wnetrzu Ziemi. Promie Ziemi wynosi
6400 km.

Glebokosé g Glebokosé g
km m/s? km m/s?
0 9,82 1400 9,88
33 9,85 1600 9,86
100 9,89 1800 9,85
200 9,92 2000 9,86
300 9,95 2200 9,90
413 9,98 2400 9,98
600 10,01 2600 10,09
800 9,99 2800 10,26
1000 9,95 2900 10,37
1200 9,91 4000 8,00

Wewnatrz ziemskiego rdzenia centralnego (ponizej 2900 km) wartosci g zmniejszaja si¢ monotonicznie
(nie liniowo) od 10,37 m/s? do zera. Rzeczywista zmiana g ponizej 4000 km nie jest pewna. (a) Wykrefli¢
j akosciowo g jako funkcje r (gdzie r jest odlegloscia od $rodka Ziemi) w przedziale od 0 do 6400 km,
(b) Szczegdlowo wyjasnié, jak musi zmieniaé si¢ gestosé Ziemi w trakcie posuwania si¢ od powierzchni
do érodka, zeby tlumaczylo to powyzsze zmiany g. (c) Przyja¢ ¢ = 1 na powierzchni (Srednia wartosé o
wynosi w rzeczywistosci 3,0 g/cm3) i wykresli¢ jakosciowa zaleznos¢ ¢ od r. We wszystkich rozwazaniach
przyjaé, ze o i g sa kulisto-symetryczne.

17. (a) Wykazaé, ze ruch przedmiotu w tunelu przekopanym poprzez Ziemi¢ wzdtuz dowolnej cigciwy
(nie tylko wzdluz $rednicy) bedzie prostym ruchem harmonicznym; zalozyé jednorodna gestosé Ziemi,

(b) Znalez¢ okres ruchu. (c) Czy w ruchu wzdtuz cieciwy przedmiot osiagnie t¢ sama maksymalng predkost,
co wzdhluz $rednicy?

Odp.: (b) 84 min. (c) Nie.
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18. Rozwazmy punkt materialny znajdujacy si¢ w punkcie P, gdziekolwiek wewnatrz wydrazonej
kuli. Zatézmy, ze powloka otaczajaca punkt ma jednorodna grubos¢ i gestosé. Zbudujmy waski stozek
podwojny z wierzchotkiem w P, wycinajacy na powloce powierzchnie d4, i d4, (rys. 16-19). (a) Pokazaé, ze
wypadkowa sila grawitacyjna wywierana przez wyciete elementy na masg¢ znajdujaca si¢ w P réwna sie
zeru. (b) Pokazaé nastepnie, ze wypadkowa sita grawitacyjna calej powloki, dzialajaca na wewngtrzny punkt
materialny, jest wszedzie rowna zeru (ten sposob postepowania zostal wymyslony przez Newtona).

Rys. 16-19. Zadanie 18

Paragraf 16-7

19. (a) Czy satelita moze by¢ wystany na taka odleglo$é, na ktérej bedzie si¢ obracat dokola Ziemi
z predkoscia katowa réwna predkosci katowej Ziemi, tak ze bedzie on zawsze znajdowal si¢ ponad tym
samym punktem na Ziemi? (b) Jaki bylby promien orbity takiego, zwanego synchronicznym, satelity
ziemskiego ? v

Odp.: (a) Tak. Plaszczyzna orbity musi pokrywaé si¢ z plaszczyzna réwnika. (b) 4,2+ 10* km.

20. (a) Z jaka predkoscia pozioma musi byé wyrzucony satelita, zeby na wysokoéci 160 km nad po-
wierzchnia Ziemi zaczal porusza¢ si¢ wokot niej po orbicie kolowej? Przyjaé, ze promien Ziemi wynosi
6400 km. (b) Jaki bedzie okres obrotu?

21. Srednia odleglosé Marsa od Storica jest 1,524 razy wigksza od $redniej odleglosci Ziemi od Slofica.
Obliczy¢, ile lat musi uplynaé, zeby Mars wykonat jeden obrét dokota Stonica.

Odp.: 1,87 lat.

22. Okresli¢ mas¢ Ziemi na podstawie okresu 7'i promienia r orbity Ksiezyca dokola Ziemi; T = 27,3
dni i r = 3,85-105 km.

23. (a) Satelita 4 znajduje si¢ na kolowej orbicie ziemskiej o promieniu R, za$ satelita B na podobne;j
orbicie 0 promieniu 4R. Obliczy¢ stosunek okres6w obiegu, T/ Ts. (b) Wahadto oraz uklad: masa na spre-
Zynie, drgaja na powierzchni Ziemi w przyblizeniu z taka sama czgstoscia. Jakie beda ich czestosci w przy-
padku, gdy umiefcimy je najpierw w satelicie 4, a nastgpnie w satelicie B?

Odp.: (a) T,|Ts = si (b) Czgstos¢ wahadla wyniesie zero; czestosé ukladu: masa na sprezynie
nie ulegnie zmianie.

24. Rozwazmy sztucznego satelite Ziemi znajdujacego sie na orbicie kolowej. Ustalié, jak wraz ze
zmiang promienia r orbity zmieniaja si¢ nastepujace wlasnosci tego satelity: (a) okres, (b) energia kine-
tyczna, (c) moment pedu, (d) predkosé.

25. Pokaza¢, jak Newton wiedziony przez trzecie prawo Keplera (str. 388) mogt wywnioskowaé, ze
sifa utrzymujaca Ksiezyc na orbicie kolowej (zrébmy to zalozenie) musi zmienia¢ si¢ jak odwrotno$¢ kwadra-
tu odleglosci od $rodka Ziemi.

26. Satelita ziemski znajdujacy si¢ na orbicie eliptycznej ma perigeum (punkt najwigkszego zblizenia)
lezace 300 km ponad powierzchnia Ziemi i apogeum (punkt najwigkszego oddalenia) 2000 km ponad
powierzchnia Ziemi. Ile wynosi stosunek predkosci orbitalnych w perigeum i w apogeum?

27. W wierzchotkach réwnobocznego trojkata o boku L umieszczono trzy identyczne ciala o masie M.
Z jaka predkoscia musza poruszaé sie te ciala, azeby kazde obracalo si¢ — pod wplywem ciazenia pozosta-
tych — po orbicie w ksztalcie kola opisanego na trojkacie, przy zachowaniu w czasie ruchu pierwotnej
trojkatnej konfiguracji.

Odp.: Y GMJL.
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28. (a) Pokaza¢, ze zagadnienie dwoch ciat z paragrafu 16-7 moze by¢ sprowadzone do prostszego
zagadnienia jednego ciala przez wykorzystanie wprowadzonego w paragrafie 15-8 pojecia masy zreduko-
wanej. Innymi stowy, pokaza¢, ze uzywajac masy g = mM |(m+ M) zamiast m, mozemy rozwiazaé ruch m
wzgledem M tak, jakby M bylo poczatkiem naszego inercjalnego ukladu odniesienia. (b) Pokaza¢, ze
zrobione w paragrafie 16-7 zalozenie o malej wartoéci R w poréwnaniu z wartoscia r jest réwnowazne
zalozeniu, ze masa zredukowana p jest rowna m. (c) Poréwnaé u dla ukiadu Ziemia-Stonice z masa Ziemi,
poréwna¢ p dla ukladu Ksiezyc-Ziemia z masa Ksigzyca. (d) Jaka zmiang we wzorach paragrafu 16-7
wprowadzitoby uzycie masy zredukowanej u uktadu dwoch cial zamiast masy m?

Paragraf 16-9

29, Srednica Marsa wynosi §rednio 6900 km, natomiast §rednica Ziemi 13 000 km. Masa Marsa
wynosi 0,11M;. (a) Jaka jest zalezno$¢ pomigdzy $rednimi gestosciami Marsa i Ziemi? (b) Jaka jest
warto§é g na Marsie? (c) Jaka jest predkos¢ ucieczki na Marsie?

Odp.: (a) om = 0,730z. (b) 3,7 m/s*. (c) 5,0 km/s.

30. (a) Pokazaé, ze warunkiem koniecznym na to, zeby czasteczka uciekla z atmosfery planety, jest,
zeby miala ona predko$¢ taka, ze v? > 2GM]r, gdzie M jest masa planety i r odleglo$cia czasteczki od
$rodka planety. (b) Wyznaczy¢ predko$¢ ucieczki z Ziemi dla czasteczki atmosfery znajdujacej si¢ na wy-
sokoéci 1000 km ponad powierzchnia Ziemi. (c) Wykona¢ takie same rachunki dla Marsa.

31. Sadzi sig, ze ,,wypalona” gwiazda moze zapa$¢ si¢ do obiektu o rozmiarach rownych ,,promieniowi
grawitacyjnemu” zdefiniowanemu jako promier, przy ktérym praca konieczna do usunigcia przedmiotu
o masie mo z powierzchni gwiazdy do nieskoficzonosci réwna si¢ energii spoczynkowej (moc?) przed-
miotu. Pokazaé, ze promien grawitacyjny Slofica wynosi GMs/c? i obliczy¢ te warto$é w jednostkach obec-
nego promienia Stofica (przeglad tego zjawiska znajduje si¢ w artykule Philipa C. Petersa, Black Holes:
New Horizons in Gravitational Theory, American Scientist, Sept.-Oct. 1974).

Odp.: 2+ 10~Rs.

32. Pokazaé, ze predko$é ucieczki ze Stofica w odleglosci réwnej odleglosci Ziemi od Storica jest ]/E
razy wicksza niz predkosé Ziemi na jej orbicie. Zalozy¢, ze orbita ziemska jest kolowa.

33. Z powierzchni Ziemi w kierunku pionowym wystrzelono rakiet¢ z predkoscia poczatkowa 10 km/s.
Jak wysoko wzniesie si¢ ta rakieta nad powierzchni¢ Ziemi, przy pominieciu dziatania hamujacego atmos-
fery? Przyja¢ dla promienia Ziemi warto$¢ 6400 km.

Odp.: 2,6+ 10* km.

34. Rakieta zostala przyspieszona blisko powierzchni Ziemi do predkosci v = 2 )/gTj i nastepnie
poleciala w gore. (a) Pokazaé, ze ucieknie ona od Ziemi. (b) Pokaza¢, ze bardzo daleko od Ziemi jej pred-
ko$¢ wyniesie v = ]/2ng.

35. Fizycy rozwazali mozliwo$¢ istnienia cial z ujemna masa; dla takich hipotetycznych cial postuluje
sie, ze we wzorach fizycznych m powinno by¢ zastapione przez —m. Przypus¢my, ze w odlegtosci d umiesz-
czono dwa punkty materialne o masach m i —m. Poda¢ (a) sile dzialajaca na kazdy punkt i (b) ich przyspie-
szenia. Zakladajac, ze poczatkowo oba punkty sa w spoczynku, opisa¢ ich oczekiwany ruch oraz pokaza¢,
7e ruch ten nie podwaza praw zachowania pedu i energii mechanicznej. Takie czastki o ujemnej masie nie
zostaly dotad znalezione.

Odp.: (a) Na podstawie prawa ciazenia Newtona sila jest odpychajaca. (b) Na podstawie drugiej
zasady dynamiki Newtona przyspieszenia sa skierowane w t¢ sama strong, od masy ujemnej do dodatniej,

36. Kula materialna o masie M i promieniu a ma wspétsrodkowe wydrazenie o promieniu b, tak jak
przedstawia przekroj na rys. 16-20. (a) Naszkicowa¢ wykres sily grawitacyjnej Fo, wywieranej przez kulg

Rys. 16-20. Zadanie 36



na czastk¢ o masie m polozona w odleglosci » od $rodka kuli, jako funkcji » w przedziale 0 < r < co.
Uwzgledni¢ w szczegblnosci punkty » = 0, b, a i 0. (b) Naszkicowaé odpowiedni wykres dla energii po-
tencjalnej U(r) ukladu. (c) W jaki spos6b mozna otrzymaé z tych rysunkéw wykresy natgzenia pola gra-
witacyjnego i potencjalu grawitacyjnego, wywolanych przez kule?

37. Dwa punkty materialne o masach m i M znajduja si¢ poczatkowo w spoczynku w nieskoriczonej
odleglosci od siebie. Pokaza¢, ze w kazdej chwili czasu wzglgdna predkoéé ich zblizania si¢, wywolanego
przyciaganiem grawitacyjnym, wynosi Y2G(M+m)/d, gdzie d jest odlegloscia punktéw w tej chwili.

38. Ile czasu potrzeba komecie poruszajacej si¢ po torze parabolicznym na to, by przesunela si¢ od
punktu najwigkszego zblizenia do Storica o kat 90° mierzony ze Slofica? Niech odleglosé punktu naj-
wigkszego zblizenia do Slorica réwna si¢ promieniowi orbity ziemskiej, z zalozenia kolowej (Wskazéwka:
patrz przykiad 4 i zadanie 32).

Paragraf 16-10

39. W gwiezdzie podwojnej obie gwiazdy o masach 3- 103 kg kazda obracaja si¢ we wzajemnej
odleglosci 10** m dokota ich wspolnego §rodka masy. (a) Jaka jest ich wspdlna predkosé katowa? (b)
Przypus¢my, ze przez $rodek masy prostopadle do plaszczyzny orbitalnej gwiazd przelatuje meteoryt.
Jaka musi by¢ jego predkosé, azeby uciekt on z pola grawitacyjnego gwiazdy podwdjne;j?

Odp.: (a) 21077 rad/s. (b) 9-10* m/s.

40. Masa 800 kg i masa 600 kg znajduja si¢ w odleglosci 0,25 m. (a) Jakie jest natezenie pola gra-
witacyjnego wywolanego przez te masy w punkcie znajdujacym si¢ w odlegtosci 0,20 m od 800 kg masy
i 0,15 m od 600 kg masy? (b) Jaki jest potencjal grawitacyjny w tym punkcie?

41. Ciala o masach 200 g i 800 g znajduja si¢ w odlegloéci 12 cm od siebie. (a) ZnaleZ¢ silg grawi-
tacyjna dzialajaca na mase jednostkowa lezaca na linii taczacej te ciala w odleglosci 4,0 cm od masy 200 g.
(b) Znalez¢ energie potencjalna na jednostke masy w tym punkcie, (c) Jaka pracg trzeba wykonaé, zeby
przesuna¢ t¢ mas¢ jednostkowa do punktu oddalonego o0 4,0 ¢cm od masy 800 g wzdtuz linii laczacej $rodki
ciat?

Odp.: (a) Zero. (b) —10-10-% erg/g. (c) —5,0- 105 erg.

42. Statek kosmiczny wybierajacy si¢ w podr6z miedzygwiezdna musi przezwycigzy¢ pole grawita-
cyjne Ziemi, a takze Slofica. (a) Ile wynosi calkowita ilos¢ energii konieczna na to, by statek o masie 1,0
kilotony znajdujacy si¢ na orbicie wznoszacej sie 480 km ponad powierzchnig Ziemi uwolnit si¢ od wspél-
nego pola grawitacyjnego Ziemi i Stofica? Pominaé obecnosé wszelkich innych ciat w Ukladzie Slonecznym.
(b) Jaka cze$¢ tej energii zostanie zuzyta do przezwycigzania pola slonecznego?

43. (a) Napisa¢ wyrazenie na energie potencjalna ciala o masie m znajdujacego si¢ w polu grawita-
cyjnym ukladu Ziemia-Ksiezyc. Niech M bedzie masg Ziemi, Mx masa Ksiezyca, R odlegloécia od srodka
Ziemi oraz r odlegloscia od $rodka Ksigzyca. (b) W jakim punkcie migdzy Ziemia i Ksigzycem natezenie
catkowitego pola grawitacyjnego wywolanego przez Ziemi¢ i Ksigzyc bedzie rowne zeru? (c) Jaki bedzie
potencjat grawitacyjny i natgzenie pola na powierzchni Ziemi? (d) A na powierzchni Ksiezyca.

Odp.: (a) —Gm(Mz/R+Mx|r). (b) 3,4-10° m od Ziemi. (c) —6,3-107 J/kg; 9,8 m/s%. (d)
—3,9-10° J/kg; 1,6 m/s2.

Paragraf 16-11

44. Rozwazmy dwa satelity 4 i B o réwnych masach m, poruszajace si¢ dokola Ziemi Z po tej samej
orbicie kolowej o promieniu r, ale w przeciwnych kierunkach, i w zwiazku z tym dazace do zderzenia
(patrz rys. 16-21). (a) Znalez¢ w zaleznosci od G, Mz, mir, calkowita energi¢ mechaniczna E,+ Ep ukladu:
oba satelity plus Ziemia przed zderzeniem. (b) Znale#¢ catkowita energi¢ mechaniczna bezposrednio po
zderzeniu, w przypadku gdy zderzenie jest catkowicie niesprezyste tak, ze pozostanie po nim wrak w postaci
jednego kawalka splatanego materiatu (masa = 2m). (c) Opisaé ruch wraka od tej chwili.

Rys. 16-21. Zadanie 44
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45. (a) Czy trzeba zuzy¢ wigcej energii na to, zeby wynies¢ satelite na wysokoéé 1600 km ponad Ziemie,
niz na to, by umieéci¢ go na orbicie gdy juz si¢ na tej wysokosci znalazt. (b) A jak przedstawia si¢ sy-
tuacja dla wysokosci 3200 km? (c) A co dla 1800? Przyja¢ dla promienia Ziemi warto$é¢ 6400 km.

Odp.: (a) Nie. (b) Tez nie. (c) Tak.

46. Dwa satelity, 4 i B, kazdy o masie m, maja by¢ wystane na (prawie) kolowe orbity dokota $rodka
Ziemi. Satelita 4 ma krazy¢ na wysoko$ci 6400 km, a satelita B na wysokosci 19 200 km. Promien Ziemi
Rz wynosi 6400 km (rys. 16.22). (a) Jaki jest stosunek energii potencjalnych satelitdw B i 4 na orbitach?
(Wyjasni¢ wynik postugujac si¢ pojeciem pracy koniecznej na przeniesienie kazdego satelity z jego orbity
do nieskonczonosci.) (b) Jaki jest stosunek energii kinetycznych satelitow B i A na orbitach? (c) Ktory
satelita ma wigksza energi¢ catkowita, jezeli masa kazdego wynosi 15 kg? O ile wicksza?

Rys. 16-22. Zadanie 46

47. Para gwiazd obraca si¢ dokola wspolnego $rodka masy. Jedna z gwiazd ma mas¢ M, dwukrotnie
wigksza od masy m drugiej gwiazdy, M = 2m. Ich $rodki znajduja si¢ w odleglosci d, przy czym d jest duze
w poréwnaniu z rozmiarami ktorejkolwiek z gwiazd. (a) Wyprowadzi¢, w zaleznosci od d, m i G, wzér na
okres obrotu gwiazd dokota ich wspolnego $rodka masy. (b) Poréwna¢ momenty pedu obu gwiazd w ruchu
dokola wspolnego Srodka masy, znajdujac ich stosunek L., /L. (c) Por6wnacé energie kinetyczne obu gwiazd,
znajdujac ich stosunek Kn/Kp.

Odp.: (a) 2rd*?*)/3Gm. (b) 2. (©) 2.

48. Satelita krazy poczatkowo po kolowej, w przyblizeniu, orbicie na wysokosci 640 km nad po-
wierzchnia Ziemi; jego masa wynosi 220 kg. (a) Wyznaczy¢ jego predkosé. (b) Wyznaczyé jego okres.
(c) Satelita z r6znych powodow traci energie mechaniczng ze (Srednig) szybkoscia 1,4 - 10° J na jeden obrot.
Przyjmujac rozsadne przyblizenie, ze tor jest ,,kolem o wolno zmniejszajacym si¢ promieniu”, wyznaczy¢
odlegtosé od powierzchni Ziemi, predkos$¢ i okres satelity w koficu 1500-ego obrotu. (d) Ile wynosi $rednia
sita hamujaca? (e) Czy moment pedu jest zachowany?

49. Punkt materialny o masie m znajduje si¢ pod wplywem przyciagajacej sily centralnej o wartosci
k|r?, gdzie k jest pewng stala. Wiedzac, ze w chwili gdy punkt znajduje si¢ na swojej orbicie zamknigtej
w polozeniu ekstremalnym, w odleglosci @ od centrum sily, jego predkos¢ wynosi l/ k[2ma, znalezé (a)
drugie polozenie ekstremalne oraz (b) predko$¢ punktu w tym polozeniu.

Odp.: (b) 3 Vk[2ma.

Paragraf 16-12

50. Wahadto Foucault. Uzywajac wahadla przymocowanego w goérnym korcu tak, ze moze ono
wykonywa¢ swobodnie ruch wahadlowy w kazdym kierunku, mozemy powtorzy¢ doswiadczenie po raz
pierwszy pokazane publicznie przez Foucaulta w Paryzu w roku 1851. Jezeli wahadto wprowadzi si¢ w ruch
wahadtowy, wtedy plaszczyzna wahan powoli obraca si¢ wzgledem linii narysowanej na podiodze, chociaz
sita napigcia linki podtrzymujacej ci¢zarek oraz dzialajace nan przyciaganie grawitacyjne Ziemi leza
w plaszczyznie pionowej. (a) Pokazaé, ze zjawisko to jest rezultatem tego, ze Ziemia nie jest inercjalnym
ukiadem odniesienia. (b) Pokazaé, ze okres obrotu plaszczyzny wahadia Foucaulta, znajdujacego si¢ na sze-
rokosci geograficznej 6, wynosi (24/sinf) h. (c) Uzasadni¢ w prosty sposob otrzymany wynik dla 6 = 90°
(bieguny) i 6 = 0° (réwnik).
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