14. Réwnowaga ciat sztywnych

14-1. Ciala sztywne

Wieze podtrzymujace most wiszacy musza by¢ dostatecznie wytrzymale, aby nie za-
walié si¢ pod cigzarem samego mostu i pojazdow poruszajacych si¢ po nim; podwozie
samolotu musi wytrzymaé obciazenia, nawet gdy pilot wykona niezbyt poprawnie manewr
ladowania; zgby widelca nie moga ulec zgieciu, kiedy wbijamy je w twardy stek. We
wszystkich takich przypadkach inzyniera interesuje to, czy rozwazane, z zaloZenia sztywne
uklady rzeczywiscie pozostang sztywnymi pod dzialaniem okreslonych sit i towarzyszacych
im momentéw sit.

W takich zagadnieniach inzynier musi postawié sobie dwa pytania: (1) Jakie sity dzia-
laja na rozwazane ciato sztywne i jakie sa momenty tych sit? (2) Czy biorac pod uwage
konstrukcje i uzyte materialy cialo pozostanie sztywne pod dzialaniem tych sit? W roz-
dziale tym bedziemy omawiaé tylko pierwsze z tych pytan; odpowiedZ na drugie pytanie
Czytelnik znajdzie w podrecznikach technicznych.

14-2. Rownowaga ciala sztywnego

Zwracamy uwagg, ze kazde z wymienionych w poprzednim paragrafie ciat sztywnych
(wieze mostéw, podwozie samolotu i widelec) znajduja si¢ w stanie rdwnowagi mechanicz-
nej, jezeli obserwowane z inercjalnego uktadu odniesienia (1) liniowe przyspieszenie agp,
jego srodka masy jest réwne zeru i (2) jego katowe przyspieszenie a wzgledem dowolnej
osi nieruchomej w tym ukladzie odniesienia jest rOwniez réwne zeru.

Definicja ta nie wymaga od ciala, aby bylo w spoczynku wzgledem obserwatora, lecz
tylko aby nie mialo przyspieszenia. Jego $rodek masy np. moze poruszal si¢ ze stal
predkoscia vi.m., a cialo moze obracaé si¢ dookola nieruchomej osi ze stala predkoscia
katowa w. Jezeli cialo spoczywa (tzn. Vg = 0 i 0 = 0), méwimy, ze znajduje si¢ ono
w stanie réwnowagi statycznej, bedacej gtéwnym przedmiotem rozwazan tego rozdziatu,
Jednakze, jak zobaczymy, ograniczenia nalozone na sily i momenty sit sa takie same,
niezaleznie od tego, czy stan réwnowagi ciala jest stanem réwnowagi statycznej, czy te:
niestatycznej. Poza tym, wybierajac nowy, odpowiedni uklad odniesienia, mozemy kazdy
przypadek réwnowagi (niestatycznej) przetransformowaé do stanu réwnowagi statycznej.
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Ruch postepowy ciala sztywnego o masie M opisuje réwnanie (9-10), czyli
erw = Ma§r.m. ’

w ktérym F, jest suma wektorowa wszystkich zewngtrznych sit dziatajacych na ciato.
Poniewaz w stanie rownowagi as.m. musi by¢ réwne zeru, pierwszy warunek réwnowagi
(statycznej albo nie) formutujemy nastgpujaco: suma geometryczna wszystkich zewnetrzn ych
sil dzialajgcych na cialo w stanie réwnowagi musi réwnaé sie zeru.
Mozemy zatem zapisaé warunek (1) jako

F=F+F,+..=0; (14-1)
w wyraZeniu tym opuscilismy dla uproszczenia oznaczenie ,,zew” przy symbolu F. To
wektorowe réwnanie prowadzi do trzech réwnan skalarnych

F.=F, ,+F+ ..=0,
F,=Fy,+Fy,+ .. =0, (14-2)
Fz = F12+F2z+ e = 0,

z ktorych wida¢, ze suma sktadowych sit w kazdym z trzech wzajemnie prostopadlych
kierunkow jest rowna zeru.

Drugi warunek rownowagi wymaga, aby przyspieszenie katowe a réwnalo si¢ zeru
dla dowolnej osi obrotu. Poniewaz przyspieszenie katowe ciala sztywnego zwiazane jest
zmomentem sity (przypominamy, e dla nieruchome;j osi obrotu v = Ix) ten drugi warunek
réwnowagi (statycznej albo nie) mozemy wyrazi¢ nastepujaco: suma geometryczna wszyst-
kich zewnetrznych momentow sil dzialajgcych na cialo w stanie réwnowagi musi réwnaé sie
zeru.

Warunek (2) piszemy jako

T="7,+T,+ ..=0. (14-3)
To wektorowe réwnanie prowadzi do trzech réwnan skalarnych

Ty = Tyx+Tox+ ... =0,
Ty = T+ Tay+ ... = 0, (14'4)
T, = le+122+ s = 0,

ktére méwia, ze w stanie réwnowagi suma sktadowych momentéw sit dziatajacych na ciato
w kazdym z trzech dowolnych prostopadtych do siebie kierunkéw jest réwna zeru.

Wypadkowy moment sity T w réwnaniu (14-3), ktéry réwna si¢ zeru w stanie réwno-
wagi mechanicznej, okre§lony jest wzgledem wybranego poczatku ukiadu O. Wielkosci
Tx, Ty i T, W réwnaniu (14-4) sa skalarnymi sktadowymi wektora © w dowolnym prosto-
katnym uktadzie osi o poczatku O. Ustawienie w przestrzeni tych osi nie ma w tym przy-
padku 2adnego znaczenia. Wynika to z faktu, ze jezeli wektor jest réwny zeru, to jego skla-
dowe musza by¢ réwniez réwne zeru, niezaleznie od ustawienia osi uktadu wspolrzednych.
Czytelnik moze zapytaé, czy wybor poczatku ukladu ma jakie$ znaczenie. Jak zobaczymy
dalej, wyb6r ten nie ma znaczenia, poniewaz (dla ciata znajdujacego sie w stanie rownowagi
wzgledem przesuni¢c), jezeli T = 0 wzgledem punktu O, to jest réwniez réwny zeru wzgle-
dem kazdego innego punktu w danym ukladzie odniesienia. W tym paragrafie Zajmiemy si¢
warunkiem (2) dla ciata bedacego w réwnowadze wzgledem przesunieé; warunek ten
spelniony jest wowczas, gdy mozemy pokazaé, ze albo (a) T = 0 wzgledem dowolnego
punktu [réwnanie (14-3)], albo (b) sktadowe momentu sity wzdtuz dowolnych trzech prosto-
padlych do siebie osi sa réwne zeru [réwnanie (14-4)].
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Przyjmijmy, ze mamy cialo sztywne w stanie rownowagi wzgledem przesunigé, co oznacza, ze F =
= F,+F;+ ... = 0 [rownanie (14-1)]. Chcemy teraz pokaza¢, ze moment sily wzgledem dowolnego punktu
(takiego jak punkt P na rys. 14-1) bedzie réwny zeru, jezeli ten moment sily wzgledem wybranego punktu
(takiego jak punkt O na rys. 14-1) jest rowny zeru. Na rysunku przedstawione sa trzy z n sit: F,, Fs, ..., F,,
przylozone w réznych punktach ciala sztywnego i skierowane w réznych kierunkach. Punkty przylozenia
sit sa wyznaczone wzgledem poczatku ukladu O wektorami, takimi jak r;, dowolny punkt P jest okreslony
wektorem rp, a wektor ry—rp wyznacza punkt przylozenia sity F; wzglegdem punktu P.

z

F,
| S 72
I
P
F; I,
o — ¥ Rys. 14-1. Trzy sposréd n sit Fy, F,, Fs, ..., F, dzialaja-
7 . .
// cych na ciato sztywne (nie zaznaczone na rysunku). Przy
____________ i zalozeniu, ze cialo jest w rownowadze wzgledem przesunigé,
x \ mozna pokaza¢ (patrz tekst), Zze jezeli * = 0 dla punktu
F, O, to znika on dla dowolnego innego punktu, np. P

Wypadkowy moment sity wzgledem punktu O [patrz réwnanie (12-1)] mozemy zapisaé w postaci:
To =L XFi+0,xF+ . 41, xF,,
a wzgledem punktu P w postaci
Tp = (r;—rp) XF1+ (T2—rp) xFo+ ... + (Ta—r1p) xF,.
Ostatnie roOwnanie mozna zapisa¢ nast¢pujaco:
Te= [r1 XFi+1:xF+ ... + 1, XF]—[tpx F+Fo+ ... +F).
Jezeli teraz, zgodnie z zalozeniem, pierwszy warunek rownowagi jest spetiony, czyli ze F, +F,+ ... +F, =
= 0, to wyrazenie w drugim nawiasie kwadratowym znika. Natomiast wyrazenie w pierwszym nawiasie
kwadratowym jest to po prostu T, (patrz wyzej), tak ze przy tych warunkach
Tp = To.

Zatem, dla ciala bedacego w stanie rownowagi wzgledem przesunigé, jezeli T, = 0 to i T, = 0, gdzie P
jest dowolnym punktem.

Zatem mamy sze$¢ niezaleznych warunkéw dla sit dzialajacych na ciato bedgce w stanie
réwnowagi. Warunki te zapisaliSmy w postaci szesciu roéwnan algebraicznych (14-2)
i (14-4). Réwnania te odpowiadaja szesciu stopniom swobody ciala sztywnego, czyli trzem
stopniom swobody w ruchu postgpowym i trzem stopniom swobody w ruchu obrotowym.

Czgsto mamy do czynienia z zadaniami, w ktérych wszystkie sity leza w jednej plasz-
czyznie. W takim przypadku mamy tylko trzy warunki. Suma sktadowych sit musi réwnaé
si¢ zeru dla kazdego z dwdch kierunkéw prostopadtych, lezacych na plaszczyznie i suma
momentéw sit wzgledem dowolnej osi prostopadiej do tej plaszczyzny takze musi sig
rownaé zeru. Warunki te odpowiadaja trzem stopniom swobody dla ruchu w jednej plasz-
czyznie: dwa dla ruchu postgpowego i jeden dla obrotowego.

Aby uprosci¢ obliczenia, ograniczymy si¢ gtownie do zadan na plaszczyznie. Nie na-
lozymy w ten sposob zadnych zasadniczych ograniczen na ogdlna zasade postgpowania.
Poza tym, réwniez dla wygody, bedziemy rozwazaé tylko przypadek réwnowagi statyczne;j,
kiedy ciala znajduja si¢ w stanie spoczynku, w aktualnie wybranym inercjalnym ukladzie
odniesienia.
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14-3. Srodek cieikosci

Jedna z sit wystgpujacych w czasie ruchu ciat sztywnych jest sita cigzkosci. W rzeczy-
wistosci nie jest to tylko jedna sila, lecz wypadkowa wielkiej liczby sit. Na kazdy element
ciala dziala sila grawitacyjna. Jesli cialo o masie M podzielilibySmy na duzg liczbe ele-
mentéw, powiedzmy n, to sila grawitacyjna Ziemi dzialajaca na i-ty element o masie m;
wynosi m;g. Sila ta jest skierowana w dot, do srodka Ziemi. Jezeli przyspieszenie grawi-
tacyjne jest stale w calej objetosci wydzielonego obszaru, to méwimy wtedy o jednorod-
no$ci pola grawitacyjnego. Wektor g ma ten sam kierunek i te sama wartos¢ bezwzgle-
dna w calym tym obszarze. Gdy cialo sztywne umieszczone jest w jednorodnym polu
grawitacyjnym, wektor g jest jednakowy dla wszystkich elementéw ciala i tym samym
sity cigzkosci tych elementdéw sa do siebie réwnolegle. Jezeli przyjmiemy, Ze ziemskie
pole grawitacyjne jest jednorodne, mozemy pokazaé, Ze poszczegllne sity cigzkosci ele-
mentéw mozna zastapi¢ jedna sita Mg przytozona do srodka masy ciata. Innymi stowy,
wszystkie sity cigzkoéci dziatajace w d6t moze zrownowazy¢ pojedyncza sita F (= — Mg)
dziatajaca w gore, pod warunkiem, Ze jest ona przylozona do Srodka masy ciala.

Rys. 14-2. Cialo o dowolnym ksztalcie po-
dzielono na n elementéw, z ktorych dwa
my i m, zaznaczono na rysunku. Cialo to
moze utrzymaé w rOwnowadze wzgledem ob-
rotow i przesunie¢ jedna sita F (= —Mg)
skierowana w goér¢ i przylozona w $rodku
masy. Dowod w tekscie (przy zalozeniu, ze
pole grawitacyjne jest jednorodne)

Na rysunku 14-2 widzimy ciato sztywne, z ktorego wydzielono umownie dwa elementy
masy m,; i m, sposréd n takich elementéw, na ktoére to cialo zostalo podzielone. Sita
F (= — Mg) skierowana w gore¢ dziala na pewien punkt O. Pozostaje pokazaé, Ze cialo
znajduje si¢ w stanie rownowagi mechanicznej, jezeli (i tylko wtedy, jezeli) punkt O jest
srodkiem masy. Warunek 1 dla stanu rownowagi [rownanie (14-1)] zostal juz spetniony przez
wybor wartosci i kierunku sity F. To znaczy ze

F+m,g+m,g+ ... +m,g=0
albo
F=-(m+m,+ ... +m,)g = — Mg,

co odpowiada warunkowi pierwszemu, aby cialo znajdowalo si¢ w stanie rownowagi.
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Pozostaje jeszcze dowiesc, ze wektor T = 0 dla dowolnego pojedynczego punktu ciata,
np. dla punktu O. Jest to wlasnie drugi warunek na stan réwnowagi. Wybierajac punkt O
jako poczatek ukladu zapewnilismy, ze moment sity F wzgledem tego punktu jest réwny
zeru, poniewaz ramig tej sity jest réwne zeru. Natomiast moment sity wzgledem punktu O,
pochodzacy od wszystkich poszczegélnych elementéw masy ciala, na ktére dziata przy-
ciaganie grawitacyjne, wynosi

T=T XME+r, XMyg+ ... +T,xXm,g;
poniewaz m, i m, itd. s3 skalarami, réwnanie to mozemy napisa¢ nastgpujaco:
T=mr Xg+myr, Xg+ ... +m,r,xg.
Poniewaz g jest takie samo we wszystkich wyrazach, mozemy je jako staly czynnik wynies¢
poza nawias, otrzymujac

n
T=(mr,+myr,+ ... +m,r,)xXg = (Z mir,)xg;
1

suma odnosi sig tu do wszystkich elementéw masy ciata.

Jezeli teraz punkt O jest osrodkiem masy ciala, to powyzsza suma jest réwna zeru.
Wynika to z definicji §rodka masy (patrz réwnanie (9.5b) i pozniejsza dyskusja). Wniosku-
jemy zatem, ze jezeli punkt O jest $rodkiem masy, to * = 0 i drugi warunek dla stanu réw-
nowagi mechanicznej jest spelniony*.

Widzimy wigc, ze sity grawitacyjne dzialajace na poszczegdlne elementy masy, z ktérych
sklada si¢ cialo sztywne, sg réwnowazne (pod wzgledem wplywu na ruch postgpowy i obro-
towy ciata) pojedynczej sile Mg, catkowitemu cigzarowi ciata, przytozonej w srodku masy.
Punkt przylozenia réwnowaznej wypadkowej sily grawitacyjnej nazywa si¢ Srodkiem
ciezkosci.

Pokrywanie sie $rodka cigzkosci ze $rodkiem masy wynika z zalozenia, ze ziemskie pole grawitacyjne g,
jest takie samo dla wszystkich czgéci ciala sztywnego. W rzeczywistoci zalozenie to nie jest calkowicie
prawdziwe, poniewaz warto$¢ g zmienia si¢ wraz z odlegtoécia od $rodka Ziemi, a poza tym wektor g
dla kazdego punktu jest skierowany radialnie, w kierunku $rodka Ziemi (rozdziat 16). Aby stwierdzi¢
niejednorodno$¢ pola grawitacyjnego, rozwazmy bardzo dtugi, jednorodny pret, pochylony wzgledem pionu
w ziemskim polu grawitacyjnym (rys. 14-3). Srodkiem cigzkosci ciala jest punkt, na ktory dziala wypadkowa
sita grawitacyjna. Jest to ten sam punkt, w ktorym nalezy przylozy¢ pojedyncza, przeciwnie skierowana

Rys. 14-3. Srodek masy C i $rodek cigzkosci P
w rzeczywistoéci nie pokrywaja sig, ze wzgledu na
niejednorodnoéé pola grawitacyjnego

* Cialo moze osiagnaé stan réwnowagi wzgledem obrotow dla dowolnego punktu zawieszenia. Jed-
nakze $rodek masy jest jedynym punktem, ktory zapewnia to, ze T = 0 dla ciala dowolnie obréconego
wzgledem tego punktu.
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sile, aby ciato znalazlo si¢ w rownowadze. Gdyby pret znajdowat si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym,
pojedyncza, skierowana do gory sila o wartosci Mg przytozona w $rodku masy, utrzymywataby go w stanie
réwnowagi ze wzglgdu na przesunigcia i obroty. W niejednorodnym polu warto$¢ przyspieszenia ¢ w punkcie
m, jest mniejsza niz w punkcie m,. Punktem, w ktorym nalezy przylozy¢ pojedyncza silg, aby utrzymac¢ cialo
w réwnowadze, bedzie teraz pewien punkt P lezacy nieco ponizej Srodka masy. Poza tym, gdy zmienimy
ustawienie ciata, wtedy jednoczes$nie zmieni si¢ potozenie punktu P. W takich przypadkach polozenie srodka
cigzkosci nie jest Scisle ustalone. Nie tylko nie pokrywa si¢ ono ze $rodkiem masy, lecz zmienia si¢ w zalez-
nosci od ustawienia ciala w polu grawitacyjnym.

W prawie wszystkich zagadnieniach mechaniki opisywane przedmioty maja rozmiary
mate w poréwnaniu z odlegtosciami, na ktérych g zmienia si¢ w sposob dajacy si¢ zauwazy¢.
Dlatego tez mamy prawo zalozy¢, Ze g jest jednorodne w calej objetosci rozpatrywanych
przedmiotéw. Zatem $rodek masy i Srodek cigzkosci mozna traktowac jako ten sam punkt.
Dzigki tej zgodnosci mozemy znalezé doswiadczalnie $rodek masy przedmiotéw o nie-
regularnych ksztaltach. Wyznaczmy np. $rodek masy cigzkiej plyty, takiej jak na rys.
14-4. Cialo zawieszamy na sznurku w pewnym punkcie A znajdujacym si¢ na krawedzi

AP/ APV

A

i
l
|
l
|
|
|
|

Rys. 14-4. Poniewaz §rodek masy O znajduje si¢ zawsze dokladnie pod punktem zawieszenia, wieszajac
plyt¢ na dwa rozne sposoby, wyznaczamy punkt O

tego ciala. Po ustaleniu si¢ réwnowagi przeprowadzamy lini¢ pionowa Aa, na ktorej musi
si¢ znajdowa¢ $rodek cigzkosci. Tylko bowiem w tym przypadku moment sity, jakim dziala
sznurek i moment sily cigzko$ci réwnowaza si¢. Nastgpnie zawieszamy cialo w punkcie B
i przeprowadzamy lini¢ Bb, na ktdrej réwniez znajduje si¢ Srodek cigzkosci. Jedynym punk-
tem wspolnym tych dwdch linii jest punkt przecigcia O; jest to wlasnie srodek cigzkosci,
a jednocze$nie przy zatozeniu jednorodnosci pola grawitacyjnego, srodek masy ciala.
Jezeli teraz zawiesimy cialo w jakimkolwiek innym punkcie C znajdujacym si¢ na jego
krawedzi, to linia Cc przejdzie réwniez przez punkt O. Tak wigc srodek masy pokrywa sig
ze Srodkiem cigzkosci i znajduje si¢ w punkcie O.
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14-4. Przyklady rownowagi

Stosujac warunki rownowagi do konkretnych zadan (zerowa sita wypadkowa i zerowy
moment sit wzgledem dowolnej osi), moZzemy uprosci¢ rozwazania, postgpujac w sposéb
opisany nizej.

Po pierwsze, okreslamy granice rozwazanego uktadu. W ten sposéb bedziemy wyraznie
wiedzieli, do jakiego ciala albo ukladu cial mamy stosowa¢ prawa réwnowagi statyczne;j.
Proces ten nazywamy wyodrebnianiem ukiladu.

Po drugie, opisujemy sity zewnetrzne, podajac ich wartos¢, kierunek i punkt przylozenia.
Dla wydzielonego poprzednio uktadu sitami zewnetrznymi sa tylko takie sity, ktére dzia-
taja spoza jego granic. Przykiadami sit zewngtrznych czgsto spotykanych w statyce sa sity
grawitacyjne, sily przenoszone przez sznurki, druty, prety i belki przekraczajace granice
uktadu. Czasami trudno jest okresli¢ kierunek silty. W takim przypadku przecinamy na
granicy ukladu element przenoszacy sil¢ i patrzymy, jak zachowuja si¢ otrzymane z prze-
ciecia konce. Jezeli konice zaczynajg si¢ oddalag, sita jest skierowana na zewnatrz. W przy-
padku watpliwym zwrot wybieramy dowolnie. Jesli rozwiazujac zadanie otrzymamy na
sife warto$¢ ujemna, bedzie to oznaczalo, ze sita dziala w kierunku przeciwnym niz przy-
jelismy. Podkreslamy, ze wystarczy wzia¢ pod uwage tylko sity zewngtrzne. Wszystkie sity
wewnetrzne redukuja si¢ nawzajem parami.

Po trzecie, zanim zastosujemy pierwszy warunek rownowagi [réwnanie (14-2)], wybie-
ramy w sposéb jak najbardziej wygodny dla nas uktad wspdtrzgdnych, wzdtuz osi ktérego
roztozymy na sktadowe sily zewngtrzne. W ten sposéb uproszczamy wyliczenia. Zwykle
jest oczywiste, jaki uklad wspotrzednych nalezy wybrad.

Po czwarte, zanim zastosujemy drugi warunek rownowagi [réwnanie (14-4)], wybieramy
taki ukiad wspétrzednych, wzdhuz osi ktorego roztozymy na sktadowe momenty sit zew-
netrznych, aby nasze obliczenia ulegty uproszczeniu. Poszukujac dwoch warunkoéw na
stan réownowagi statycznej ciala mozemy wybra¢ dwa réine uklady wspdtrzednych,
jezeli okaze si¢ to wygodne. Przypu$émy, ze mamy o$ przechodzaca przez punkt, do
ktorego przytozone sa dwie sily i prostopadla do plaszczyzny utworzonej przez te sily;
skladowe momentéw tych sit wzdtuz takiej osi automatycznie znikaja. W stanie réwno-
wagi moment wypadkowy wszystkich sit zewnetrznych wzgledem dowolnej osi musi
byé réwny zeru. Momenty sit wewnetrznych redukuja si¢ parami i nie ma potrzeby
nimi si¢ zajmowac.

Przyklad 1. (a) Jednorodna belka stalowa o diugosci 1 m opiera si¢ swymi koficami o dwie wagi
(rys. 14-5). Cigzar belki wynosi 4 kG. Jakie beda wskazania wag?

Naszym ukladem jest belka. Sily dzialajace na te belke sa nastepujace: W przytozona w $rodku cigzkosci
i skierowana w dot oraz wywicrane przez wagi F, i F, skierowane w gore (rys. 14-5a). Z trzeciej zasady
Newtona wynika, ze sitom F, i F, odpowiadaja rowne, lecz przeciwnie skierowane sily dzialajace na wagi.
Aby zna¢ wskazania wag, wystarczy obliczy¢ sity F, i F,.

Zapiszmy warunek rownowagi wzgledem przesunie¢ [réwnanie (14-1)]:

Fi+F:4+W =0.
Poniewaz wszystkie sily dzialaja w kierunku pionowym, wystarczy rozpatrzy¢ tylko ustawiona pionowo
o$ y. W ten sposob rownanie wektorowe przejdzie w rownanie skalarne

Fi+F,-4 kG =0.

Warunek réownowagi wzgledem obrotéw wymaga, aby znikata sktadowa wypadkowego momentu sit
dziatajacych na belke wzdiuz dowolnej osi obrotu. Wiemy juz, ze w tym celu wystarczy pokaza¢, ze znikaj

330



skladowe tego momentu dla dowolnego uktadu trzech wzajemnie prostopadtych osi. Skladowe te z pew-
noscia sa rowne zeru dla kazdych dwéch prostopadiych osi lezacych w plaszczyZnie rys. 14-5a (dlaczego?).
Wystarczy wigc zazadaé, aby znikal wypadkowy moment sit dla dowolnie wybranej osi prostopadtej do
plaszczyzny rysunku. Wezmy o$ prostopadia do plaszczyzny rysunku, przechodzaca przez srodek cigzkosci.
Jezeli przyjmujemy, ze obrot zgodny z ruchem wskazowek zegara jest dodatni, a przeciwnie skierowany —
ujemny, to warunek rownowagi wzgledem obrotow [rownanie (14-4)] zapiszemy w postaci:

l I}
F, (7) -F, (—2—) +W@0)=0, czyli F,—F, =0,
skad otrzymujemy
F,+F, =2F, = 2F, = 4 kG,
F, = F, = 2 kG.
Jak mogliSmy oczekiwaé, kazda waga wskazuje 2 kG.

A

+
N~

1
F, 2
2 T

Rys. 14-5. (a) Przyklad la. Jednorodna belka
stalowa opiera si¢ na dwoch wagach sprezyno-
wych. (b) Przyklad 1b. Cigzar w jest zawieszony
w jednej czwartej odlegtosci od jednego z kofcow
belki

Ten sam wynik otrzymamy wybierajac 0§ przechodzaca przez jeden z koncoéw belki. Dla osi prze-
chodzacej np. przez prawy koniec otrzymujemy

F(D— W(%) +F2(0) =0,

czyli
w 4kG
Fl=—=-———-—-=2,0kG.
2 2

Podstawiajac ten wynik do réwnania F,+F, = 4,0 kG, otrzymujemy F, = 2,0 kG, jak poprzednio.
(b) Przypusémy, ze na belce potozylismy ciato wazace 6 kG w odleglosci 25 cm od korica. Jakie beda
obecnie wskazania wag?

Rozkiad sit przedstawiony jest na rys. 14-5b, na ktérym w oznacza cigzar ciata. Pierwszy warunek
réwnowagi zapiszemy nastgpujaco:

Fi+F,—W-w=0.
Gdy w = 6,0 kG, a W = 4,0 kG, wtedy

Fi+F, = 10 kG.
Dla osi przechodzacej przez lewy koniec belki drugi warunek rownowagi wyglada nastgpujaco:

! w ! F,()=0
o(4) +w(z)-ro =0

F, =35 kG.

skad
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Podstawiajac ten wynik do pierwszego rownania, otrzymujemy
F,+3,5 kG = 10 kG,
F, = 6,5 kG.
Zatem po ustaleniu si¢ stanu rownowagi waga po lewej stronie wskaze 6,5 kG, a po prawej 3,5 kG. Dla-
czego w zadaniu tym uzyskaliSmy tylko dwa warunki na sily, zamiast trzech, jak oczekuje si¢ zazwyczaj,
gdy sily leza w jednej plaszczyznie?

Przyklad 2. (a) Drabina o dlugosci 20 m i ciezarze 30 kG opiera si¢ o $ciang na wysokosci 16 m.
Srodek ciezkosci drabiny przypada na jednej trzeciej jej wysokosci. Czlowiek o cigzarze 54 kG wszedt
do polowy dlugosci drabiny. Znalez¢ sily, jakimi uklad dziala na $ciang i podloge przyjmujac, ze $ciana jest
doskonale gltadka (a podioga nie).

Rozklad sit przedstawiony jest na rys. 14-6. Cigzar czlowieka oznaczamy przez W, a drabiny przez w.
Podloga dziala na drabing sila F;. Sila F,, jest jej skladowa pionowa, a F,, — skladowa pozioma (wyni-
kajaca z istnienia tarcia). Sciana dziata na drabing sila normalng F, (brak tarcia). Mamy nastepujace dane
liczbowe:

W=54%kG, w=30kG, a=16m, c¢=20m.
Z geometrii ukladu wynika, ze b = 12 m. Linia dzialania sily W przecina podioge w odlegtosci 5/2 od
Sciany, a linia dziatania w — w odleglosci 2b/3.

7,
%

////////ﬁ

- b

Rys. 14-6. Przykiad 2

Obieramy o0$ x wzdtuz podlogi, a 0§ y wzdtuz §ciany. Wtedy warunki rownowagi wzgl¢dem przesunigé
[rownanie (14.2)] maja postac
F 2_F1h = 0,
Flv— W—w=0.
Jezeli 0§ przechodzi przez punkt zetkniecia drabiny z podloga, warunek rownowagi wzgledem obrotow
dla tej osi [rOwnanie (14-4)] ma postaé

F. w b b =0
0-w(z)-»(3)=0.

Podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy
F,(16 m)— (54 kG) (6 m)— (30 kG) (4 m) =0,
F, = 28 kG,
F“, = Fz =28 kG,
F,, = 54 kG+30 kG = 84 kG.
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Na podstawie trzeciej zasady Newtona sitom tym odpowiadaja sily reakcji, rowne i przeciwnie skierowane,
czyli na $ciane dziala sita normalna rowna 28 kG, a skladowe sily dzialajacej na podloge wynosza odpo-
wiednio 84 kG i 28 kG.

(b) Wspolczynnik tarcia statycznego miedzy podloga a drabing s = 0,40. Jak wysoko moze na taka
drabing wejsé czlowiek, zanim drabina zacznie si¢ zeslizgiwac?

Oznaczamy te czesé dhugosci drabiny, na ktoéra moze jeszcze wejs¢ cztowiek, przez x. Warunki rowno
wagi beda nastepujace:

F, 2~ F, 1h = 0,
Fy,—W—-w=0,

oraz

b
Fya— be—w(?) =0.

Otrzymujemy wigc
F,-16 m =54 kG-12 m-x+30 kG-4 m,

F, = (40,5x+17,5) kG.
Wobec tego

Fy, = (40,5x+17,5) kG
oraz, jak poprzednio,

F,, = 84 kG.
Maksymalna sila tarcia statycznego wynosi
Fy, = psFyp = 0,40- 84 kG = 21 kG,
wobec tego
F,, = (40,5x+7,5) kG = 21 kG,
oraz
x = 0,34,
a wiec czlowiek moze si¢ wspina¢ po drabinie na wysokos¢
20m-x =68 m,

zanim drabina zacznie si¢ zeSlizgiwac.

W przyktadzie tym drabing traktujemy jako obiekt jednowymiarowy, stykajacy si¢ w jednym punkcie
ze §ciang i podloga. Czytelnik powinien zastanowic si¢, w jaki sposob ogranicza to rozwazania w por6wnaniu
z mniej sztucznym przypadkiem, kiedy drabina na kazdym koricu opiera si¢ w dwoch punktach.

Powody, dla ktérych przyjeliSmy, ze §ciana jest doskonale gladka, przedyskutujemy dalej, w tym pa-
ragrafie. Czy latwo si¢ domysli¢, jakie sa te powody?

Przyklad 3. (a) Jednorodna belka przymocowana jest do sciany. Na wysokosci d ponad zawiasem
zaczepiony jest drut, ktéry laczy sciane z drugim konicem belki. Kiedy na belce zawiesimy cigzar w, ustawi
si¢ ona pod katem 30° do poziomu. Ciezar belki wynosi W, a jej dlugo$¢ I. ZnaleZ¢ napr¢zenie drutu
i sily dzialajace na zawias.

Rys. 14-7. Przykiad 3
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Rysunek 14-7 przedstawia wszystkie sily dziatajace na belke. Drut podtrzymujacy belke tworzy pewien
kat o z poziomem, tak ze naprezenie T drutu ma skladowa pozioma T, i skladowa pionowa T, (jak widzimy
na rys. 14-7). Sita F, jaka dziala zawias na belke, ma takze skladowa pozioma Fy i sktadowa pionowa F,,
Wektor w jest cigzarem zawieszonego ciala, a W cigzarem belki zaczepionej w jej srodku ciezkosci.

Kierunki osi wspotrzednych obieramy zgodnie z kierunkami dzialania sktadowych poziomej i piono-
wej sity F. Rownowaga wzgledem przesunig¢ bedzie zapewniona, jezeli

F+T,—-W—w=0
oraz
F,—T,=0.
Wybierajac 0§ przechodzaca przez punkt przecigcia wektorow T i w (dlaczego?), oirzymujemy warunek
rownowagi wzgledem obrotow w postaci:
W(lcos30°)

F,(Icos30°)— F,(Isin30°)— 5

0.

Tw, To, Fu i F, sa wielkosciami nieznanymi. Wielko$ciom znanym przyporzadkujemy nastepujace liczby:
W=60N, w=40N, [/=30m, d=2,0m.

Zatem
) F,+T, =100 N,
@ Fy=T,
oraz
F,(3) (0,866) = F,(1,5)+ (60) (1,5)(0,866),
albo
A3) F, = F,(5,0/8,66)+30 N.

Przypominamy, ze mieliémy cztery niewiadome, a mianowicie F,, Fy, T, i Ty. Jezeli chcemy rozwiaza¢
zadanie, musimy mie¢ dodatkowa zalezno$¢ pomigdzy tymi wielko$ciami. Ta dodatkowa zalezno$é wynika
z faktu, ze T, i Ty daja w sumie wypadkowy wektor T, skierowany wzdhuz drutu. Drut bowiem nie moze
dostarcza¢ ani przenosic sily prostopadlej do jego kierunku. (Zwracamy uwage, Ze nie jest to prawdziwe
dla belki.) Zatem nasza czwarta zalezno$cia jest

T,, = T,,tgoc,
gdzie, tga = (d—1Isin30°)/(lcos30°) = 1,0/5,2, czyli ze
(C)) T, = T/5,2.

taczac wyrazenia (1) i (4) otrzymujemy

T,
F, =100 N— —.
5,2

Eaczac z kolei (2) i (3) otrzymujemy

F, =T, >0 +30 N
"7 M 8,66 :

Rozwiazujac rownoczes$nie te rownania, otrzymujemy
T,=91,0 N oraz F, =825 N.

Z roéwnania (2) otrzymujemy

F, =91,0 N,
a z réwnania (1)

T, = 17,5 N.
Naprezenie drutu obliczamy zatem z zaleznoéci

T=VTi+TZ =927 N,

a zawiasy oddzialuja na belke sila pozioma 91,0 N i sila pionowa 82,5 N.
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W poprzednich przykladach liczba niewiadomych byla réwna liczbie niezaleznych
réwnan. Kiedy wszystkie sity dzialaja w jednej plaszczyznie, mamy trzy niezalezne réwnania
okre$lajace warunki réwnowagi: jeden warunek réwnowagi wzgledem obrotéw i dwa
wzgledem przesunigé na plaszczyznie. Jednakze czgsto mozemy mie¢ wigcej niz trzy nie-
wiadome sity. W zadaniu z drabing (przyklad 2a), gdyby usunaé sztuczne zalozenie o dos-
konale gladkiej Scianie, mielibySmy cztery niewiadome. Zamiast jedne;j wystepowalyby
dwie skladowe (pozioma i pionowa) sily dzialajace na gérny koniec drabiny. Jezeli mamy
uklad trzech réwnan skalarnych o czterech niewiadomych, to nie mozemy go rozwiazaé.
Dopiero gdy dla jednej z niewiadomych ustalimy jakas$ warto$¢, pozostate trzy mozemy
obliczy¢. Gdy nie mamy zadnych podstaw do przyjecia dla jednej z niewiadomych okreslo-
nej wartosci, wtedy istnieje nieskoriczona liczba matematycznie mozliwych rozwiazan.
Jesli chcemy rozwiazaé zadanie jednoznacznie, musimy mieé¢ mozliwo$é¢ znalezienia jeszcze
jednego niezaleznego réwnania.

Inny prosty przyktad, gdzie wystgpuje wigcej niewiadomych niz réwnan, moze stanowi¢
samochdd. Cheemy okresli€ sily, jakie wywiera kazde z czterech k6t samochodu na Ziemie,
kiedy samochéd stoi na poziomej powierzchni. Jesli przyjmiemy, ze sity te sa prostopadte
do powierzchni Ziemi, bedziemy mieli cztery niewiadome wielkos$ci skalarne. Wszystkie
inne sily, takie jak ci¢zar samochodu i pasazeréw réwniez dzialaja prostopadle do po-
wierzchni ziemi. Wobec tego mozemy napisa¢ tylko trzy niezaleZne warunki réwnowagi:
jeden warunek wzgledem przesunig¢ w kierunku dziatania wszystkich sit (pionowym)
i dwa warunki réwnowagi wzglegdem obrotéw dookota dwéch wzajemnie prostopadtych
osi, lezacych w plaszczyznie poziome;j. Jest to wigc znowu zadanie, ktérego jednoznacznie
rozwigza¢ nie mozemy. Ukladem podobnym do spoczywajacego samochodu jest stét
o czterech nogach, z ktérych kazda styka sie z podtoga.

Kazde fizyczne zagadnienie w rzeczywistoci ma jednak jednoznaczne rozwigzanie,
musimy tylko znalez¢ fizyczne uzasadnienie dodatkowego niezaleznego réwnania, ktére
pozwoli dane zagadnienie rozwiaza¢. Dotychczas zakladalismy, Ze ciala sa doskonale
sztywne. W rzeczywistosci sa one mniej lub bardziej sprezyste i ten fakt pozwala nam
uzyska¢ dodatkowe niezalezne réwnania. Latwo mozemy zauwazy¢, ze w naszych przykla-
dach opony samochodu, jezdnia, drabina i §ciana pod wplywem sit ulegaja odksztalceniu.
Prawa rzadzace odksztalceniami i wlasciwosci sprezyste cial prowadza do dodatkowej za-
lezno$ci migdzy czterema sitami. W celu przeprowadzenia pelnej analizy tych zagadnien,
musimy skorzysta¢ nie tylko z praw mechaniki ciala sztywnego, lecz takze z praw mecha-
niki cial sprezystych. W wyktadach dotyczacych inzynierii ladowej i wodnej oraz budowy
maszyn czgsto spotykamy si¢ z tego rodzaju zagadnieniami i analizujemy je. Tu jednak
tymi zagadnieniami szerzej nie bedziemy si¢ zajmowali.

14-5. Réwnowaga trwala, nietrwala i obojetna ciala
sztywnego w polu grawitacyjnym

Z rozdziatu 8 wiemy, ze sila grawitacyjna jest sita zachowawcza. Dla sit zachowawczych mozemy wpro-
wadzi¢ pewna funkcje, energie potencjalna U(x, y, z), zwiazana z F w nastgpujacy sposob:
ou ou ou
F,

Fx=—_“y y= T 2 = =

ox ady oz
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W miejscach, gdzie dU/dx rowna si¢ zeru, punkt materialny znajduje si¢ w stanie rownowagi wzgledem
przesunie¢ w kierunku osi x, poniewaz sktadowa Fy rowna si¢ zeru. Podobnie dla miejsc, gdzie pochodne
oU|[dy albo dU/[dz znikaja, punkt materialny jest w stanie rownowagi wzgledem przesuni¢¢ odpowiednio
wzdluz y i z. Pochodne funkcji U przyjmuja w danym punkcie warto$¢ zero, jezeli w tym punkcie funkcja.
przyjmuje warto$¢ ekstremalng (minimum albo maksimum) albo jest w tym punkcie stala ze wzgledu na
zmienna wspotrzedna.

Kiedy U przyjmuje warto§¢ minimalna, punkt materialny znajduje si¢ w stanie rownowagi trwalej.
Po kazdym odchyleniu od polozenia rownowagi trwalej pojawia si¢ sila, ktora stara si¢ go sprowadzié
z powrotem do punktu rownowagi. Inaczej mowiac, sily zewnetrzne musza wykonaé prace, aby wytracié
cialo z polozenia rownowagi trwalej. Powoduje to wzrost jego energii potencjalne;j.

Przy maksymalnej wartosci energii potencjalnej U punkt materialny znajduje si¢ w stanie réwnowagi
nietrwalej. Przy kazdym odchyleniu od polozenia rownowagi nietrwalej pojawia si¢ sita, ktora oddala cialo
od tego polozenia. W tym przypadku, przy zmianie potozenia ciata sily zewngtrzne nie wykonuja zadnej
pracy. Praca potrzebna do przemieszczenia tego ciata jest praca wewngtrzna, wykonywana przez silg za-
chowawcza i rezultatem jej jest zmniejszenie energii potencjalnej ciata.

Przy stalej energii potencjalnej U punkt materialny znajduje si¢ w stanie rownowagi obojetnej. W tym
przypadku, gdy przemieszczamy nieznacznie punkt materialny, nie pojawia si¢ zadna sila, ani przyciagajaca,
ani odpychajaca. Zwracamy uwagg, ze punkt materialny moze by¢ w stanie rGwnowagi trwalej ze wzgledu
na jedna wspoirzedna, a w stanie rownowagi nietrwalej ze wzgledu na inna. Przykladem tego moze by¢
punkt materialny znajdujacy si¢ w punkcie siodlowym (rys. 14-8).

Wszystkie powyzsze uwagi odnosza si¢ do punktéw materialnych, a wigc do ruchu postgpowego.
Przejdzmy teraz do rOwnowagi ciala sztywnego. Musimy tu bra¢ pod uwagg zaréwno rownowage wzgledem
obrotow jak i wzgledem przesunigé. Zagadnienie ciala sztywnego w polu grawitacyjnym jest wyjatkowo
proste, poniewaz sily grawitacyjne dzialajqce na punkty materialne ciala sztywnego mozemy zastqpic jedng
silq zaczepiong w jednym punkcie, zaréwno przy rozwazaniu przesunie¢ jak i obrotéw. Szukajac rownowagi

B

Rys. 14-8. Potencjalna powierzchnia grawitacyjna, mogaca istnie¢ realnie. Punkt materialny umieszczony
w A, Balbo C pozostaje w spoczynku, gdy styczna do powierzchni w kazdym z tych punktéw jest linia po-
zioma. Mowimy, Ze jest on wtedy w stanie rownowagi. Gdy nieznacznie oddalimy go od punktu 4, sam tam
powrdci. Jest to punkt réwnowagi trwalej. Oddalony nieco od punktu B, samorzutnie oddala si¢ jeszcze
bardziej. B jest punktem réwnowagi nietrwalej. Gdy oddalimy punkt materialny od punktu C w kierunku ad’,
bedzie starat si¢ wroci¢ z powrotem, natomiast gdy odsuniemy go w kierunku bb’, bedzie si¢ oddalat.
Punkt C nazywamy punktem siodlowym, poniewaz powierzchnia ma w tym miejscu ksztalt siodta. Rowno-
waga obojetna dla punktu materialnego znajdujacego si¢ na plaszczyZnie poziomej nie jest tu zilustrowana
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W polu sit grawitacyjnych, mozemy zastapi¢ cialo sztywne pojedynczym punktem materialnym o tej samej
masie, umieszczonym w §rodku ciezkosci tego ciala.

Weimy jako przyklad szescian lezacy jednym bokiem na poziomym stole. Srodek ciezkoéci jest tu
jednoczesnie Srodkiem geometrycznym, wyznaczonym przez przecigcie si¢ przekatnych (rys. 14-9a).
Przyl6zmy do szeScianu silg tak, aby go obrocié bez poslizgu. W takim przypadku $rodek ciezkosci szescianu
podnosi si¢ i zostaje wykonana praca, ktora powigksza jego energie potencjalng. Gdy sita zewnetrzna
przestaje dziata¢, szescian wraca do swego pierwotnego polozenia, a uzyskana energia potencjalna zamienia
si¢ na energi¢ kinetyczna. Poczatkowe polozenie széscianu jest wiec dla niego polozeniem roéwnowagi
frwalej. Jezeli sze$cian zastapimy punktem materialnym o tej samej masie, umieszczonym w jego $rodku
cigzkosci, ruch bedzie si¢ odbywat wzdhuz linii przerywanej, przedstawiajacej droge przebywana przez $rodek
cigzkosci w czasie procesu. Na rysunku widaé, ze jak nalezalo oczekiwaé, punkt materialny ma minimalng
energi¢ potencjalng w polozeniu réwnowagi trwalej. Ogolnie mozemy powiedzie¢, ze cialo sztywne znajduje
si¢ w stanie rownowagi trwalej, jezeli przylozona do niego sita moze podnies$¢ $rodek ciezkosci tego ciala,
a nie moze obnizyé go.

Rys. 14-9. Réwnowaga ciala o skoniczonych rozmiarach. (a) szeScian spoczywajacy na jednym z bokow
znajduje si¢ w stanie réwnowagi trwalej, poniewaz §rodek cigzkosci C podnosi sig, gdy sila F go obraca.
(b) Szedcian oparty na krawedzi znajduje si¢ w stanie réwnowagi nietrwalej, poniewaz punkt C obniza si¢
pod wptywem sily F. (c) Walec o przekroju kolowym ma réwnowage obojetna, poniewaz §rodek ciezkosci C
zachowuje swoja wysoko$¢ w czasie obrotu. Poréwnaé powyzsze kryteria rownowagi z danymi z rys. 14-8.
W jaki sposob sa powiazane kryteria rownowagi podane na obydwu rysunkach?

Obracajac szescian dookotla jego krawedzi, jak na rys. 14-9b, natrafimy na nowe polozenie rownowagi,
ktére jest polozeniem réwnowagi nietrwatej. Juz nawet nieznaczna sita pozioma zakléca bezpowrotnie ten
stan réwnowagi i energia potencjalna sze§cianu zmniejsza si¢. Jezeli zastapimy sze$cian punktem ma-
terialnym o tej samej masie, umieszczonym w jego $rodku cigzkoéci, ruch tego punktu bedzie si¢ odbywat
wzdtuz linii przerywanej. W polozeniu rownowagi nietrwalej, jak nalezalo oczekiwa¢, punkt ma maksimum
energii potencjalnej. Mozemy wigc powiedzie¢, ze cialo sztywne znajduje si¢ w stanie réwnowagi nietrwa-
tej, jezeli przylozenie jakiejkolwiek poziomej sity powoduje obnizenie §rodka ciezkosci tego ciala.

Walec lezacy na poziomej powierzchni ilustruje przypadek réwnowagi obojetnej (rys. 14-9c). Przy dzia-
taniu jakiejkolwiek sily poziomej, rodek cigzkoéci walca nie ulega ani podwyzszeniu, ani obnizeniu, lecz
porusza si¢ wzdtuz linii poziomej. Energia potencjalna walca podczas ruchu nie zmienia si¢, podobnie jak
energia punktu materialnego o tej samej masie, umieszczonego w $rodku cigzkosci. Po usunieciu poziomej
sify walec nie przejawia tendencji do ruchu w zadnym kierunku. Mozemy powiedzie¢, ze cialo sztywne
znajduje si¢ w stanie rownowagi obojgtnej, jezeli przylozona sita pomoma nie obniza ani nie podwyzsza
jego $rodka cigzkosci.

Jakie warunki musza by¢ spetnione, aby zawieszone cialo sztywne znajdowalo sie w stanie réwnowagi
trwalej, nietrwalej i obojetnej?

Pytania

1. Czy réwnania (14-1) i (14-3) sa warunkami koniecznymi i dostatecznymi dla zachowania réwno-
wagi mechanicznej? A dla réwnowagi statycznej?

2. Kolo obracajace si¢ ze stala predkoscia katowa w dookola nieruchomej osi jest w rownowadze
mechanicznej, poniewaz zadne wypadkowe sily ani momenty nie dzialaja na nie. Jednakze poszczegblne
punkty tego kola maja przyspieszenie do§rodkowe a skierowane w kierunku osi obrotu. Jezeli a # 0, to
dlaczego mozemy powiedzie¢, ze kolo znajduje sie w stanie réwnowagi?
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3. Poda¢ kilka przykladéw cial, ktore nie znajduja si¢ w rownowadze, mimo ze wypadkowa wszystkich
sit dziatajacych na te ciala jest rOwna zeru.

4. Cialo nie znajduje si¢ w rownowadze wzgledem przesunie¢. Czy moment sily wzgledem dowolnego
punktu tego ciala bedzie réwny zeru, gdy jest on rowny zeru wzgledem pewnego wybranego punktu?

5. W ktérym przypadku hamak moze latwiej ulec zerwaniu: czy jezeli uzywa si¢ go, gdy jest silnie
naciagniety migdzy dwoma drzewami, czy tez gdy jest zawieszony swobodnie?

6. Drabina znajduje si¢ w spoczynku, jej gorny koniec oparty jest o §ciane, a dolny o ziemie. Co jest
bardziej prawdopodobne: czy to, ze drabina zacznie si¢ Slizgac, gdy czlowiek bedzie na niej wysoko, czy
gdy bedzie stal nisko? Wyjasni¢ to.

7. Gdyby omawiana w przyklfadzie 2 $ciana byla chropowata, czy otrzymywane doswiadczalnie prawa
tarcia dostarczylyby nam dodatkowego warunku potrzebnego do okreslenia dodatkowej (pionowe;j) sily,
z jaka $ciana dziala na drabing?

8. Dlaczego w przykladzie 3 nie musimy bra¢ pod uwage tarcia wystepujacego w zawiasach?

9. Dwie linki utrzymuja wiszacy na §cianie obraz. Jak powinny by¢ skierowane te linki, aby ich napre-
zenie bylo minimalne? Wyjasni¢, dlaczego zachodzi réwnowaga przy kazdym kierunku i naprezeniu
linek, mimo Ze masa obrazu jest $cisle okre$lona.

10. Pokazaé, jak zastosowaé wage sprezynowa do wazenia przedmiotow, ktorych cigzar jest wigkszy
od ciezaru odpowiadajacego maksymalnemu odczytowi na skali.

11. Czy dla budynku $rodek masy ma inne polozenie niz $rodek cigzkosci? A dla jeziora? Jakie przy-
czyny powoduja réznice w polozeniu $rodka masy i §rodka cigzkosci ciata?

12. Jezeli ciato zostalo wyrzucone bez nadania mu ruchu obrotowego, to w przypadku gdy pomijamy
op6r powietrza, cialo to nie bedzie si¢ obracaé w czasie swego lotu. Czy ten prosty wynik obserwacji za-
wiera w sobie informacje na temat polozenia §rodka cigzkosci?

13. Wytlumaczyé, rozwazajac odpowiednie sily i momenty sit, jak to si¢ dzieje, ze drzewo moze utrzy-
maé réwnowage podczas silnego wiatru.

14. Czy istnieje co$ takiego jak cialo naprawde sztywne?

15. Osoba siedzaca na miejscu kierowcy, w zaparkowanym samochodzie dowiaduje sie, ze sily wy-
wierane na podloze przez kazde z czterech kot samochodu nie sa jednakowe. Przedyskutowad, jakie czynniki
nalezy uwzgledni¢ przy rozwazaniu zagadnienia, czy stwierdzenie to jest prawdziwe, czy tez nie?

16. Jednorodny blok w ksztalcie prostokatnego réwnolegtoscianu, o krawedziach majacych si¢ do
siebie jak 1:2:3, kladziemy na poziomej plaszczyZnie. Na ktorym boku nalezy go polozy¢, aby znajdowat
sie¢ w najbardziej trwalej rownowadze?

17. W wirbwce napelnionej ciecza czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym po okregu (tzn. znajduje
si¢ ona w ruchu przyspieszonym) wzgledem obserwatora znajdujacego si¢ na zewnatrz wiréwki. Obserwa-
tor obracajacy si¢ razem z wirdwka stwierdzilby, ze czastka nie porusza sig ruchem przyspieszonym. Wyjasni¢,
dlaczego czastka moze byé w stanie rownowagi z punktu widzenia drugiego obserwatora, a nie jest z punktu
widzenia piewszego obserwatora.

18. W rozdziale 5 zdefiniowaliémy sile przy pomocy przyspieszenia, ktore nadaje ona danej masie,
co wyraza sie zaleznoscia F = ma. Dla ciala znajdujacego si¢ w stanie rOwnowagi nie wystgpuja zadne
przyspieszenia. W jaki sposob mozemy wiec nada¢ jakie$ znaczenie pojeciu sit dzialajacych na takie ciato?

Zadania

Paragraf 14-2

1. Wykazaé, ze gdy na ciato znajdujace si¢ w stanie rownowagi dzialaja trzy sily, musza one znajdowaé
sie w tej samej plaszczyZnie, a kierunki ich dzialania musz3 si¢ przecia¢ w jednym punkcie lub w nieskoficzo-
nosci.

2. Jednorodna kula o cigzarze w i promieniu r wisi na sznurku zaczepionym na gladkiej $cianie, w od-
leglosci L ponad srodkiem kali, jak na rys. 14-10. Znalez¢ (a) naprezenie sznurka i (b) sile wywierana na kulg
przez Sciang.

3. Jednorodna kula o ciezarze W spoczywa wcisnieta pomigdzy dwie nachylone wzgledem siebie
plaszczyzny, o katach nachylenia wzgledem poziomu 6, i 6, (rys. 14-1 1). (a) Zakladajac, ze nie ma tarcia,
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okresli¢, jakimi sitami (wartoSci i kierunki) plaszczyzny te dzialaja na kule. (b) Jakie zmiany, ogélnie
biorac, spowodowaloby uwzglednienie tarcia?

Odp.: (a) Fy = Wsin0,/sin(6;—6,); F> = Wsin0,[sin(0,—0,); kierunki sit prostopadle do plasz-
czyzn.

Rys. 14-10. Zadanie 2 Rys. 14-11. Zadanie 3

4. Dwie jednakowe, jednorodne, gladkie kule o ci¢zarze W kazda, spoczywaja w pozycji przedstawionej
na rys. 14-12, na dnie nieruchomego, prostokatnego pudetka. Wyrazi¢ przy pomocy W sily wywierane na
kule (a) przez powierzchnie pudetka i (b) przez sicbie nawzajem, jezeli linia laczaca §rodki kul tworzy
kat 45° z poziomem.

Z
Rys. 14-12. Zadanie 4 Rys. 14-13. Zadanie 5

5. Miedzy dwoma nieruchomymi punktami A i B znajdujacymi si¢ na tym samym poziomie, wisi
faficuch o cigzarze W (rys. 14-13). Znalezé: (a) wektor sily, z jaka oddzialuje lafcuch na kazdy punkt
zawieszenia, oraz (b) naprezenie laficucha w najnizszym punkcie.

Odp.: (a)W/(2sinf), stycznie do laficucha. (b) 3 Wctgb.

Paragraf 14-3

6. Niejednorodny pret o cigzarze W zawieszony na dwoch lekkich linkach, znajduje si¢ w spoczynku
W pozycji poziomej, jak to widzimy na rys. 14-14. Linka z lewej strony tworzy z kierunkiem pionowym kat
0 = 36,9°, a z prawej strony kat ¢ = 53,1°. W jakiej odleglosci x od lewego korica preta znajduje si¢ jego
§rodek cigzkosei, jezeli dlugo§é preta wynosi 6,1 m.

Rys. 14-14. Zadanie 6 Rys. 14-15. Zadanie 9
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7. Z jednorodnego krazka o promieniu R wyci¢to kolo o promieniu r. Srodek wycigtego otworu znaj-
duje si¢ w odleglosci R/2 od geometrycznego érodka krazka. Znale#¢ polozenie Srodka cigzkosci krazka
po wycieciu w nim otworu.

Odp.: Na linii przechodzacej przez $rodek otworu i $rodek krazka, w odleglosci Rr2/2(R%—r?) poza
tym ostatnim punktem.

Paragraf 14-4

8. Trzej mezczy#ni niosa belke; jeden trzyma belke za jeden koniec, dwaj pozostali niosa ja za po-
moca poprzecznego drazka podpierajacego belke w takim miejscu, Ze wszyscy trzej sa obciazeni rownomier-
nie. Znale#é polozenie drazka. Mas¢ poprzecznego drazka pominac.

9. Mezczyzna usiluje wyciagna¢ z blota na droge samochod (rys. 14-15). W tym celu przywiazat on
jeden koniec liny do przedniego zderzaka samochodu, a drugi koniec do stupa telefonicznego, znajduja-
cego si¢ w odlegloici 18 m od samochodu, przy czym ling silnie napial. Nast¢pnie, pchajac ling w bok
w jej érodku sita 57 kG, spowodowal przesuniecie srodka liny o 0,3 m od jego poprzedniego polozenia
i poruszyl samochod. Jaka sila lina dziala na samoch6d? (Pod wplywem naprezenia lina nieco rozciaga
sig.)

Odp.: 860 kG.

10. Sity Fy, F i F; dzialaja na element konstrukcji przedstawiony na rys. 14-16. Chcemy doprowadzié¢
uklad do stanu réwnowagi, przykiadajac w punkcie P sil¢ o sktadowych wektorowych Fj i F,. Mamy naste-
pujace dane liczbowe @ =2,0 m, b =30m, ¢ = 1,0 m, F; =20 kG, F, = 10 kG i F; = 5,0 kG.
Znale# (a) F, () Fp i (¢) 4.

y
F
|2
‘4— c b P & a —‘“)‘ r F
- P 3 X
0 Fp l
a 4,
l<— d h
7.
F, Fa v !
w
Rys. 14-16. Zadanie 10 Rys. 14-17. Zadanie 11

11. Jaka sila F przylozona poziomo do osi kola o promieniu r i cigzarze W spowoduje wjecha-
nie tego kola na przeszkod¢ o wysokosci & (rys. 14-17)?

Odp.: W/ h@2r—h)/(r—h).

12. Podnoszona, kwadratowa pokrywa w suficie, majaca powierzchni¢ 0,81 m? i cigzar 11 kG jest
zawieszona na zawiasach z jednego boku, a uchwyt ma umieszczony przy boku przeciwleglym. Srodek
cigzkosci pokrywy znajduje si¢ w odlegtosci 10 cm od jej srodka geometrycznego, blizej zawias6w. Jaka
sile musi wytrzymaé (a) uchwyt i (b) zawiasy.

13. Linijka o metrowej dlugodci oparta na ostrzu znajduje si¢ w rownowadze, jezeli jest podparta
w miejscu oznaczonym jako 50,0 cm. Po umieszczeniu dwéch monet na znaku 12 cm, stan roéwnowagi
uzyskujemy przesuwajac punkt podparcia do 45,5 cm. Masa jednej monety wynosi 5,0 g. Jaka jest masa
linijki? Sprébujcie sami wykonaé do$wiadczenie opisane w tym zadaniu.

Odp.: 74,4 g.

14. Wage wykonano ze sztywnego preta mogacego sig obraca¢ wokot osi nie przechodzacej przez Srodek
preta. Rownowagg osiaga sig przez umieszczenie na szalkach zawieszonych na obu koficach preta nieréw-
nych ciezarkéw. Jezeli cialo o nieznanej masie m lezy na lewej szalce, to aby osiagna¢ rownowage na prawa
szalke trzeba polozyé cigzarek o masie my, i podobnie — jezeli cialo o masie m lezy na prawej szalce, to
réwnowage osiaga si¢ przez polozenie ciala o masie m, na szalce lewej. Wykaza¢, ze

m= ]/m; mz,
oraz wymienié zalozenia, jakie musza byé spetnione, zeby zaleznos¢ ta byla prawdziwa.
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15. Samochod o cigzarze 1360 kG ma rozstaw osi rowny 305 cm. Jego §rodek cigzkosci znajduje sie
w odleglosci 178 cm za przednia osia. Wyznaczy¢: (a) sile, jaka podloze dziata na kazde przednie koto
(zakladamy, Ze sily te sa jednakowe), oraz (b) sile, jaka dziala na kazde tylne kolo (zakladajac, ze sily te
réwniez sa jednakowe).

Odp.: (a) 2780 N, (b) 3890 N.

16. Skrzynia majaca ksztalt szeScianu o krawedzi 1,2 m zawiera element maszyny o takim ksztalcie,
ze Srodek cigzkosci skrzyni wraz z zawartoscia jest potozony o 0,3 m wyzej niz jej Srodek geometryczny.
(a) Jaki maksymalny kat moze tworzyé z poziomem pachylnie, po ktérej ma zsuwaé sie skrzynia, jezeli
chcemy zeby skrzynia si¢ nie przewrdcila. (b) Przy jakiej maksymalnej wartosci wspolczynnika tarcia
statycznego (pomiedzy skrzynia i pochylnia) dla tego kata skrzynia jeszcze si¢ zeslizguje?

17. Drzwi o wysokosci 2,1 m oraz szerokoéci 0,9 m waza 27 kG. Kazdy z dwoch zawiaséw utrzymuje
polowg ci¢zaru drzwi; jeden z nich umieszczony jest w odleglosci 30 cm od gory, a drugi 30 cm od dotu
drzwi. Przyjmujac, ze $rodek ciezkosci drzwi znajduje sie¢ w ich $rodku geometrycznym, znalezé skladowa
pionowa i pozioma sily, z jaka kazdy z zawiasow dziala na drzwi.

Odp.: Skladowe pionowe 130 N; skladowe poziome 80 N, przeciwnie skierowane.

18. Cztery cegly, kazda o dlugosci /, utozono jedna na drugiej, jak to widzimy na rysunku 14-18.
Wykazaé, ze najwigkszym przesunieciem, dla ktérego istnieje jeszcze stan réwnowagi, jest: (a) najwyzsza
cegla przesunigta jest wzglgdem poprzedniej o pot diugosci, czyli 4/, (b) druga od gory cegla przesunigta
jest wzgledem trzeciej o 4/ i (c) trzecia od gory cegla przesunigta jest wzgledem poprzedniej o 17

e 1—

Rys. 14-18. Zadanie 18 Rys. 14-19. Zadanie 19

19. Uklad przedstawiony na rys. 14-19 znajduje si¢ w rownowadze. Ci'giar wiszacy na koricu preta S
wazy 230 kG, a waga samego preta wynosi 45 kG. Znalez¢ (a) naprezenie T linki oraz (b) sile wywierana
na pret w punkcie obrotu P.

Odp.: (a) 6800 N, (b) F, = 5900 N; F, = 6100 N.

20. Bal o dlugosci / = 6 m i ci¢zarze 45 kG spoczywa na podltodze i opiera si¢ o walek mogacy obra-
ca¢ si¢ bez tarcia (nie uwidoczniony na rysunku), umocowany na krawedzi §ciany na wysokoéci # = 3 m
(patrz rys. 14-20). Srodek cigzkosci bala znajduje si¢ w jego srodku geometrycznym. Bal znajduje si¢
w stanie rownowagi dla dowolnego kata 6 = 70°, natomiast ze$lizguje si¢ dla katow 6 < 70°. (a) Narysowaé
rozkltad wszystkich sit dziatajacych na bal. (b) ZnaleZé wspélczynnik tarcia statycznego pomiedzy balem
i podtoga.

Rys. 14-20. Zadanie 20 Rys. 14-21. Zadanie 21
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21. Cienki poziomy pret 4B, o dlugosci /, ktoérego mas¢ mozemy pominacé, jest przymocowany do
pionowej $ciany w punkcie obrotu 4 oraz podtrzymywany w punkcie B za pomoca cienkiej linki BC,
tworzacej z poziomem kat 6. Wzdluz preta mozna przesuwac cigzar P, ktorego polozenie okresla odleglosé
od $ciany x (rys. 14-21). (a) ZnaleZ¢ naprezenie T linki jako funkcjg x. Znalez¢ sktadowa (b) pozioma oraz
(c) pionowa sily dzialajacej na pret w punkcie zaczepienia A.

Odp.: (a) Wx/(Isinf). (b) Wx/(Itgh), (c) W(1—x]/l).

22. Jednorodna kula o promieniu r i cigzarze W $lizga si¢ po podlodze pod wplywem dzialajacej na
nia poziomo sily P, przylozonej do linki, jak na rys. 14-22. (a) Wykaza¢, ze jezeli wspotczynnik tarcia kine-
tycznego migdzy podioga a kula wynosi u, wysokos¢ k jest dana wzorem: h = r(I—puW/|P). (b) Pokazaé,
ze w tych warunkach kula nie znajduje si¢ w stanie rownowagi wzglgdem przesunig¢. Czy istnieje jakikol-
wiek punkt, wzgledem ktorego kula jest w stanie rownowagi wzglgdem obrotow? (c) Czy mozna otrzymaé
stan rownowagi zarowno wzgledem przesuni¢é jak i obrotow wybierajac inna wartos¢ h? Albo wybierajac
inny kierunek P? Wyjaéni¢ to.

Rys. 14-22. Zadanie 22 Rys. 14-23. Zadanie 23

23. Na drabinie przedstawionej na rys. 14-23 odcinki AC i CE wynosza 2,4 m kazdy. W punkcie C
znajduja si¢ zawiasy. Pret BD o dilugosci 0,75 m znajduje si¢ w polowie wysokosci drabiny. Czlowiek
o ci¢zarze 86 kG wchodzi na wysoko$¢ 1,8 m, liczac wzdluz drabiny. Przyjmujac, Ze podloga jest doskonale
gladka i pomijajac ci¢zar drabiny, znalez¢ (a) naprezenie preta i (b) sily, jakie podloga wywiera na drabine.
(Wskazéwka: Zastosowaé warunki rownowagi dla poszczegdlnych czgéci drabiny oddzielnie.)

Odp.: (a) 206 N, (b) F, = 530 N; Fg = 313 N.

24. Szeicienne pudio wypelnione piaskiem wazy 890 N. Pudlo to trzeba ,,przetoczyé” pchajac poziomo
jedna z jego gérnych krawedzi. (a) Jaka minimalng sil¢ nalezy przylozy¢? (b) Jaki powinien by¢ wspolczyn-
nik tarcia statycznego? (c) Czy jest jaki§ bardziej wydajny sposob na przetoczenie pudta? Jezeli tak, zna-
lez¢ najmniejsza sile jaka trzeba przylozy¢ do pudla.

a
Ap () FB

D C Rys. 14-24. Zadanie 25

25. Przy pomocy $ciagacza (nakretki dwustronnej) G wytwarzamy naprezenie T wzdtuz krawedzi 4B
kwadratowej ramy ABCD, utworzonej ze sztywnych pretéw (rys. 14-24). Okredli¢ sity dzialajace wzdluz
pozostatych krawedzi i przekatnych kwadratu. Przekatne AC i BD sa ze soba zwigzane w punkcie E.
Uwzglednienie symetrii prowadzi do uproszczenia tego i podobnych zadan.

Odp.: Prety AD, BC i DC sa roziagane (sita T); przekatne AC i BD sa Sciskane (sila 1/ 27).

26. Rozpatrzmy dobrze znane zagadnienie (patrz np. Scientific American, November 1964, str.128):
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Jjednorodne cegly umieszczono jedna na drugiej w taki sposob, aby mie¢ maksymalne przesuni¢cie. Mozna
to osiagna¢ przez specjalne ustawienie cegiel. Cegla lezaca najwyzej ma $rodek cigzkosci nad krawedzia
cegly lezacej bezposrednio pod nia. Srodek ciezkosci dwoch gornych cegiet znajduje si¢ nad krawedzia
trzeciej cegly liczac od gory, itd. (a) Uzasadnié powyzsze kryterium na maksymalne przesuniecie. (b) Po-
kazaé, ze jezeli proces ustawiania cegiel w dot bedzie kontynuowany, to mozna otrzyma¢ przesunigcie do-
wolnie duze. (W artykule cytowanym powyzej, Martin Gardner pisze: ,,Jezeli ustawimy w ten sposéb 52
karty do gry, tak aby krawedZ najnizszej pokrywala si¢ z krawedzia stotu, karty moga wystawaé poza st6t
nieco dalej niz o 24 dlugosci jednej karty”.) (c) Przypu$émy teraz, ze ustawiamy stos jednorodnych cegiet
w nieco inny sposéb. Kazda cegla nastepna wystaje poza poprzednig o 1/n dlugosci cegly /. Ile cegiet N
mozna w ten spos6b ulozyé, zanim stos si¢ zawali? Sprawdzi¢ wiarogodnos¢ odpowiedzi dla n = 1,
n=2 n= o0,

Paragraf 14-5

27. Na chropowatym, poziomym stole spoczywa czasza o promieniu krzywizny r. Pokaza¢, ze czasza
bedzie w stanie rOwnowagi trwalej wzgledem Srodkowego punktu jej dna tylko wowczas, jezeli srodek
masy substancji wypelniajacej wnetrze czaszy jest polozony ponad tym punktem, na wysokosci
mniejszej niz r.

a

a

r

1
\‘ Rys. 14-25. Zadanie 28

28. Jednorodny szeScian o krawedzi a spoczywa (w rownowadze) na cylindrycznej powierzchni
0 promieniu r, jak pokazano na rys. 14-25. Pokazaé, ze kryterium na trwala rownowage szescianu jest
r > af2, przy zalozeniu, ze dostatecznie duze tarcie zapobiega zeslizgiwaniu si¢ sze$cianu.



