8. Zasada zachowania energii

8-1. Wstep

W rozdziale 7, korzystajac z drugiej zasady dynamiki Newtona, wyprowadziliSmy twier-
dzenie o pracy i energii. Twierdzenie to glosi, Ze praca W wykonana przez wypadkowa site F
dziatajaca na punkt materialny poruszajacy si¢ wzdtuz pewnej drogi, jest rGwna zmianie
energii kinetycznej AK tego punktu, czyli

W = AK. (8-1)

Czgsto na punkt materialny dziala kilka sit. Sita wypadkowa F jest ich suma geometryczna,
tzn. jesli przyjmiemy, Ze sit jest n, to F = F; +F,+ ... +F,. Praca wykonana przez wy-
padkowa sile F jest suma algebraiczna prac wykonanych przez poszczegodlne sity, czyli
W= Wi+ W,+ ... + W,. A zatem twierdzenie o pracy i energii (réwnanie (8-1)) mo-
Zemy zapisa¢ nastepujaco:

Wi+ W+ ... + W, = AK. (8-2)

W niniejszym rozdziale bedziemy rozwazali uktady, w ktérych punkt materialny pod-
dany jest dziataniu sit réznych rodzajéw, i bedziemy obliczali W,, W, itd. dla tych sit;
pozwoli to na zdefiniowanie réznych rodzajéw energii, takich jak energia potencjalna czy
energia cieplna. Na zakoficzenie sformutujemy jedna z najwazniejszych zasad nauk przy-
rodniczych — zasade zachowania energii.

8-2. Sily zachowawcze

Zacznijmy od rozréznienia dwu rodzajéw sit: zachowawczych i niezachowawczych.
Rozwazymy jaki§ przyklad kazdego rodzaju tych sit i oméwimy go z kilku réznych, lecz
pokrewnych punktéw widzenia.

Wyobrazmy sobie sprezyng przymocowang jednym koricem do sztywnej sciany, tak
jak to przedstawiono na rys. 8-1. Przesufimy cialo o masie m z predkoscia v, doktadnie w kie-
runku sprezyny; zaktadamy, Ze ruch po plaszczyznie poziomej odbywa si¢ bez tarcia oraz
Ze sprezyna jest idealna, to znaczy Ze spelnia ona prawo Hooke’a (réwnanie (7-7));

F = —kx, (8-3)
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gdzie F jest sila wywierang przez sprezyne, kiedy jej swobodny koniec jest przemieszczony
na odlegtoé¢ x; dodatkowo zakladamy, Ze masa sprezyny jest tak mata w poréwnaniu
z masa ciala, Ze mozemy pomina¢ energie kinetyczng tej sprezyny. A wigc w tym ukladzie
(ciato+ sprezyna) cala energia kinetyczna jest zgromadzona w ciele.

Przy $ciskaniu przez cialo jego predkosé, a wobec tego i energia kinetyczna, zmniej-
sza sie, a2 wreszcie cialo zostaje zatrzymane w wyniku dzialania sily sprezystej, jak
to pokazano na rys. 8-1b. Nastepnie cialo porusza si¢ w odwrotnrym kierunku, poniewaz
Sciénieta sprezyna rozpreza si¢. Nabywa ono predkosci oraz energii kinetycznej i kiedy
znowu osiaga polozenie poczatkowego zetknigcia ze sprezyna, stwierdzamy, Ze ma taka
sama predkosé i energi¢ kinetyczna, jaka miato poczatkowo; jedynie kierunek jego ruchu
jest przeciwny. Cialo traci energi¢ kinetyczna w pierwszej fazie ruchu, lecz uzyskuje ja
w catosci z powrotem w drugiej fazie, gdy wraca do swego polozenia wyjsciowego (rys. 8-1c).

7 Rys. 8-1. (a) Cialo o masie m zostaje pchnigte z predkoscia v
_ w kierunku sprezyny. (b) Cialo zostaje zatrzymane w wyniku
_ dzialania sily sprezystej. (c) Cialo odzyskuje swoja poczatkowa
predkos¢ v, gdy wraca do polozenia poczatkowego

Zinterpretowali$my energi¢ kinetyczna ciala jako zdolno$¢ do wykonania pracy kosztem
jego ruchu. Jest zrozumiale, Ze po przebyciu drogi zamknigtej zdolnos¢ ciata (rys. 8-1) do
wykonania pracy pozostaje taka sama; jest ona zachowana. Sila sprezysta wywierana przez
idealng sprezyne oraz inne sily, ktore dzialaja w taki sam sposob, nazywaja si¢ silami
zachowawczymi. Sita cigzkosci jest réwniez sila zachowawcza: jezeli rzucimy pitke w kie-
runku pionowym do gory (i zalozymy, Ze opSr powietrza mozna pomina¢), to wréci ona
do naszych rak z taka sama energia kinetyczna, jaka miala na poczatku.

Jezeli jednak punkt materialny, na ktéry dziala jedna lub wiecej sil, powraca do po-
czatkowego polozenia i ma wigksza lub mniejsza energi¢ kinetyczna niz na poczatku,
oznacza to, ze po przebyciu drogi zamknigtej jego zdolno§¢ do wykonania pracy ulegta
zZmianie. W tym przypadku zdolno$¢ do wykonania pracy nie zostala zachowana i przy-
najmniej jedna z dzialajacych sil okre$la si¢ jako niezachowawczq.

Aby zilustrowa¢ site niezachowawcza, zalézmy, ze powierzchnia ciala i plaszczyzna nie
sq idealnie gladkie, lecz ze pewna sila tarcia f jest wywierana przez plaszczyzng na cialo.
Ta sila tarcia przeciwstawia si¢ ruchowi ciala bez wzgledu na to, po jakiej drodze ciato to
si¢ porusza. Stwierdzamy, Ze ciato wraca do swego potozenia poczatkowego z energia ki-
netyczna mniejsza od tej, ktéra mialo na poczatku. Poniewaz w naszym pierwszym doswiad-
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czeniu wykazaliSmy, Ze sifa sprezysta byla zachowawcza, otrzymany obecnie wynik musimy
przypisaé¢ dzialaniu sily tarcia*.

Méwimy, ze sita tarcia i inne sity, ktdre dzialaja w taki sam sposéb, sa niezachowawcze.
Sita indukcji, dzialajaca w betatronie (paragraf 35-6, t. II) jest réwniez sila niezacho-
wawcza. Jednak zamiast rozpraszania energii kinetycznej powoduje ona to, ze elektron
poruszajacy si¢ po kolowej orbicie w betatronie bedzie powracat do swego polozenia po-
czatkowego zenergig kinetyczna wiekszq od tej, ktéra miat pierwotnie. Na drodze zamknigtej
elektron uzyskuje energi¢ kinetyczna, co stanowi o przydatnosci betatronu.

Mozemy zdefiniowa¢ sit¢ zachowawcza z innego punktu widzenia, na podstawie pracy
wykonanej przez t¢ sit¢ nad punktem materialnym. W naszym pierwszym przykiadzie,
podanym wyZej, praca wykonana przez sit¢ sprezysta nad cialem w momencie, gdy spre-
Zyna ulegala Sciskaniu, byla ujemna, poniewaz sita wywierana na cialo przez sprezyne
(na rys. 8-la —na lewo) byla skierowana przeciwnie do przemieszczania si¢ bloku (na
1ys. 8-la — na prawo). Gdy sprezyna rozprezala sig, praca, ktora wykonata sila sprezysta
nad cialem, byla dodatnia (sila i przemieszczenie jednakowo skierowane). W naszym pier-
wszym przykladzie praca, wykonana nad ciatem przez sil¢ sprezysta podczas pelnego cyklu
lub na drodze zamknigtej, jest rowna zeru.

W naszym drugim przykladzie rozpatrywalimy dzialanie sity tarcia. Praca wykonana
nad cialem przez t¢ sil¢ byla ujemna dla kazdej czgéci cyklu, poniewaz sila tarcia zawsze
przeciwstawia si¢ ruchowi. Wskutek tego praca wykonana przez tarcie na drodze zamknigtej
nie moze by¢ zerowa. Zatem og6lnie: sila jest zachowawcza, jezeli praca wykonana przez
te sile nad punktem materialnym, ktory porusza si¢ po dowolnej drodze zamknietej, jest
réwna zeru. Sila jest niezachowawcza, jezeli praca wykonana przez te sile nad punktem
materialnym, ktory porusza si¢ po dowolnej drodze zamknietej, nie jest réwna zeru.

Twierdzenie o pracy i energii dowodzi, Ze ten drugi spos6b okreslania sit zachowawczych
i niezachowawczych jest w pelni réwnoznaczny z nasza pierwsza definicja. Jezeli energia
kinetyczna punktu materialnego poruszajacego si¢ po jakiejs drodze zamknigtej nie ulega
zmianie, wtedy AK = 0 oraz (z réwnania (8-1)) W = 0, a dzialajaca sita wypadkowa musi
by¢ zachowawcza. Podobnie, jezeli AK # 0, to (z réwnania (8-1)) W # 0 i przynajmniej
jedna z dzialajacych sil musi byé niezachowawcza.

Mozemy spojrze¢ na t¢ sprawe nieco bardziej szczegblowo. Gdy w ukladzie przedstawionym na rys.
8-1 wystepuje tarcie, wtedy na cialo dzialaja cztery sily i sita wypadkowa jest rowna

F = F;+W+N+f,

gdzie: F, —sila sprezysta, W — cigzar ciala, N — sila normalna, wywierana na cialo przez plaszczyzne,
i f—sila tarcia. Rownanie (8-2), wyrazajace twierdzenie o pracy i energii, mozemy napisa¢ nast¢pujaco:

Wi+ Ww+ Wy+ W, = AK,

gdzie wyrazy po lewej stronie rownania okreslaja prace wykonane nad cialem przez wymienione wyzej
cztery sily. Zauwazyli$my, ze dla drogi zamknigtej W, = 0. Podobnie Wy = Wy = 0, poniewaz odpowied-
nie sily sa skierowane prostopadle do przemieszczenia ciala. A zatem zmiang energii kinetycznej zawdzig-
czamy calkowicie pracy W, czyli pracy wykonanej przez sile tarcia.

* W rzeczywistosci na ciato przedstawione na rys. 8-1 dzialaja jeszcze dwie sily: jego cigzar W i sita
normalna N wywierana przez plaszczyzne. Poniewaz sily te dzialaja prostopadle do kierunku ruchu, nie
moga zmieni¢ energii kinetycznej ciata, i dlatego w tym rozwazaniu nie sa uwzglednione.
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Mozemy jeszcze trzecim sposobem rozwazy¢ réznice pomigdzy sitami zachowawczymi

i niezachowawczymi. Przypusémy, ze punkt materialny porusza si¢ z punktu a do punktu b
wzdluz drogi 1 i z powrotem z b do @ wzdhuz drogi 2 (rys. 8-2a). Podczas ruchu po drodze
zamknietej na ten punkt materialny moze dziata¢ kilka sit; rozpatrzmy oddzielnie kazdg
site. Jezeli rozpatrywana sila jest zachowawcza, to praca wykonana nad punktem material-
nym przez t¢ szczegoblna sile, dla drogi zamknigtej, jest réwna zeru, czyli

Wab.l +Wba,2 = 0’
co mozemy zapisa¢ jako

Wab.l = _Wba,z-

Znaczy to, Ze praca wykonana przy przejsciu od punktu a do punktu b wzdluz drogi 1
jest réwna pracy wykonanej przy przejsciu od b do a wzdtuz drogi 2, lecz ze znakiem minus.

(Z) b) Rys. 82

Jednakze, jezeli powodujemy, Ze punkt materialny porusza si¢ od a do b wzdtuz drogi 2,
jak widaé na rys. 8-2b, to jedynie odwracamy kierunek poprzedniego ruchu wzdtuz drogi 2
tak, ze
Wab,z = —Wha,2-
Stad
Wab,l = Wab,2’

z czego widaé, ze praca wykonana przez sil¢ zachowawcza przy przemieszczaniu punktu
materialnego od a do b jest taka sama dla kazdej z tych drég.

Drogi 1 i 2 moga mie¢ dowolny ksztalt, byleby tylko laczyly te same punkty a i b,
przy czym punkty a i b moga by¢ wybrane zupelnie dowolnie. Jezeli sita jest zachowawcza,
zawsze otrzymamy ten sam wynik. A wigc mamy inng, réwnoznaczng definicje sit zacho-
wawczych i niezachowawczych. Sile nazywamy zachowawczq, jezeli praca wykonana przez
nig nad punktem materialnym poruszajacym si¢ pomiedzy dwoma punktami zalezy tylko od
punktow, a nie od ksztaltu lqczqcej je drogi. Sile nazywamy niezachowawcza, jezeli praca
wykonana przez te sile nad punktem materialnym poruszajgcym sie pomiedzy dwoma punktami
zalezy od ksztaltu drogi lqczqcej te punkty.

Aby zilustrowad te trzecig (réwnowazna) definicje sit zachowawczych, rozwazmy drugi
rodzaj sity zachowawczej, ktora zawdzigczamy ciazeniu. Przypusémy, Ze bierzemy do rak
kamien o masie m i podnosimy go na wysoko$¢ 4 ponad powierzchni¢ Ziemi, przy czym
to przemieszczenie od a do b odbywa si¢ po kilku réznych drogach, jak na rys. 8-3. Wiemy
juz, ze catkowita praca wykonana na drodze zamknigtej przez sile zachowawcza jest réwna
zeru oraz Ze sila grawitacyjna jest zachowawcza. Praca wykonana przez sil¢ grawitacyjna
podczas przemieszczenia kamienia wzdluz drogi powrotnej bca wynosi po prostu mgh,
Poniewaz sita grawitacyjna jest sita zachowawcza, wiec praca wykonana przez nig podczas
ruchu kamienia wzdtuz dowolnej drogi od a do b musi wynosi¢ —mgh, gdyz tylko wtedy
catkowita praca wykonana przez sil¢ grawitacyjna na drodze zamknigtej bedzie réwna zeru,
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Znaczy to, Ze sita grawitacyjna wykonuje ujemng pracg podczas ruchu kamienia od a
do b, albo, innymi stowy, wzdtuz jakiejkolwiek drogi ab praca musi by¢ wykonana przeciw
sile cigzkosci. Mozna tu réwniez bezposrednio obliczy¢, ze praca wykonana przez sile gra-
witacyjng wzdtuz jakiejkolwiek drogi ab réwna si¢ — mgh. Kazda z tych drég mozna bo-
wiem roztozy¢ na sum¢ nieskoficzenie matych przesunieé w kierunku poziomym i pio-
nowym, przy czym przy przesunigciach poziomych sita grawitacyjna nie wykonuje zadnej
pracy, natomiast wypadkowe przemieszczenie pionowe dla wszystkich drég jest jednakowe.
Stad praca wykonana przez sil¢ grawitacyjng nad kamieniem poruszajacym sie od a do b
zalezy tylko od potozeri a i b, nie zalezy za$§ w ogéle od drogi laczacej te punkty.

bT

Rys. 8-3. Kamien przesuwa si¢ od punktu a do punktu p
po roznych drogach: 1, 2, 3i 4

a c_L

Dla sity niezachowawczej, takiej jak tarcie, wykonana praca nie jest niezalezna od drogi
wybranej pomigdzy dwoma ustalonymi punktami. Musimy jedynie zwréci¢ uwage na to, ze
gdy popychamy cialo po (chropowatym) stole, po réznych drogach pomigdzy dwoma ja-
kimi§ punktami @ i b, wtedy zmienia si¢ przebyta odleglo$¢, a wobec tego i praca wy-
konana przez sil¢ tarcia. Zalezy ona od drogi.

Definicje sity zachowawczej, ktére tu podajemy, sa réwnowazne. Uzywamy jednej
z nich w zaleznosci od tego, ktoéra jest dla nas wygodniejsza. Ta koncepcja, w ktorej jest
mowa o drodze zamknigtej, wykazuje jasno, Ze energia kinetyczna nie ulega zmianie, gdy
dziatajg sity zachowawcze. Wprowadzenie pojecia energii potencjalnej bedzie jednak wy-
godniejsze, jezeli skorzystamy ze stwierdzenia o niezaleznosci pracy od ksztattu drogi.

8-3. Energia potencjalna

W tym paragrafie skupimy uwage nie na poruszajacym si¢ ciele z rys. 8-1, lecz na
odosobnionym ukladzie (ciato-+sprezyna). Z tego punktu widzenia, zamiast mowié, ze
cialo porusza si¢, powiemy, Ze stan ukladu zmienia si¢. Mierzymy zaréwno polozenie
ciala, jak i stan ukladu w jakiej$ chwili, przy pomocy tego samego parametru x, a miano-
wicie: przemieszczenia swobodnego kotica sprezyny z jej normalnego poloZenia odpowia-
dajacego nie rozciagnigtej sprezynie. Energia kinetyczna ukladu i ciata jest taka sama,
poniewaz zrobiliSmy zalozenie, Ze sprezyna jest pozbawiona masy.

WidzieliSmy, ze energia kinetyczna uktadu przedstawionego na rys. 8-1 zmniejsza sig
W pierwszej fazie ruchu, staje si¢ réwna zeru, a nastepnie zwieksza si¢ w drugiej fazie. Jezeli
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nie wystepuje tarcie i jeZeli uktad odzyskat stan poczatkowy, to energia kinetyczna ukladu
wraca do wartosci poczatkowej.

W tych warunkach (dzialaja sity zachowawcze) staje si¢ celowe wprowadzenie pojecia
energii stanu lub energii potencjalnej U. Méwimy, Ze jezeli energia kinetyczna K dla tego
ukladu zmienia si¢ o wartos¢ AK, a wigc gdy nastgpuje zmiana stanu ukladu (tzn. gdy po-
rusza si¢ ciato w ukladzie z rys. 8-1), to energia potencjalna U dla tego uktadu musi si¢
Zmienié¢ o warto$é réowna co do warto$ci bezwzglednej, lecz przeciwng co do znaku, tak
2e suma tych dwoch zmian jest réwna zeru, czyli

AK+AU = 0. (8-4a)

Innymi stowy, mozemy powiedzie¢, ze kazda zmiana energii kinetycznej K ukladu jest
réwnowazona przez réwna co do wartosci, a przeciwna co do znaku zmiang energii po-
tencjalnej U ukladu, tak ze ich suma pozostaje stala przez caly czas trwania ruchu:

K+ U = const. (8-4b)

Energia potencjalna uktadu przedstawia pewna form¢ nagromadzonej energii, ktéra
moze byé catkowicie odzyskana i zamieniona na energi¢ kinetyczna. Nie moZemy zatem
wiazaé energii potencjalnej z sita niezachowawcza, taka jak sita tarcia, poniewaz energia
kinetyczna ukiadu, w ktérym dzialaja sity niezachowawcze, nie wraca do poczatkowej
wartosci, gdy uklad wraca do stanu poczatkowego.

Réwnania (8-4) stosuje si¢ do zamknigtego ukladu obiektéw oddziatujacych wzajemnie,
na siebie, takiego jak uklad (ciato+sprezyna) przedstawiony na rys. 8-1. Poniewaz w tym
przykladzie przyjeliémy, e sprezyna jest.praktycznie pozbawiona masy, energia kinetyczna
moze by¢ zwiazana z samym poruszajacym si¢ cialem. Ciato porusza si¢ ruchem opdi-
nionym (lub przyspieszonym), poniewaz wywierana jest na nie sila przez sprezyne; w takim
razie wlasciwe jest powiazanie energii potencjalnej ukladu z ta sila, a wigc ze sprezyna.
Tak wiec w tym prostym przypadku méwimy, Ze zlokalizowana w ciele energia kinetyczna
zmniejsza si¢ w pierwszej fazie ruchu, podczas gdy zlokalizowana w sprezynie energia
potencjalna zwigksza si¢ w tym samym czasie*.

Réwnania (8-4) stanowia w zasadzie bilans energii. Jednak zaréwno onme, jak i po-
jecie energii potencjalnej nie maja rzeczywistego znaczenia, dopoki nie pokazemy, jak na-
lezy oblicza¢ U jako funkcje stanu ukladu, w ktérym dziataja sity zachowawcze; w przykla-
dzie przedstawionym na rys. 8-1 oznacza to, Ze musimy umie¢ obliczy¢ U(x), gdzie x jest
przemieszczeniem sprezyny.

Aby przeanalizowaé nasze pojecie energii potencjalnej U, rozwazmy twierdzenie o pracy
i energii: W = AK, gdzie W jest praca wykonana przez sile¢ wypadkowa nad punktem ma-
terialnym, gdy punkt ten porusza si¢ od a do b. Dla uproszczenia zaldzmy, Ze na punkt
materialny dziala tylko jedna sila F, co jest rzeczywiscie prawdziwe w ukladzie przedsta-
wionym na rys. 8-1. Jezeli sita F jest zachowawcza, to mozemy potaczy¢ twierdzenie o pracy
i energii (réwnanie (8-1)) z réwnaniem (8-4a); otrzymamy wtedy

W = AK = —AU. (8-5a)

* Tak jak zatozyliémy, ze sprezyna jest praktycznie pozbawiona masy, tak samo zakladamy, ze cialo

jest sztywne, to znaczy praktycznie ,, pozbawione sprezystosci”. W ogdlnym przypadku energia kinetyczna

i potencjalna moglyby wystepowa¢ w réznych czgsciach uktadu; stosunki migdzy tymi energiami bylyby
zmienne, gdyby stan ukladu ulegal zmianom.
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Praca W wykonana przez sil¢ zachowawcza zalezy jedynie od poczatkowego i koficowego
punktu w tym ruchu, a nie zalezy od drogi laczacej te punkty. Taka sita moze byé zalezna
jedynie od potozenia punktu materialnego, np. nie zalezy ona ani od jego predkosci, ani
od czasu.

W przypadku ruchu jednowymiarowego, gdy punkt materialny porusza si¢ od x,
do x, réwnanie (8-5a) przyjmuje postaé
. x

AU = —W = — | Fx)dx. (8-5b)

Xo

Réwnanie (8-5b) wskazuje, jak nalezy oblicza¢ zmiang energii potencjalnej AU, kiedy punkt
materialny pod dzialaniem sity zachowawczej F(x) porusza si¢ z punktu a, oznaczonego
przez x,, do punktu b, oznaczonego przez x. Z tego réwnania wynika, ze mozemy obliczyé
AU tylko wtedy, gdy sita F zalezy jedynie od potozenia punktu materialnego (tzn. od stanu
ukladu). Jest to réwnoznaczne ze stwierdzeniem, Ze energia potencjalna ma znaczenie je-
dynie dla sit zachowawczych.

Skoro wiemy, Ze energia potencjalna U zalezy tylko od polozenia punktu materialnego,
mozemy obecnie zapisa¢ réwnanie (8-4b) nast¢pujaco:

4mv*+U(x) = E (przypadek jednowymiarowy), (8-6a)
gdzie E, ktéra pozostaje wielkoscia stala podczas ruchu punktu materialnego, nazywana jest
calkowitq energiq mechanicznq. Przypusémy, ze punkt materialny porusza si¢ z punktu a
(gdzie jego potozenie wyraza si¢ przez x,, a predkosé przez v,) do punktu b (gdzie jego
polozenie wyraza si¢ przez x, a predkos¢ przez v); jezeli sita jest zachowawcza, to catkowita
energia mechaniczna E musi by¢ taka sama dla kazdego stanu ukladu, czyli z réwnania
(8-6a) mamy
I1mv2+ U(X) = imod+ U(x,). (8-6b)

Wielko$¢ po prawej stronie réwnania zalezy tylko od poczatkowego polozenia x,
1 od poczatkowej predkosci v,, ktére maja okreslone wartosci; dlatego jest ona stala pod-
czas ruchu. Okresla ona stalg catkowita energi¢ mechaniczna E. Zwréémy uwage, Ze w row-
naniu tym nie wystepuje sita i przyspieszenie, lecz jedynie polozenie i predkosé. Réwnania
(8-6) sa czgsto nazywane prawem zachowania energii mechanicznej dla sit zachowawczych.

W wielu zadaniach okaze si¢, ze chociaz niektdre sily nie sa zachowawcze, sa one tak
male, Ze mozemy je pominaé. W takich przypadkach mozemy stosowaé z dobrym przy-
blizeniem réwnania (8-6). I tak, chociaz wystepuje opSr powietrza, to moze on mieé tak
maty wptyw na ruch, Zze mozna go-nie uwzgledniaé.

Zwracamy uwagg, ze gdy wystepuja tylko sity zachowawcze, wtedy zamiast braé za
punkt wyjscia zasady Newtona, mozemy uprosci¢ rozwiagzanie opierajac si¢ na réwnaniach
(8-6). Zaleznosci te wynikaja oczywiscie z zasad Newtona, lecz szybciej prowadza do roz-
wigzania danego problemu (tzw. pierwsza catka ruchu). Czgsto rozwiazujemy zadania bez
analizowania sit czy tez wypisywania zasad Newtona, szukajac jedynie jakiej$ stalej ruchu.
W podanym przykladzie energia mechaniczna jest stata i réwnania (8-6) mozemy uwazaé
za pierwszy krok w naszych rozwazaniach.

Dla ruchu jednowymiarowego mozemy réwniez zapisaé zalezno$é pomiedzy sila a ener-
gia potencjalna (réwnanie 8-5b):
dU(x)
F(x) = — Fat

(8-7)
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Aby wykaza¢ stusznos¢ réwnania (8-7), podstawmy do réwnania (8-5b) to wyraZenie na
F(x); okaze si¢ wowczas, Ze otrzymujemy tozsamo$¢. Réwnanie (8-7) pozwala nam spoj-
rze¢ w inny sposéb na zagadnienie energii potencjalnej. Energia potencjalna jest to funkcja
polozenia, ktdrej ujemna pochodna daje wyrazenie na sile.

Nalezy zwréci¢ uwage, Ze w réwnaniach (8-6) zapisalisSmy wielko$¢ U(x), chociaz
potrafimy obliczy¢ tylko zmiany U (z réwnania (8-5b)), a nie sama U. Wyobrazmy sobie,
ze punkt materialny porusza si¢ od a do b wzdluz osi x oraz ze dziala nan jedna sila za-
chowawcza F(x). Aby wyznaczy¢ warto$¢ U,, czyli energi¢ potencjalng w punkcie b, na-
piszemy

AU =U,-U,

lub [zob. réwnanie (8-5b)]

Xb
Uy, = AU+U, = — | F(x)dx+U,. (8-8)
Xa
Nie mozemy wyznaczyé wartosci U, dopoki nie wyznaczymy warto$ci U,. Jezeli punkt b
odpowiada jakiemu$ dowolnemu potoZeniu X, takiemu ze U, = U(x), to funkcji U(x)
nadajemy znaczenie przez wy‘branie punktu a tak, aby byl wygodnym punktem odnie-
sienia, okres$lonym przez x, = Xo, Oraz przez dowolne przypisanie wartosci energii po-
tencjalnej U, = U(x,), gdy ciato znajduje si¢ w tym punkcie. A zatem réwnanie (8-8)
przyjmuje postaé
X
Ux) = — | Fx)dx+U(xo). (8-9)
Xo

Energi¢ potencjalng ciala znajdujacego si¢ w punkcie odniesienia, czyli U(xo), przyjmuje
sie zazwyczaj jako réowng zeru.

Czesto wygodnie jest tak wybra¢ punkt odniesienia Xo, aby sila dzialajaca w nim na
punkt materialny byla réwna zeru. Tak wigc sila wywierana przez sprezyng jest rowna
zeru, kiedy sprezyna ma swoja normalng dlugo$¢ w stanie nie rozciagnigtym; méwimy
zwykle, ze w tych warunkach energia potencjalna jest réwniez réwna zeru. Podobnie sifa
przyciagania jakiego$ ciala przez Ziemig zmniejsza si¢ w miar¢ oddalania si¢ tego ciala
od Ziemi i staje si¢ réwna zeru w nieskoriczenie wielkiej odlegtoéci. Zwykle jako punkt
odniesienia przyjmujemy nieskonczonos¢ i w tym polozeniu ustalamy warto$¢ energii
potencjalnej, zwigzanej z sita grawitacyjna, jako réwng zeru (zob. rozdziat 16). Jednak
dotychczas bylismy bardziej zainteresowani przyciaganiem grawitacyjnym takich cial, jak
np. pitki, itp., ktére w poréwnaniu z promieniem Ziemi nie poruszaja si¢ zbyt daleko od
jej powierzchni. W tym przypadku sita grawitacyjna (= mg) jest zasadniczo stata i docho-
dzimy do wniosku, ze wygodnie jest przyja¢ zerowa warto$¢ energii potencjalnej nie w nie-
skoficzonosci, lecz na powierzchni Ziemi.

Zmieniajac wspélrzgdng x, wzorcowego punktu odniesienia lub dowolna wartosé,
jaka przyjelismy dla U(x,), powodujemy po prostu zmiang warto$ci U(x) przez dodanie
do niej jakiej$ stalej. Obecnosé jakiej$ dowolnie dodanej statej w wyraZeniu na energig
potencjalng [réwnanie (8-9)] nie powoduje zmian w réwnaniach, ktére dotychczas zapisa-
liémy. Dodaje si¢ ten sam staly wyraz do kazdej strony, np. réwnanie (8-6b), pozostawiajac
to réwnanie niezmienione. Ponadto, zmieniajac U(x) przy pomocy dodanej jakiejs stalej,
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nie powoduje si¢ zmiany sity obliczonej z réwnania (8-7), gdyz pochodna stalej jest réwna
zeru. Wszystko to oznacza po prostu, Ze dla energii potencjalnej wybor punktu odniesienia
jest nieistotny, poniewaZ interesuja nas zawsze tylko rdznice energii potencjalnej, a nie
jaka$ absolutna warto$¢ tej energii w danym punkcie.

Pewna dowolno$¢ istnieje rowniez przy okreSlaniu energii kinetycznej. Aby okreslié
predkosé, a zatem energi¢ kinetyczng, musimy ustali¢ uktad odniesienia. Jezeli przyjmu-
jemy pociag za ukfad odniesienia, to predkos¢ czlowieka siedzacego w pociagu jest réwna
zeru, ale jest ona rézna od zera dla obserwatora na Ziemi, ktéry widzi, ze czlowiek w pociagu
porusza si¢ ze stala predkoscia. Wartos$¢ energii kinetycznej zalezy od uktadu ddniesie-
nia przyjetego przez obserwatora. Skutkiem tego w przypadku energii mechanicznej E,
ktéra jest suma energii kinetycznej i potencjalnej, nie jest rzecza wazng jej wartodé rzeczy-
wista podczas danego ruchu (zalezna od obserwatora), ale fakt, ze wartosc ta, jezeli sily sa
zachowawcze, nie zmienia sig podczas ruchu dla zadnego obserwatora.

8-4. Jednowymiarowe uklady zachowawcze

Obliczmy teraz energi¢ potencjalna w jednowymiarowym ruchu dla dwoch przykladéw
sit zachowawczych: sity grawitacyjnej dla ruchéw w poblizu powierzchni Ziemi i sity (spre-
zystej) przywracajacej rownowage (idealnej) rozciagnigtej sprezyny.

Dla sity grawitacyjnej przyjmujemy, Ze jednowymiarowy ruch jest pionowy wzdtuz
osi y. Kierunek osi y w gére traktujemy jako dodatni; zatem sila grawitacyjna jest skiero-
wana w ujemnym kierunku osi y, czyli ku dotowi. Mamy F(y) = —mg, czyli F jest stala.
Energie potencjalng w potozeniu y okreSlamy z réwnania (8-9), czyli

¥y ¥y

UQ) = = {F)dy+U@©) = [ (—mg)dy+U(0) = mgy+U(0).
0 0

Mozemy przyjaé, ze energia potencjalna jest réwna zeru, gdy y = 0, tak ze U(0) = 0,
natomiast
U(y) = mgy. (8-10)

Energia potencjalna zwigzana z sila grawitacyjna wynosi zatem mgy. Zalezno$¢ F(y) =
= —dU/dy [réwnanie (8-7)] jest spetniona, poniewaz —d(mgy)/dy = —mg. Dla ulatwienia
przyjmujemy, ze na powierzchni Ziemi y = 0, czyli grawitacyjna energia potencjalna na
powierzchni Ziemi jest réwna zeru i wzrasta liniowo wraz z wysokoscia y.

Jezeli poréwnamy punkty y oraz y = 0, to zasada zachowania energii kinetycznej
i potencjalnej [réwnanie (8-6b)] daje nam zaleZnos¢

tmv2+mgy = Imoj,
ktéra pod wzgledem matematycznym jest réwnoznaczna z dobrze znanym wzorem [zob.
réwnanie (3-17)]:
v? = v3-2gy.

Jezeli punkt materialny porusza si¢ od wysokosci h; do wysokosci h,, to mozemy zasto-
sowaé rownanie (8-6b); otrzymamy wtedy

imol+mgh, = imvi+mgh,,
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co jest zgodne z wynikiem przykladu 5 w rozdziale 7. Catkowita energia mechaniczna E
jest stala i nie zmienia si¢ podczas ruchu, chociaz gdy zmienia si¢ stan ukladu (punkt ma-
terialny + Ziemia), energia kinetyczna i potencjalna ulegaja zmianom.

Drugim przykladem sily zachowawczej jest sita wywierana przez elastyczna sprezyne
na cialo o masie m, przymocowane do tej spre¢Zyny i poruszajace si¢ po poziomej po-
wierzchni bez tarcia. Jesli przyja¢ x, = 0 jako poloZenie korica sprezyny nierozciagnigtej,
to sita, ktéra dziala ona na cialo, gdy jest rozciagnigta na odlegto$¢ x od polozenia réwno-

wagi, wynosi F = —kx. Energi¢ potencjalng obliczamy z réwnania (8-9):
X x
Ux) = - (Fedx+U©) = = [ (~kx)dx+U(0).
0 0

Jezeli przyjmiemy U(0) = 0, to energia potencjalna, podobnie jak sila, réwna si¢ zeru,
kiedy sprezyna nie jest rozciagnigta i stad '
X
UG) = — [ (—kx)dx = $kx2,
0
Wrynik jest niezalezny od tego czy Sciskamy, czy rozciagamy sprezyne, tzn. Ze jest nieza-
lezny od znaku x.
Zalezno$¢ F(x) = —dU/dx [réwnanie (8-7)] jest spelniona, poniewaz —d(3kx?)/dx =
= —kx. Energia potencjalna sprezyny zwiazana z sila sprezysta wynosi
U(x) = }kx2. 8-11)
Cialo o masie m bgdzie podlegato ruchowi, w ktérym catkowita energia E jest zachowana
(rys. 8-4). Z réwnania (8-6b) mamy
Imv?+1kx? = Imod,
gdzie v, jest predkoscia ciala w punkcie x = 0. W praktyce ruch taki mozemy osiagnaé
rozciagajac sprezyn¢ do pewnego polozenia x,,, przy pomocy odpowiedniej sity, nast¢pnie
za$ usuwajac te¢ sile. Zwracamy uwagge, Ze dla x = 0 energia ukladu (ciato + sprezyna) jest
w calosci energig kinetyczng. Dla x = x,, (maksymalna warto$¢ x), v musi by¢ réwne zeru,
a wiec w tym przypadku energia ukiadu jest w calosci energia potencjalna. W punkcie
X = X, mamy

1 : m
1kx2 = —z—mvé, czyli  x, = '/—'I% Vo.-

Dla potozefi pomiedzy punktami x; i x, z rownania (8-6b) otrzymujemy
1kx2+1imov? = Lkx3+imos.

WidzieliSmy, Ze energia kinetyczna ciala jest réwna pracy, ktérq moze ono wykonaé
do chwili zatrzymania sie. Energie kinetyczna wyrazamy przy pomocy wzoru K = imov?,
Nie mozemy jednak podaé podobnej,ogélnej formuly,ktéra wyrazalaby energig potencjalna.
Energia potencjalna ukladu cial jest réwna pracy, ktérq ten uklad moze wykonaé zmieniajqc
wzgledne poloZzenie swoich czesci, czyli zmieniajgc swdj stan. W kazdym przypadku musimy
okresli¢, jaka pracg moze wykonaé uklad przechodzac z jednego stanu do innego i potrak-
towaé te prace jako roznice energii potencjalnej ukltadu migdzy tymi dwoma stanami.

Energia potencjalna sprezyny zalezy od wzglednego potoZenia jej czgsci. Gdy pozwo-
limy sprezynie wrdcié¢ do jej stanu réwnowagi, otrzymamy prace. Podczas tego ruchu sprezy-
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Rys. 8-4. Cialo o pewnej masie, przymocowane do sprezyny, $lizga si¢ tam i z powrotem po poziomej
powierzchni, bez tarcia. Uklad taki nazywamy oscylatorem harmonicznym. Zilustrowany jest tu ruch
ciala w ciagu jednego cyklu. Zacznijmy rozpatrywa¢ ten ruch od potozenia (a) przedstawionego z lewej
strony rysunku (potozenie odpowiadajace godzinie 9; cialo ma wtedy skrajne wychylenie w lewo i chwilowo
spoczywa, K = 0. Wtedy sprezyna ma maksymalne wydtuzenie, czyli U = Upnax (K'i U sg wyobrazone przy
pomocy klockéw widocznych ponizej kazdego polozenia). Po uplywie jednej dsmej okresu (nastgpne po-
lozenie (b)) cialo uzyskalo energi¢ kinetyczna, a sprezyna czesciowo utracita wydluzenie; K i U sa tu sobie
rowne, czyli K = U = % Upax . W gornym polozeniu (c) spr¢zyna ma dlugosé naturalna i predkosé ciala
jest maksymalna, zatem U = 0, a K = Knax = Unmax. W nastgpnych fazach ruchu catkowita energia

E = K+ U réwniez jest zachowana, E = Knax = Unax. Ruch oscylatora harmonicznego be¢dziemy doklad-
nie analizowa¢ w rozdziale 15

na dziata z okreslong sila na okreslonej drodze. Jezeli przymocujemy do sprezyny ciato
o pewnej masie, tak jak w naszym przyktadzie, to pod wplywem tej sily ciato uzyska przy-
spieszenie i energia potencjalna przejdzie w energi¢ kinetyczna. W przypadku przyciagania
grawitacyjnego przedmiot zajmuje pewne polozenie wzgledem Ziemi. Energia potencjalna
jest wlasciwoscia tego przedmiotu i Ziemi, traktowanych jako pewien uklad cial. Energi¢
potencjalng tego ukladu okresla wzgledne potozenie jego obu czgsci. Jest ona wigksza, kiedy
te czesci sa bardziej oddalone niz wtedy, gdy sa blisko siebie. Ubytek energii potencjalnej
réwny jest pracy wykonanej przy zblizaniu si¢ czgsci uktadu. Ta praca ulega zamianie na
energi¢ kinetyczna elementéw ukladu. W naszym przykladzie pomingliSmy energi¢ kinety-
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czna uzyskana przez sama Ziemig, gdy spadal na nig jakis przedmiot. W zasadzie przedmiot
ten oddziatuje pewna sita na Ziemie, nadajac jej przyspieszenie wzgledem pewnego ukladu
inercjalnego. Jednak wynikajaca stad zmiana predkosci jest nadzwyczaj mata i pomimo
olbrzymiej masy Ziemi jej dodatkowa energig kinetyczna mozemy pominaé w poréwnaniu
z energig kinetyczna uzyskana przez spadajacy przedmiot. Udowodnimy to w jednym z dal-
szych rozdziatéw. W innych przypadkach, takich jak ruch planetarny, gdzie masy obiektéw
sg poréwnywalne, nie mozemy pomija¢ Zadnej z cz¢sci sktadowych uktadu. Ogélnie biorac,
energii potencjainej nie mozna przyporzqdkowaé cialu odosobnionemu, lecz nalezy jq trakto-
waé jako wilasciwo$¢ calego ukladu.

Przyklad 1. Jaka jest zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej, gdy winda o cigzarze 726 kG wjezdza

na szczyt wiezowca Empire w Nowym Jorku, 368 m ponad poziom ulicy?

Grawitacyjna energia potencjalna uktadu (winda+ Ziemia) wynosi U = mgy. Zatem

AU =U,-U, = mg(y,—y)).
Poniewaz
mg =W =126 kG, y,—y, =368 m,
wiec
AU = 726 - 368 kGm = 277 10®> kGm.

Przyklad 2. Jako przyklad przydatnosci pojecia energii, ulatwiajacego rozwiazywanie zadar z dynamiki,
rozwazmy zagadnienie przedstawione na rys. 8-5. Cialo o masie m zeslizguje si¢ po doskonale gladkiej
powierzchni zakrzywionej. Sita, ktora powierzchnia dziala na cialo, jest zawsze prostopadia do tej po-

Rys. 8-5. Przyklad 2. Cialo zeSlizguje si¢
bez tarcia po powierzchni zakrzywionej

wierzchni i do kierunku ruchu ciafa, a wiec sita ta nie wykonuje pracy. Jedynie sita grawitacyjna wykonuje
pracg nad cialem, a ta sila jest sila zachowawcza. Dlatego tez energia mechaniczna E jest zachowana, mo-
zemy wigc napisac:
Imot+mgy, = fmvi+mgy,,
skad
v =vi+28(n1—2).

Predkos¢ przy podstawie tej powierzchni zakrzywionej zalezy tylko od poczatkowej predkosci ciata

i zmiany wysokosci liczonej w kierunku pionowym, a nie zalezy w ogéle od jej ksztaltu. W istocie, jezeli

cialo znajdowalo si¢ poczatkowo w spoczynku na wysokosci y, = & i jezeli przyjmiemy y, = 0, to otrzy-
mamy

v, = 2gh.
W tym miejscu Czytelnik powinien przypomnie¢ sobie rozwazania na temat niezaleznosci od drogi pracy
wykonywanej przez sity zachowawcze i powinien zastosowaé rozwazania dotyczace ruchu jednowymiaro-
wego do przypadku ruchu w przestrzeni dwuwymiarowej.
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W omawianym zagadnieniu warto$¢ sily zalezy od nachylenia powierzchni w kazdym punkcie. Skut-
kiem tego przyspieszenie nie jest stale, lecz jest funkcja polozenia. W celu obliczenia predkoéci na podsta-
wie zasad Newtona nalezaloby najpierw znalez¢ przyspieszenie dla kazdego punktu, a potem scatkowaé
funkcje przyspieszenia wzdluz calej drogi. Unikamy tej niepotrzebnej pracy opierajac si¢ na fakcie, ze
energia mechaniczna jest stala podczas ruchu.

Przyklad 3. Sprezyna w karabinie sprezynowym ma wspolczynnik sprezystosci k = 715 G/cm. Po
§ci$nieciu jej dtugos¢ zmniejszyla sie o 2,5 cm. W lufie znajduje si¢ pocisk o masie 13,6 g. Zakladajac
brak tarcia i poziome ustawienie lufy obliczy¢ predkos¢ pocisku w chwili opuszczania lufy.

Sita jest zachowawcza, a wigc i energia mechaniczna jest zachowana w calym procesie. Poczatkowa
energia mechaniczna jest energia potencjalna sprezyny 1kx, a koficowa energia mechaniczna jest
energia kinetyczna pocisku {mv?. Wobec tego

1kx? = $mv?,

- ]/ 715-981—‘2:1l m
v = ]/.’;. X = —W 2,5cm = 570T.

czyli

8-5. Ogdélne rozwiqzanie réwnania ruchu dla sil w przestrzeni jedno-
wymiarowej, zaleinych tylko od poloZenia

Roéwnanie (8-6a) daje zwiazek migdzy polozeniem i predkoscia punktu materialnego dla ruchu w prze-
strzeni jednowymiarowej w przypadku, gdy sita zalezy tylko od polozenia. Sita i przyspieszenie przy formu-
lowaniu tego rownania zostaly wyeliminowane. Aby catkowicie rozwiaza¢ to zagadnienie dynamiczne,
musimy jeszcze wyeliminowa¢ predko$¢ i przedstawi¢ polozenie punktu jako funkcj¢ czasu. Mianowicie,
Z réwnania (8-6a) mamy

1mv?+ U(x) = E.

Rozwiazujac to réwnanie wzglgdem v otrzymujemy

dx 2
v = ar = ]/7 [E-Ux)] (8-12)
albo
———dxz =d1 .

2 (- U]

p $3
Teraz mozemy znalezé funkcje x(7), rozwiazujac wzglgdem x réownanie

t

X

S —T—d_x—_—_— = Sdt=t—to. (8-13)
%o ]/ ZE-U@ o

W réwnaniu tym przyjeto, ze punkt materialny w chwili #, znajduje si¢ w punkcie xo, a E jest stala energia
calkowita. Znak pierwiastka w tym réwnaniu zalezy od tego, czy v ma zwrot dodatniego, czy tez ujemnego
kierunku osi x. Gdy v zmienia zwrot podczas ruchu, moze si¢ okazaé potrzebne wykonanie oddzielnego
catkowania dla kazdego odcinka drogi.

Nawet kiedy nie mozemy obliczy¢ calki lub gdy réwnania otrzymanego w ostatecznym wyniku nie
mozemy przedstawi¢ w postaci funkcji x(¢), rownanie ruchu otrzymane na podstawie zachowania energii
dostarcza nam wielu informacji o samym ruchu. Na przyklad, przy danej energii catkowitej E na podstawie
réwnania (8-12) wnioskujemy, ze punkt materialny moze znajdowaé si¢ w takich obszarach osi x, gdzie
E > U(x). W fizyce nie wystepuje pojecie urojonej predkosci, ani ujemnej energii kinetycznej. Zatem
E—U(x) musi byé réwne zeru lub wigksze od zera. Poza tym mozemy otrzyma¢ dobry jako$ciowo opis
mozliwych rodzajéw ruchu wykreslajac U(x) jako funkcje x. Opis taki opiera si¢ na fakcie, ze predkosc
jest proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z roznicy energii E i U.
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Rozwazmy na przyklad funkcje energii potencjalnej, przedstawiona na rys. 8-6. Mozna sobie wyobra-
zi¢, ze jest to profil doskonale gladkiego toru karkolomnej kolejki; wykres ten jednak przedstawia energi¢
potencjalna jakiego$ ukladu niegrawitacyjnego. Poniewaz dla ruchu rzeczywistego musi by¢ E = U(x),
wiec najmniejsza mozliwa energia catkowita wynosi Eo. Wtedy E, = U, a energia kinetyczna musi byé
réwna zeru. Zatem punkt materialny musi spoczywa¢ w punkcie xo. W przypadku nieco wigkszej energii
E, punkt materialny moze si¢ porusza¢ tylko w przedziale od x; do x,. Gdy punkt materialny oddala si¢
od xo, jego predkos$¢ maleje w miare zblizania si¢ do x, albo x,, gdzie zatrzymuje si¢ i zmienia kierunek
ruchu. Zatem punkty x, i x, nazywamy punktami zwrotnymi ruchu. Przy energii catkowitej E; mamy cztery
punkty zwrotne i punkt materialny moze oscylowa¢ w jednej z dwéoch jam potencjatu. Przy energii catkowitej
E; jest juz tylko jeden punkt zwrotny w xs. Jezeli punkt materialny porusza si¢ poczatkowo w ujemnym
kierunku osi x, zatrzyma si¢ w punkcie x3, a nastgpnie bedzie si¢ poruszat w dodatnim kierunku tej osi.
Predkosé punktu materialnego bedzie wzrastala w miare zmniejszania si¢ U i bedzie malala w miarg wzrostu
U. Przy energiach wigkszych od E, nie ma punktéw zwrotnych i punkt materialny nie bedzie zmieniat
kierunku. Jego predkos¢ bedzie si¢ zmienia¢ zgodnie z wartoscia energii potencjalnej w kazdym punkcie.
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W punkcie, gdzie U(x) osiaga minimum, tak jak dla x = xo, nachylenie krzywej jest zerowe, wobec
czego sila jest tam rowna zeru, to znaczy ze F(xo) = —(dU/dx):_x, = 0. Punkt materialny spoczywajacy
w tym polozeniu pozostanie w spoczynku. Natomiast, jezeli punkt materialny zostanie nieco przemiesz-
czony w jednym z kierunkow, to sita F(x) = —dU/dx bedzie starala si¢ go zawroci¢, w wyniku czego

nastapi oscylacja czastki wokoét potozenia rownowagi. Taki punkt rownowagi bedziemy nazywaé punktem
réwnowagi trwalej.

W punkcie, gdzie U(x) przyjmuje warto$¢ maksymalna, np. w x = x,, nachylenie krzywej jest zerowe,
wobec czego sila jest rowna zeru, to znaczy, ze F(x4) = —(dU/dx);_x, = 0. Punkt materialny spoczywajacy
w tym polozeniu pozostanie w spoczynku. Jednak gdy zostanie on przemieszczony z tego potozenia, nawet
na nieznaczng odleglo$¢, to sita F(x) = —dU/dx bedzie dazyla do zepchniecia go dalej od tego polozenia
roéwnowagi. Taki punkt rownowagi bedziemy zatem nazywaé punktem réwnowagi nietrwalej.

W przedziale, w ktorym U(x) jest stala, jak np. w poblizu x = x5, nachylenie krzywej jest zerowe,
wobec czego sila jest rowna zeru; znaczy to, ze F(xs) = —(dU/dx)x—=xs = 0. Taki przedzial nazywamy
przedzialem réwnowagi obojetnej, poniewaz punkt materialny moze by¢ nieco przemieszczony, a mimo to
nie dozna ani sily przyciagajacej, ani odpychajace;j.

Z tego, co powiedzielismy, wida¢ wyraznie, ze gdy znamy funkcje energii potencjalnej dla obszaru x,
w ktorym porusza si¢ cialo, wtedy wiemy juz bardzo duzo o ruchu tego ciala.

Przyklad 4. Funkcje energii potencjalnej dla sily dzialajacej miedzy atomami w dwuatomowej cza-
steczce mozna wyrazi¢, w przyblizeniu, nastepujaco:

a b
Ux) = T T
gdzie a i b — dodatnie state, x — odleglo$¢ miedzy atomami.
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(a) Dla jakiej wartosci x funkcja U(x) jest rowna zeru? Dla jakiej wartosci x funkcja U(x) osiaga
minimum?

Na rysunku 8-7a przedstawiamy U(x) jako funkcj¢ x. Wartosci x, dla ktorych U(x) réwna si¢ zeru,
znajdujemy z réwnania

a b
x_‘z——x6=o’
skad
6 /—
s _ 9 = i
X=X ‘/b'

U(x) przyjmuje takze warto$é zero, gdy x — oo [widaé to z rysunku lub z podstawienia x = co do row-
nania na U(x)], czyli x = o0 jest takze rozwigzaniem.

Ulx)

+ 6

Rys. 8-7. Przykiad 4. (a) Energia potencjalna
i (b) sila dzialajaca miedzy dwoma atomami
w dwuatomowej czasteczce jako funkcja ich od-
leglosci x

Wartos¢ x, dla ktérej U(x) osiaga minimum, znajdujemy z réwnania

d
EU(X) =0,
to znaczy
—12a  6b
X3 t—==0
lub

x6=£ x=6l/z.
b’ b

(b) Obliczy¢ site dziatajaca miedzy atomami.
Z réwnania (8-7) mamy

Na rysunku 8-7b wykresllllsmy sit¢ jako funkcj¢ odleglosci migdzy atomami. Kiedy sila jest dodatnia
(odx=0dox = ]/ 2a/b), atomy wzajemnie sne odpychaja (sifa jest skierowana w kierunku wzrastajacych
wartosci x). Kiedy sila jest ujemna (od x = ]/ 2alb do x = o0), atomy wzajemnie si¢ przyciagaja (sila jest
skierowana w kierunku malejacych wartosci x). W punkcie x = '/ 2a/b sita réwna si¢ zeru; jest to punkt
réwnowagi trwalej.
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(c) Przyjawszy, ze jeden z atoméw pozostaje w spoczynku, a drugi porusza si¢ wzdluz osi x, opisaé
mozliwe ruchy.

Z analizy przeprowadzonej w tym paragrafie widaé wyraZnie, ze atom oscyluje wokot polozenia row-
nowagi x = 6]/‘Za—/b w gore i w dol, po doskonale gladkich zboczach jamy potencjatu.

(d) Energi¢ potrzebna do rozdzielenia czasteczki na dwa oddzielne atomy nazywamy energiq dysocjacji.
Obliczy¢ te energi¢ dla omawianej czasteczki.

Jezeli jeden z atomoéw ma dostateczng energi¢ kinetyczna, aby przekroczyé barierg potencjalu, to nie
jest on juz zwiazany z drugim atomem. Zatem energia dysocjacji D rowna jest zmianie energii potencjalnej
od minimalnej wartosci w punkcie x = f/ 2a/b do wartoéci w punkcie x = oo, czyli po prostu:

6 2a a b b2
e = -0 = T) = °‘(m7—"zm) e

Jezeli energia kinetyczna jest rowna albo wigksza od tej wartosci, to czasteczka ulegnie dysocjacji.

8-6. Uklady zachowawcze dwu- i tréjwymiarowe

Dotychczas omoéwiliSmy energi¢ potencjalng i zagadnienie zachowania energii dla
ukladéw jednowymiarowych, w ktorych kierunek sity pokrywat si¢ z kierunkiem ruchu
dla ukladéw. Mozemy latwo uogdlni¢ t¢ dyskusj¢ na przypadek ruchu w przestrzeni
tréjwymiarowej.

Jezeli praca wykonana przez sil¢ F zalezy tylko od kraficowych punktéw ruchu, a jest
niezalezna od drogi taczacej te punkty, to sita ta jest zachowawcza. Energi¢ potencjalna U
definiujemy analogicznie jak dla ukiadu jednowymiarowego. Jest ona funkcja trzech wspot-
rzednych przestrzennych, tzn. U = U(x, y, z). MoZemy tu ponownie otrzyma¢ wyraZenie
na zasad¢ zachowania energii mechanicznej.

Uogolnienie réwnania (8-5b) dla ruchu tréjwymiarowego wyraza si¢ nastepujaco

AU = — §dex— §Fydy— §F,dz (8-5¢)
Xo Yo Zo

lub, bardziej zwigzle, w zapisie wektorowym:

AU = - (@ dr, (8-5d)

To

gdzie AU jest zmiang energii potencjalnej ukladu, gdy punkt materialny porusza si¢ z
punktu (x,, ¥o, Zo) okreslonego przez wektor polozenia ry, do punktu (x,y, z) okreslo-
nego przez wektor potozenia r. F,, F, i F, sa to skladowe sily zachowawczej F(r) =
= F(x, y, 2).

Uogdlnienie réwnania (8-6b) dla ruchu tréjwymiarowego wyraza si¢ wzorem

%mvz+U(x, y, Z) = %m‘ll(z)-l- U(x03 )’o,Zo), (8'6C)
co w zapisie wektorowym mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

Imv- v+ U(r) = imvy - vo+ U(ry), (8-6d)
gdzie

VeV =0i40i+02 = 0% vy v = 03, +03,+0%; = v3.
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Podobnie, réwnanie (8-6a) przyjmuje postaé:
imv2+U(x,y,z) = E;

w przypadku tréjwymiarowym E jest catkowita, stala energia mechaniczna.

A zatem uogdlnienie réwnania (8-7) na przypadek tréjwymiarowy przedstawia sie
nastgpujaco:

» . 0U . oU ou
F(r) = i o ’kﬁ'

Jezeli to wyraZenie na F podstawimy do réwnania (8-5d), to znowu otrzymamy tozsamos¢.
W jezyku analizy wektorowej mowi si¢ o sile zachowawczej F, ze jest ona ujemnym gra-
dientem energii potencjalnej U(x, y, 2).

Mozna wykazaé, ze wszystkie te wyraZenia redukuja sie do réwnan opisujacych po-
prawnie ruch jednowymiarowy wzdluz osi x.

Przyklad 5. Rozwazmy wahadlo proste (paragraf 7-4, rys. 7-8a). Ruch tego ukladu odbywa sie
w plaszczyZnie xy, a wigc jest to ruch w przestrzeni dwuwymiarowe;. Naprezenie sznura dziata zawsze prosto-
padle do kierunku ruchu punktu materialnego, zatem sila ta nie wykonuje pracy przy przesuwaniu punktu
materialnego. Jezeli wahadlo zostanie odchylone o pewien maly kat, a nastgpnie uwolnione (puszczone
swobodnie), to tylko sila grawitacyjna dzialajaca na punkt materialny wykona nad nim prace. Poniewaz
sila ta jest zachowawcza, mozemy wykorzystaé rownanie wyrazajace zasade zachowania energii w przypadku
dwuwymiarowym:
3mv®+ U(x,y) = E.
Jezeli w najnizszym punkcie tuku (¢ = 0°) przyjmiemy na y wartosé zerowa, U(x, y) bedzie rowne mgy,
zatem
1mv?+mgy = E.
Przed uwolnieniem punkt materialny jest odchylony o kat ®o. Energia potencjalna wynosi wtedy mgh,
gdzie y = h oznacza najwyzsze polozenie punktu materialnego wzgledem punktu odniesienia. W chwili
uwolnienia punktu materialnego (p = ¢,) jego predkosé i energia kinetyczna sa zerowe, czyli energia
potencjalna réwna si¢ catkowitej energii mechaniczne;j:
E = mgh
oraz
Imvi+mgy = mgh
lub
1mv? = mg(h—y).
Predko$¢ maksymalna wystepuje dla y = 0, gdziev = ]/ 2gh, a predko$¢ minimalna dla ¥ = h, gdzie
v = 0. Gdy y = 0, mamy do czynienia tylko z energia potencjalna, energia kinetyczna réwna sie zeru.
W potozeniach posrednich na catkowita energie punktu materialnego skladaja si¢ zaréwno energia poten-
cjalna, jak i kinetyczna.
Zwracamy uwage, ze U < E we wszystkich punktach ruchu; wahadlo nie moze podniesé si¢ wyzej
niz na wysoko$¢ y = h, tj. powyzej punktu poczatkowego wychylenia.

8-7. Sily niezachowawcze
Dotychczas rozwazaliSmy tylko dzialanie jednej sity zachowawczej na punkt ma-
terialny. Opierajac si¢ na twierdzeniu o pracy i energii, czyli
Wi+ W,+ ... + W, = AK, (8-2)
doszliSmy do wniosku, Ze jezeli dziatala tylko jedna sita, np. F, oraz jezeli byla ona za-
chowawcza, to mozemy przedstawié prace W, , ktéra wykonala ona nad punktem material-
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nym jako ubytek energii potencjalnej AU, rozpatrywanego ukladu (zob. réwnanie 8-5a),
czyli
Wl = _AUI.
Polaczenie tej zaleznosci z réwnaniem (8-2) daje
AK+AU1 = 0.

Jezeli dziala kilka sit zachowawczych, takich jak: grawitacyjna, sprezysta pochodzaca
od sprezyny, elektrostatyczna itp., to mozemy tatwo uogo6lni¢ te dwa rownania:

SNw.= - AU (8-142)

AK+ Y AU =0, (8-14b)

gdzie ZW, jest suma prac wykonanych przez rézne (zachowawcze) sity, AU przedstawiaja
zmiany energii potencjalnej uktadu, w ktérym dzialaja te sity. Wielkos¢é wystepujaca po
lewej stronie rownania (8-14b), jest to po prostu AE, czyli zmiana catkowitej energii me-
chanicznej dla przykladu, kiedy na punkt materialny dziata kilka sit zachowawczych.
Zatem réwnanie to mozemy zapisa¢ jako

AE =0 (sily zachowawcze), (8-15)

co oznacza, ze gdy zmienia si¢ stan ukladu, wtedy jego catkowita energia mechaniczna E
pozostaje stala.

Przypusémy teraz, ze oprocz kilku sit zachowawczych dziala na punkt materialny jedna
sila niezachowawcza, wywolana przez tarcie. Wtedy réwnanie (8-2) mozemy napisac naste-

pujaco:

oraz

Wyt Y W, = AK,

gdzie ZW, jest takze suma prac wykonanych przez sity zachowawcze, a Wy jest pracg wy-
konana przez sil¢ tarcia. WyraZenie to mozemy przeksztalci¢ [zob. réwnanie (8-14b)]:

AK+ D> AU = W,. (8-16)

Réwnanie (8-16) wykazuje, ze jesli dziata sita tarcia, to catkowita energia mechaniczna nie
jest stala, lecz zmienia si¢ o wielko§¢ pracy wykonanej przez t¢ sil¢ tarcia. Mozemy zapisaé
réwnanie (8-16) jako

AE = E—E, = W,. 8-17)

Poniewaz W}, czyli praca wykonana przez silg tarcia nad punktem materialnym, jest zawsze
ujemna, to z réwnania (8-17) wynika, ze koricowa energia mechaniczna E(= K+ ZU)
jest mniejsza od poczatkowej energii mechanicznej Eo(= KO+ZUO).

Sita tarcia jest przykladem sily rozpraszajacej (dysypatywnej), sily, ktora wykonuje
nad ciatem prace ujemna i dazy do zmniejszenia catkowitej energii mechanicznej ukiadu.
Gdyby$my mieli do czynienia z inna sila niezachowawcza, wtedy Wy w réwnaniach (8-16)
i (8-17) powinna byé zastapiona przez czynnik W,,, ktéry réwniez wskazuje na to, Ze cal-
kowita energia mechaniczna E ukladu nie jest stala, lecz zmienia si¢ o wielkos¢ pracy
wykonanej przez t¢ sile niezachowawcza. Wobec tego tylko wowczas, gdy nie dzialajq sily
niezachowawcze albo kiedy pomijamy prace przez nie wykonang, mozemy przyjac zaloZenie
o zachowaniu energii mechanicznej.
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Co si¢ stalo z t3 ,,stracona” energia mechaniczna w przypadku tarcia? Zostaje ona
przeksztalcona na energi¢ wewnetrzng Uy, kt6ra objawia sie we wzroscie temperatury.
Wytworzona w ten spos6b energia wewngtrzna jest réwna rozproszone; energii mechanicz-
nej. W dalszych rozdziatach powiemy znacznie wigcej o energii wewnetrznej.

Praca wykonana nad cialem przez sil¢ zachowawcza jest réwna przyrostowi jego energii
potencjalnej, wzigtemu ze znakiem minus. Podobnie praca wykonana nad cialem przez silg
tarcia jest réwna wytworzonej energii wewnetrznej wzigtej ze znakiem minus. Innymi stowy,
wytworzona energia wewnetrzna jest réwna pracy wykonanej przez cialo. Zatem w réw-
naniu (8-17) mozemy zapisa¢ Wy przez — Uy w, gdzie U, jest wytworzona energia wew-
ngtrzna, czyli

AE+Uyew = 0. (8-18)

Oznacza to, Ze suma energii mechanicznej i wewngtrznej ukiadu nie zmienia sie, gdy wukla-
dzie dzialaja tylko sity zachowawcze i sily tarcia. Zapisujac to réwnanie w postaci
Uvew = —AE, widzimy, Ze strata energii mechanicznej réwna sie uzyskanej energii wew-
ngtrzne;j.

Przyklad 6. Obiekt o masie 1,0 kg poruszajacy si¢ z poczatkowa predkoscia vo = 14 m/s spada
z wysokosci 240 m i zaglebia si¢ w piasek na gleboko$é¢ 0,20 m. Znalezé $rednia silg tarcia, jaka piasek
dziata na spadajace ciato. Zaniedba¢ op6r powietrza i rozwiazaé zadanie wychodzac z zaleznosci na prace
i energie.
Energia kinetyczna w chwili zetknigcia si¢ z piaskiem wyraza si¢ nastepujaco
K = I mvi+mgh,

gdzie m jest masa spadajacego ciala, a h wysokoscia, z ktorej ono spada. Z drugiej strony mamy w przy-
blizeniu
K = Fs,

gdzie F jest $rednia sila tarcia, a s jest glebokoscia zanurzenia si¢ w piasku. Po poréwnaniu tych dwoch
zalezno$ci mamy

mv} + mgh (1,0 kg)(14 m/s)® (1,0 kg)(9,8 m/s2) (240 m)
2s s 2(0,20 m) (0,20 m)
Dla ktérych réwnan z tego rozdziatu dwa pierwsze réwnania sa szczegblnymi przypadkami? Jaki czy-
nimy blad zaniedbujac (w poréwnaniu z ) dodatkowa dtugos¢ spadku s zanim obiekt zatrzyma si¢? Po-

kaza¢, ze jest to rownowazne zaniedbaniu mg w poréwnaniu z wypadkowa sila oporu F. Takie czynniki
nie zawsze s3 pomijane w praktyce (patrz zadanie 19, dla przykiadu).

F= = 12250 N.

Przyklad 7. Cialo o cigzarze 44 N pchnigto w gore po réwni pochylej, nachylonej do poziomu pod
katem 30°, z predkoscia poczatkowa 5,0 m/s. Okazato si¢, ze ciato przebylo droge 1,5 m, zatrzymalo sie
i zesliznglo w doL. Obliczy¢ sile tarcia f (zakladajac, ze sila ta ma warto$é stala) oraz predkosé v ciala przy
podstawie rowni.

Najpierw rozpatrzmy ruch do goéry. Na szczycie, kiedy ruch ustaje, mamy

E=K+U=0+44 N-1,5 m-sin30° = 33 J.
Przy podstawie, w chwili poczatkowej,
Ey = K 1 4N .
o= Ko+ Uy = ?W(s,o m/s)>+0 = 57 J.
Poniewaz
Wey=~fs=—f1,5m
oraz

E-Ey = Wy,
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wigc
(B3-5DI=-f15m,
a stad
f=16 N.
Rozpatrzmy teraz ruch w dol. Cialo powraca do podstawy réowni z predkoscia v. Wobec tego przy
podstawie, kiedy ruch ustaje,

EekivU=2 (2N Vprpoo (2
= = ——- 7 =
2\ 9,8 m/s? * ( 9,8

N-s? /m\) v2,

Na gorze, gdzie ruch si¢ zaczyna,
Ey = Ko+ U = 0+44 N- 1,5 m-sin30° = 33 J.

Poniewaz

Wry=-16 N-1,5m= —24]
oraz

E—E, = Wy,
wigc
(—ZiN-sz/m)v’—:B J=-241,

9,8

a stad

v = 2,0 m/s.

8-8. Zasada zachowania energii

Mozemy rozszerzy¢ dyskusje z poprzedniego paragrafu, biorac pod uwage nie tylko sily
zachowawcze i sile tarcia, lecz réwniez inne sily niezachowawcze, nie bedace sitami tarcia.
Mozemy przeksztalcié wzor, wyrazajacy twierdzenie o pracy i energii [réwnanie (8-2)]

W1+ W2+ ..+ Wn = AK,
w nastgpujacy sposob:
S Wt Wt Y W = AK, (8-19)

gdzie Z W, jest to catkowita praca wykonana nad punktem materialnym przez sity zacho-
wawcze, Wy jest praca wykonang przez site tarcia, a Z W, jest to calkowita praca wykonana
przez sity niezachowawcze, rézne od sily tarcia. Wiemy, ze kazda sita zachowawcza moze
by¢ zwiazana z pewna energia potencjalng i ze sita tarcia jest Zwigzana z energia wew-

netrzng, a wigc mamy:
MW, =~ AU,

Wf = _Uwew-
Wobec tego, rownanie (8-19) przyjmuje postac:
> Woo = AK+ D AU+ Unen-

Dla wszelkich rodzajéw W,, zawsze dotad mozna bylto znalezé nowe postacie ‘energii
odpowiadajace tej pracy. Mozemy zatem przedstawi¢ Z W, jako zmiang pewnego rodzaju

oraz
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energii i zapisa¢ ja po prawej stronie rownania. W rezultacie, twierdzenie o pracy i energii
mozemy zawsze zapisaC nastgpujaco:

0=AK+ Z AU+ Uye + (zmiana innych form energii).

Innymi stowy, energia catkowita, tzn. suma energii kinetycznej, potencjalnej, wewngtrznej
i wszystkich innych rodzajéw energii, nie zmienia si¢. Energia moze byé przeksztalcana
Z jednej formy w inng, ale nie' moze by¢é wytwarzana, ani niszczona; energia catkowita jest
wielkosciq stalq.

Prawo to jest uogélnieniem wynikajacym z naszych do$wiadczef. Dotychczas nie
zaobserwowano w przyrodzie faktéw, ktdre bylyby z nim sprzeczne. Prawo to nazywamy
zasadq zachowania energii. W historii fizyki uczonym czgsto wydawalo sig¢, Ze zasada ta
jest falszywa. Falszywos¢ ta jednak okazywala si¢ tylko pozorna, a wszystkie watpliwosci
co do stusznosci tej zasady pobudzaly ich tylko do poszukiwania przyczyn zaistniatych
rozbieznosci. Poszukiwania te zawsze doprowadzaty do odkrycia nowych zjawisk towarzy-
szacych oddzialywaniom migdzy ciatami. Wykazano np., Ze ‘praca wykonana przeciwko
sifom tarcia wytwarza energi¢ wewnetrzna. Przy innych oddzialywaniach moze byé wy-
twarzana energia w postaci fali glosowej, Swiatla, elektrycznosci itp. Dlatego pojecie
energii uogdlniono tak, aby obejmowato ono i inne formy energii, a nie tylko tatwe do
zaobserwowania: energi¢ kinetyczna i energi¢ potencjalna. W ten sposob mechanika ciat
znajdujacych si¢ w ruchu zostala zwiazana ze zjawiskami niemechanicznymi, w ktorych
ruchu poérednio nie wykrywamy. Mechanika przenikngla zatem do wszystkich dziatéw
fizyki, a pojecie energii — do wszystkich nauk przyrodniczych, stajac si¢ jednym z najbar-
dziej ogblnych poje¢ w fizyce*.

W nastgpnych rozdzialach bedziemy badaé rézne przemiany energii: mechanicznej
na wewnetrzng, mechanicznej na elektryczna, jadrowej na wewnetrzng itd. Podczas takich
przemian mierzymy zmiany energii na podstawie pracy wykonanej przez dzialajace sily.

Chociaz czesto korzystamy z zasady zachowania energii kinetycznej i potencjalnej wi-
dzimy, ze jest ona tylko szczegSlnym przypadkiem bardziej ogdlnej zasady zachowania
energii. Energia kinetyczna i potencjalna jest zachowana tylko w przypadku dzialania sit
zachowawczych. Energia calkowita jest zachowana zawsze.

8-9. Masa i energia

Jedna z najwazniejszych zasad zachowania w naukach przyrodniczych jest zasada za-
chowania materii. Z filozoficznego punktu widzenia najwczeéniejsze sformulowanie tej
ogolnej zasady pochodzi od rzymskiego poety Lukrecjusza — wspodltczesnego Juliuszowi
Cezarowi. Sformulowanie tej zasady zostalo zamieszczone w stynnym dziele De Rerum
Natura. Lukrecjusz pisal: ,,Rzeczy nie moga powstaé z niczego, a gdy zostaly stworzone,
nie moga zamieni¢ si¢ w nico$¢”’. Uplyneto bardzo wiele czasu, zanim ta koncepcja przyjeta
si¢ jako trwala zasada naukowa. Podstawowe doswiadczenia, potwierdzajace t¢ zasade,
przeprowadzil Antoine Lavoisier (1743—1794), ktéry uwazany jest za ojca wspOlczesnej

* Patrz: ,,Concept of Energy in Mechanics” R. B. Lindsay, The Scientific Monthly, October 1957.
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chemii. W roku 1789 Lavoisier pisal: ,,Musimy uwaza¢ za bezsporny pewnik fakt, ze we
wszystkich procesach naturalnych i sztucznych nic nie jest tworzone; przed i po ekspery-
mencie istnieje taka sama ilo$§¢ materii [...] i oprécz zmian i modyfikacji w polaczeniach
tych pierwiastkéw nic si¢ nie dzieje.”

Zasada ta, nazwana poéZniej zasadq zachowania masy, zostala potwierdzona bardzo
dokladnie w chemii i fizyce. Powazne zastrzezenia co do jej stusznosci wniost Albert Einstein
w swoich pracach dotyczacych teorii wzglednosci. P6zniejsze doswiadczenia nad szybkimi
elektronami i czastkami jadrowymi potwierdzily jego wnioski.

Z odkrycia Einsteina wynika, Ze jezeli pewne prawa fizyczne maja zachowaé klasyczng
forme, to masa czasteczki musi by¢ na nowo zdefiniowana jako

m=__"0 s
Y1-v2/c?

gdzie m, — masa czastki bedacej w spoczynku wzgledem obserwatora (nazywamy ja masq
spoczynkowq), m — czastki znajdujacej si¢ w ruchu z predkoscia v wzgledem obserwatora,
¢ — predkosé $wiatta majaca stala warto$¢ réwna w przyblizeniu 3 - 108 m/s. Réwnanie to
mozna potwierdzi¢ doswiadczalnie, np. odchylajac w polu magnetycznym wiazke szybkich
elektrondw i mierzac promien krzywizny ich toru. Pod wplywem sity dosrodkowej pocho-
dzacej od pola magnetycznego (F = mv?/r, gdzie Fiv sa znane) elektrony beda si¢ poruszaé
po torach kotowych. Przy zwyklych predkosciach réznica migdzy m i m, jest niewykrywalna.
Jednakze elektrony moga by¢ emitowane z jader promieniotwoérczych z predkosciami wigk-
szymi od 0,9 predkosci $wiatta. W takich przypadkach wyniki pomiaréw (rys. 8-8 przedsta-
wia wczesne dane) potwierdzaja réwnanie (8-20).

Wygodnie jest oznaczy¢ stosunek v/c przez . Wtedy réwnanie (8-20) przyjmuje postaé:

m = mo(l —p2)~1/2

(8.20)

18- 107"

v/c

Rys. 8-8. Zalezno$¢ masy elektronu od jego predkosci wzgledem obserwatora. Linia ciagla jest wykresem
rébwnania m = mo(1—v2/c?)~1/2, Punkty do§wiadczalnie otrzymali Bucherer i Neumann w 1914. Krzywa
dazy do nieskonczonosci, gdy v — ¢
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Aby znalez¢ energi¢ kinetyczng ciata, obliczamy pracg wykonana przez site wypadkowa,
utrzymujaca ciato w ruchu. W paragrafie 7-5, gdzie zatozyliSmy niezmienno$¢ masy m,,
otrzymaliSmy, Ze energia kinetyczna
K ——-SF-dr = imyv2
0

Przypusémy teraz, Ze zamiast m, podstawimy mas¢ zmieniajaca si¢ wraz z predkoscia,
czyli m = mo(1—p%)~"/2. Stwierdzamy (zadanie 29, rozdziat 9), ze energia kinetyczna nie
jest juz okre§lona wzorem }m,v?, lecz wzorem nastgpujacym:

K = me?2—moc? = (m—mg)c? = Amc2. (8-21)
Energia kinetyczna czastki jest zatem iloczynem c? i przyrostu masy Am wynikajacego
z jej ruchu.

Oczekujemy, ze przy matych predkosciach wynik relatywistyczny bedzie zgodny z wy-
nikiem klasycznym. Korzystajac ze wzoru Newtona na rozwinigcie dwumianu, mozemy
napisaé:

(1-p»12 = 1+1B24 384+ 385+ ...
Dla matych predkosci B = v/c < 1, zatem mozemy si¢ ograniczy¢ do pierwszych dwéch
wyrazéw rozwiniecia. Mamy zatem
K = (m—mg)c* = moc?[(1-)"12-1] =
=moc*(1+4p%+ ... =1) = Imoc?B? = imyv?,
co jest zgodne z wynikiem klasycznym. Widzimy wigc, ze gdy K = 0, wtedy m = my,
jak si¢ tego spodziewali$my.

Podstawowa zasada réwnowaznosci masy i energii moze byé rozciagnigta na inne ro-
dzaje energii, nie tylko na energi¢ kinetyczna. Gdy np. $ciskamy sprezyne, dostarczajac
jej energii potencjalnej, masa sprezyny powieksza sie od mgy do my+ U/c?. Gdy przedmio-
towi dostarczamy ciepta Q, jego masa zwigksza si¢ 0 Am, gdzie Am = Q/c2. W ten spos6b
dochodzimy do zasady réwnowaznosci masy i energii. Kazda iloé¢ dowolnego rodzaju

energii E, dostarczona przedmiotowi materialnemu, powoduje zwigkszenie jego masy
0 wartos¢

" E
Am = ?.
Jest to stynny wzor Einsteina:
E = Amc2. (8-22)

Rzeczywiscie, jezeli masa jest jedna z form energii, to mozemy utrzymywaé, Ze ciato
W spoczynku ma energi¢ m, c?. Nazywamy ja energiq spoczynkowq ciala. Dla ukladu zam-
knigtego zasada zachowania energii, uogélniona przez Einsteina, przyjmuje postac:

Z (moc*+&) = const

A(Zmocz+Zé’) =0,

gdzie Y m,c? — catkowita energia spoczynkowa, 3 & — suma wszystkich innych rodzajéw
energii. Einstein pisat: ,,Fizyka przedrelatywistyczna znata dwie zasady zachowania o pod-

albo
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stawowym znaczeniu: zasadg zachowania energii i zasad¢ zachowania masy; obie te zasady
wydawaty si¢ catkowicie niezalezne od siebie. Teoria wzglednosci potaczyla je w jedng

zasadeg™.

Poniewaz czynnik c? jest bardzo duzy, wigc nie powinniSmy oczekiwaé mozliwosci
wykrycia zmiany masy w zwyktych doswiadczeniach mechanicznych. Aby nastapita zmiana
masy o 1 g, wymagany jest wzrost energii 0 9 - 103 J. Jednakze, gdy masa czastki poczat-
kowo jest zupelnie mala, a w miar¢ wzrostu energii powigksza si¢, to wzgledna zmiana
masy moze by¢ latwo zauwazalna. Zachodzi to w zjawiskach jadrowych, gdzie nie ma zasto-
sowania mechanika klasyczna, a stuszno$¢ mechaniki relatywistycznej doskonale sig
potwierdza.

Pieknym przykladem zamiany energii mi¢dzy masa spoczynkowa i innymi jej formami
jest zjawisko anihilacji i wytwarzania par. W zjawisku tym negaton i pozyton, elementarne
czastki materii réznigce si¢ tylko znakiem tadunku elektrycznego, moga si¢ potaczy¢ i cal-
kowicie zniknaé. Na ich miejsce pojawia si¢ wysokoenergetyczne promieniowanie, zwane
promieniowaniem p, ktérego energia jest dokladnie réwna sumie mas spoczynkowych
i energii kinetycznych zanikajacych czastek. Proces ten jest odwracalny, tzn. w okreslonych
warunkach wysokoenergetyczny foton promieniowania znika, a na jego miejsce pojawia sig
para negaton-pozyton o energii catkowitej (masa spoczynkowa+energia kinetyczna)
réwnej energii niesionej przez zanikajacy foton.

Przyklad 8. Rozwazmy przyklad ilosciowy. W skali mas atomowych jednostka masy wynosi okolo
1,66+ 1027 kg. W skali tej masa spoczynkowa protonu (jadro atomu wodoru) wynosi 1,00731, a masa
spoczynkowa neutronu (obojetna czastka wchodzaca w sklad wszystkich jader z wyjatkiem jadra' wodoru)
wynosi 1,00867. Deuteron (jadro ci¢zkiego wodoru) sklada sig, jak wiadomo, z neutronu i protonu. Masa spo-
czynkowa deuteronu wynosi 2,01360, czyli jest mniejsza od sumy mas spoczynkowych neutronu i protonu
o0 0,00238 jednostki masy atomowej. Roznica ta jest rownowazna energii

E = Amc? = 0,00238 - 1,66 - 10~27 kg- (3,00 10® m/s)® = 3,57+ 1013 J = 2,22-10° eV.
Kiedy neutron i proton laczac si¢ tworza deuteron, wtedy dokladnie taka ilo$¢ energii wyzwala si¢ w postaci
promieniowania y. Podobnie taka sama ilo$¢ energii musi by¢ dostarczona, aby rozbi¢ deuteron na proton
i neutron. Energi¢ t¢ nazywamy energiq wiqzania deuteronu.

Pytania

1. Wyja$nié, dlaczego drogi w gorach na ogét nie przebiegaja po linii prostej od podnéza gory do jej
szczytu, lecz sa krete.

2. Czy w przypadku, gdy samochéd porusza si¢ ze stala predkoscia po poziomej i prostej drodze, jest
wykonywana praca nad samochodem?

3. Samochéd o masie m jedzie z predkoécia v po autostradzie. Kierowca naciska hamulec i samochod
hamuje, az do catkowitego zatrzymania. W jakiej formie pojawia si¢ utracona energia kinetyczna samo-
chodu?

4, W powyzszym pytaniu, przyjaé, ze kierowca ,,pompuje”’ hamulec w taki sposob, ze samoch6d nie
§lizga si¢. W jakiej formie pojawia si¢ utracona energia kinetyczna samochodu w takim przypadku?

5. Samochéd , znajdujacy si¢ poczatkowo w stanie spoczynku, przyspiesza do predkosci v, w taki spo-
sob, ze kola nie $lizgaja si¢ po powierzchni drogi. Skad pochodzi energia kinetyczna samochodu?
W szczego6lnosci, czy jest prawda, ze dostarcza jej praca wykonana nad samochodem przez (statyczng)
sil¢ tarcia, jaka droga wywiera na samochod?

6. Jezeli nie trzeba wykonywaé pracy, aby utrzymaé w rekach cigzki przedmiot, to dlaczego jest to
jednak meczace?

7. Co dzieje si¢ z energia potencjalna, ktora winda traci zjezdzajac z najwyzszego pigtra budynku
na parter?
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8. W przykladzie 2 (zob. rys. 8-5) twierdziliSmy, ze predkos¢ przy podstawie w ogdle nie zalezy od
ksztaltu powierzchni. Czy byloby to prawdziwe w przypadku wystgpowania tarcia?

9. Poda¢ przyklady na stan roéwnowagi nietrwalej, obojetnej i trwalej.

10. Postugujac si¢ pojeciami pracy i energii wyjasni¢ jak si¢ to dzieje, ze mozliwe jest rozhustanie
hustawki z polozenia rownowagi do duzych wychylenn bez pomocy z zewnatrz. (Patrz: ,,How to Make
a Swing Go” R.V. Hesheth, Physics Education, July 1975).

11. Wahadto bedace w ruchu ostatecznie zatrzymuje si¢. Czy jest to pogwalcenie prawa zachowania
energii?

12. Pewien artykul naukowy (,,The Energetic Cost of Moving About” V. A. Tucker, American Scien-
tist, July—August 1975) stanowczo stwierdza, ze chodzenie i bieganie sa niezwykle malo wydajnymi
formami poruszania si¢. Znacznie wigksza wydajno$¢ osiagaja ptaki, ryby i rowerzysci. Jak mozna to
wytlumaczy¢?

13. Dwa krazki sa polaczone przy pomocy sztywnej sprezyny. Przy uzyciu dostatecznie duzej sily
gorny krazek zostaje naci$nigty ku dotowi, a nastepnie dzialajaca sita zostaje usunigta. Czy jest mozliwe,
aby gorny krazek odskakujac do tylu spowodowat uniesienie ze stolu dolnego krazka (zob. rys. 8-9)?
Czy energia mechaniczna w takim przypadku moze by¢ zachowana?

Rys. 8-9. Pytanie 13

14. W przypadku pracy wykonanej przeciwko sile tarcia ilos¢ wytworzonego ciepla jest niezalezna od
predkosci obserwatora (lub inercjalnego uktadu odniesienia). Innymi stowy, r6zni obserwatorzy wyznaczy-
liby takie same ilosci energii mechanicznej przeksztalconej na cieplo w wyniku tarcia. Jak mozna to wy-
jasnié, biorac pod uwage, ze tacy obserwatorzy, na ogol, mierza rézne ilosci catkowitej wykonanej pracy
i rézne zmiany energii kinetycznej (zob. zadanie 21, rozdziat 7)?

15. Czy wszystkie sily niezachowawcze musza rozprasza¢ energie, tak jak tarcie? Czy ZW,., W za-
sadzie moze wynosi¢ wigcej niz zero?

16. Zauwazono, ze pewne cialo rzucone w dot odbilo si¢ na wysokos$¢ pottora raza wigksza od wy-
sokosci, z ktorej je rzucono. Jaki wniosek wynika z tej obserwacji?

17. Kierowca samochodu jadacy z predkoscia v dostrzega nagle, bezposrednio przed soba w odleglosci d,
mur ceglany. Jaka powinien podjaé¢ decyzj¢ w celu uniknigcia zderzenia, czy nacisna¢ hamulec, czy tez wy-
konaé ostry skret? (Wskazéwka: wzia¢ pod uwage sile potrzebna w kazdym przypadku.)

18. Jezeli $cisnieta w sposob trwaly sprezyne umieScimy w odpowiednim kwasie, ulegnie ona roz-
puszczeniu. Co si¢ stanie ze zmagazynowana w sprezynie energia potencjalng?

Zadania

Paragraf 8-3

1. Na cialo poruszajace si¢ wzdluz osi x dziala sita odpychajaca F = kx, powodujac jego ruch. (a)
Znalez¢ funkcje energii potencjalnej U(x) dla tego ruchu oraz napisaé dla tego przypadku prawo zachowania
energii. (b) Opisa¢ ruch tego uktadu i pokazaé, ze ruch ten jest przykltadem ruchu ciala znajdujacego si¢
w poblizu polozenia réwnowagi nietrwalej.

Odp.: (a) —kx?[2.

2. Migdzy dwiema czastkami o masach m; i m, dziala sita przyciagania wyrazona wzorem:

mym;

2 ’

F=k

X

gdzie k jest pewna stala, a x odlegloscia miedzy czastkami. Znalezé: (a) funkcje energii potencjalnej, (b)
prace potrzebna do zwigkszenia odleglosci migdzy tymi czastkami od x = x; do x = x;+d.
3. Na stole jest przytrzymywany lancuch, przy czym jedna piata calej jego dlugosci zwisa w dot. Nie
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uwzgledniajac tarcia faficucha o stol, obliczy¢ pracg, jaka trzeba wykonag, aby catkowicie wciagna laficuch
na stol. Przyja¢, ze masa laficucha wynosi m, a jego dlugosé I

Odp.: mgl[50.

Paragraf 8-4

4. Dwugramowa moneta lezy na pionowo ustawionej sprezynie spiralnej. Monet¢ popchnieto w dét
tak, ze sprezyna skrocifa si¢ 0 1,0 cm. Staly wspolczynnik sprezystosci dla tej sprezyny wynosi 40 N/m.
Jak wysoko moneta si¢ wzniesie ponad polozenie pierwotne po zwolnieniu sprezyny?

5. Stukilogramowy czlowiek wyskoczyt z okna na sie¢ ratunkowa znajdujaca si¢ 15 m ponizej. Pod
jego cigzarem sie¢ rozciagnela si¢ 0 3 m zanim osiagnal punkt najnizszy, a nastepnie wyrzucito go w po-
wietrze z powrotem. Jaka jest energia potencjalna rozciagnigtej sieci jezeli nie ma rozproszenia energii przez
sily niezachowawcze?

Odp.: 1800 kG-m.

6. Klocek o masie 2 kg spada z wysokosci 0,40 m na sprezyne o wspolczynniku sprezystosci k =
1960 N/m. W wyniku tego sprezyna zostanie $cisnigta. Obliczy¢é maksymalna warto$¢ zmiany dlugosci
sprezyny (pominaé tarcie).

7. Wykazac, ze jezeli rzuty ukodne charakteryzuja si¢ jednakowymi predkoéciami poczatkowymi Vo,
to pomimo Ze katy wyrzutu sa rozne, predkosci v na tych samych poziomach sa jednakowe i nie za-
leza od kata wyrzutu.

8. Stwierdzono, Ze pewna sprezyna nie podlega prawu Hooke’a. Jezeli jest ona rozciagni¢ta na od-
leglos¢ x (w metrach), to sila (w niutonach), ktéra wywiera w kierunku przeciwnym do rozciagnigcia, wyraza
si¢ wzorem: 52,8x+38,4x2. (a) Obliczy¢ catkowita prace potrzebna do rozciagnigcia sprezyny od polozenia
x = 0,50 do x = 1,00 m. (b) Po zamocowaniu jednego korica sprezyny do drugiego przyczepiono cialo
o masie m = 2,17 kg i wtedy sprezyna ulega rozciagnieciu o x = 1,00 m. Nastepnie cialo zostalo uwol-
nione i zaczelo si¢ porusza¢; obliczy¢ jego predkos¢ w chwili, gdy rozciagniecie wracajacej do stanu poczat-
kowego sprezyny wynosi x = 0,50 m. (c) Wyjasni¢, czy sita wywierana przez sprezyne jest zachowawcza
czy niezachowawcza.

9. Utrzymuje si¢, ze wielkie drzewa wyparowuja dziennie okoto 910 kg wody. (a) Przyjmujac, ze
przecigtny poziom wzniesienia wody wynosi 9,1 m, obliczy¢, ile energii trzeba zuzyé, aby tego dokonaé?
(b) Ile bedzie wynosila przecigtna moc, przyjawszy, ze parowanie trwa 12 godzin dziennie?

Odp.: (a) 2,3-10"2 kWh; (b) 1,9 W.

10. Do pionowo zawieszonej sprezyny przytwierdzono cialo, ktére opuszczono do polozenia rownowa-
gi, co spowodowato wydluzenie sprezyny o d. Obliczy¢é maksymalne wydluzenie sprezyny, jezeli temu ciatu
po przytwierdzeniu go do spre¢zyny pozwolono swobodnie opadaé w dot.

11. Cialo bedace poczatkowo w spoczynku spada z wysokosci A. Ustali¢ energi¢ kinetyczna i poten-
cjalng ciata jako funkcje (a) czasu i (b) wysokosci. Narysowaé wykres tych funkeji i wykazaé, ze ich suma,
energia catkowita, jest stala w kazdym przypadku.

Paragraf 8-5

12. Czastka porusza si¢ wzdtuz linii prostej w obszarze, w ktorym jej energia potencjalna zmienia sig
tak, jak pokazano na rys. 8-10. (a) Naszkicowa¢ w tej same;j skali na osi odcigtych sile F(x) dzialajaca na te
czastke. Wskaza¢ na wykresie przyblizona skalg dla F(x). (b) Naszkicowaé wykres energii kinetycznej
czastki, jezeli ma ona stala energi¢ catkowita rowna 4,0 J. Wskazaé skalg liczbowa na osi K(x).

0 1 2 3
x,m

Rys. 8-10. Zadanie 12 Rys. 8-11. Zadanie 13
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13. Czastka o (jadro helu) znajdujaca si¢ w duzym jadrze jest w nim utrzymywana przez potencjat,
ktérego ksztalt jest podany na rys. 8-11. (a) Znalezé funkcje zmiennej x, ktora mialaby w przyblizeniu
ten ksztalt i warto§¢ minimalna U, dla x = 0 oraz maksymalna U; dla x = x,i x = —x;. (b) Wyznaczyé
sil¢ oddziatywania czastki « z jadrem jako funkcje x. (c) Opisaé, jakie ruchy s3 mozliwe w tym ukladzie.

Paragraf 8-6

14. Wahadlo przedstawione na rys. 8-12 ma dlugoé¢ / = 4 m. Po uwolnieniu kulka wahadta porusza
si¢ w d6t po tuku zaznaczonym linig przerywana. Obliczyé predkos¢ kulki w chwili, gdy znajduje si¢ ona
W najnizszym punkcie toru.

| l

\
\
\
\
\
\
\

o —>

N

\N-’

~ ! 7/
R .
~= Rys. 8-12. Zadania: 14, 27, 30

15. Rysunek 8-13 przédstawia profil doskonale gladkiego toru karkolomnej kolejki. W punkcie A
rozpoczyna si¢ ruch wagonu o masie m, z predkoscia vo. Zakladamy, ze wagon moze by¢ traktowany jako
punkt materialny oraz ze pozostanie on zawsze na torze. (a) Jaka predkosé bedzie miat wagon w punktach
B i C? (b) Jakie opdznienie jest potrzebne w celu zatrzymania wagonu w punkcie E, jezeli w punkcie D
zostaly wlaczone hamulce?

Odp.: (a) vs = vo; vc = Yv3+gh; (b) (vi+2gh)/2L.

A

Rys. 8-13. Zadanie 15

16. Jaka sita odpowiada energii potencjalnej U = —ax?+bxy+2?
17. Energia potencjalna, odpowiadajaca pewnemu dwuwymiarowemu polu sil, wyraza sic wzorem:

U(x,y) = 3k +y?).
(a) Wyznaczy¢ F; i F, oraz przedstawié wektor sity w kazdym punkcie przy pomocy wspétrzednych x i y.
(b) Znalez¢ F, i Fp oraz przedstawié wektor sily w kazdym punkcie przy pomocy wspétrzednych bieguno-
wych r i 6 tego punktu. (c) Czy mozna obmyslié fizyczny model takiej sily?
Odp.: (a) F. = —kx; F, = —ky, F skierowana do poczatku ukladu. (b) F, = —kr; Fy = 0.
18. Tak zwany potencjal Yukawy:

Ur) = — 2% Uge=riro
r
opisuje dos¢ dokladnie oddziatywania migdzy nukleonami (tzn. neutronami i protonami, ktére sa skladni-
kami jadra). Stata r, wynosi okoto 1,5+ 10~!% m, a stala U, wynosi okolo 50 MeV. (a) Znalez odpowied-

nie wyrazenie na sil¢ przyciagania. (b) Aby wykaza¢ jej krotki zasieg, obliczy¢ stosunek wartosci tej sily
dla r = 2ry, 4re, 10r, do jej wartosci dla r = r,.
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19. Idealna niewazka sprezyna S moze by¢ cisnigta o 1,0 m pod wplywem sity 100 N. Ta sama
sprezyna zostala umieszczona przy podstawie doskonale gladkiej réwni pochylej, ktéra tworzy z poziomem
kat 6 = 30° (zob. rys. 8-14). Cialo o masie M = 10 kg, pozostajace poczatkowo w spoczynku na szczycie
réwni, zostaje zwolnione i zeslizguje sie w dot. Cialo to zatrzymuje si¢ natychmiast po Sci$ni¢ciu sprezyny
o0 2,0 m. (a) Jaka odleglos¢ przebywa Slizgajace sie cialo do chwili zatrzymania? (b) Jaka predkos¢ ma to
cialo bezposrednio przed zetknigciem si¢ ze sprezyna?

Odp.: (a) 4,1 m; (b) 4,5 m/s.
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Rys. 8-14. Zadanie 19 Rys. 8-15. Zadanie 22

20. Sile przyciagania miedzy dodatnim jadrem wodoru a jego ujemnym elektronem mozna wyrazi¢

wzorem:

e2
F=k gy

gdzie e jest tadunkiem elektronu, k pewna stala, a r odlegloécia miedzy elektronem i jadrem. Zal6zmy, Ze
jadro jest nieruchome. Poczatkowo elektron porusza sie po orbicie kotowej o promieniu R, dookola jadra,
pozniej nagle przeskakuje na orbitg kolowa o promieniu Rz, znajdujaca si¢ blizej jadra. (a) Obliczy¢ zmiang
energii kinetycznej elektronu, stosujac druga zasad¢ Newtona. (b) Obliczy¢, jak zmieni si¢ energia po-
tencjalna atomu, wykorzystujac zalezno$¢ miedzy sila a energia potencjalna. (c) Pokaza¢, jak zmieni sig
catkowita energia atomu po tym przeskoku. (Energia ta jest wyslana poza atom w postaci promienio-
wania.)

21. Wahadlo matematyczne, utworzone z lekkiego sztywnego preta o dlugosci / i z ciala o masie m
przymocowanego do korca tego preta, ustawiono tak, aby to cialo zajmowalo najwyzsze polozenie, po
czym je puszczono. (a) Obliczy¢ predkoéé v ciata oraz (b) naprezenie T, dzialajace na punkt zawieszenia
w chwili, gdy znajduje si¢ ono w najnizszym polozeniu. (c) Nastepnie to samo wahadlo ustawiono w polo-
zeniu poziomym i puszczono. Pod jakim katem, liczac od pionu, wahadlo bedzie si¢ znajdowalo w chwili,
gdy sifa dzialajaca na punkt zawieszenia bedzie si¢ rownala cigzarowi ciata?

Odp.: (a) 2/gl; (b) Smg (c) 71°.

22. Wahadlo matematyczne, przedstawione na rys. 8-15 skfada si¢ z nici o dhugosci /i kulki o masie m.
W chwili gdy kulka ma predkos¢ vo, ni¢ wahadla tworzy z pionem kat 6, (0 < 6 < ™/2). Przy pomocy g
oraz przy pomocy podanych wyzej wielkosci okresli¢: (a) predkos¢ vy kulki w jej najnizszym potlozeniu;
(b) najmniejsza wartos¢ predkosci v, ktora moglaby mie¢ predkosc vo, aby ni¢ podczas ruchu osiagnela
polozenie poziome; (c) predkosé v; taka, ze jezelivo > v3, to wahadlo nie bedzie wykonywalo drgan, lecz
bedzie poruszalo si¢ w sposob ciagly po okregu kota w plaszczyZnie pionowe;j.

23. Wykonano proste wahadto, przywiazujac kamien 2 kg do sznurka 4 m. Nadajac ruch wahadhlu
kamie rzucono w gore, prostopadle do sznurka, gdy sznurek tworzyt z pionem kat 60°. Kamien prze-
chodzi przez najnizszy punkt z predkoscia 8 m/s. (a) Jaka jest predkosc kamienia w momencie jego pusz-
czania? (b) O jaki najwigkszy kat wzgledem pionu wychyli sig wahadlo? (c) Przyjmujac, ze w najnizszym
swoim polozeniu wahajacy si¢ cigzarek ma zerowa grawitacyjna energi¢ potencjalng obliczy¢ catkowits
energi¢ mechaniczna ukladu.

Odp.: (a) 5,0 m/s; (b) 80°; (c) 64 J. i

24. Po torze wygictym, tak jak na rys. 8-16 (petla), zsuwa si¢ bez tarcia cialo o masie m. (a) Obliczy¢
site dzialajaca na to cialo w punkcie Q, jezeli zaczyna sie ono zsuwa¢z punktu P. (b) Z jakiej wysokodci cialo
musi si¢ zsunag, aby sila, ktora wywiera ono na tor w najwyzszym punkcie petli, byla rowna cigzarowi tego
ciata?
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25. Punkt materialny o masie m, znajdujacy si¢ poczatkowo w spoczynku, zaczyna si¢ zeslizgiwaé po
doskonale gladkiej powierzchni kuli o promieniu r (rys. 8-17). Kat nalezy mierzy¢ od pionu a energie
potencjalng — wzgledem wierzchotka. Okresli¢: (a) zmiang energii potencjalnej punktu w zaleznoéci od
kata; (b) energie kinetyczna jako funkcje kata; (c) przyspieszenie dosrodkowe i styczne jako funkcje kata;
(d) kat, przy ktérym punkt materialny odpadnie od kuli.

Odp.: (a) —mgr(1—cosb); (b) mgr(1—cosb); (c) 2g(1—cosb); gsinb; (d) arccos2/3.

L m

|
Rys. 8-16. Zadanie 24 Rys. 8-17. Zadanie 25

26. Czastka o masie m porusza si¢ po pionowym okregu o promieniu R, po wewnetrznej stronie toru
(rys. 8-18). Tarcie nie wystgpuje. Gdy czastka znajduje si¢ w najnizszym polozeniu, jej predkos$é wynosi vo.
(a) Jaka powinna by¢ minimalna warto$¢ v,, predkosci ve, z ktéra czastka bedzie zdolna wykonaé pelny
obrét, nie tracac kontaktu z torem? (b) Przypusémy, ze v, wynosi 0,775v,,. Czastka bedzie siec wznosita
po torze do pewnego punktu P, w ktérym utraci kontakt z torem i bedzie si¢ poruszala po drodze zazna-
czonej, w przyblizeniu, przerywana linia. Wyznaczyé polozenie katowe 0 punktu P.

27. Gwo6zdz na rys. 8-12 jest umieszczony w odleglosci d ponizej zawieszenia. Wykazaé, ze d musi byé
réwne przynajmniej 0,6/, jezeli kulka ma si¢ poruszaé po torze kolowym, w ktérego $rodku znajduje sie
gwozdZ i ma zatoczy¢ pelne kolo.

< 2,0m |

Rys. 8-18. Zadanie 26 Rys. 8-19. Zadanie 28

28. Dwoje dzieci bawi si¢ w gre, w ktorej nalezy trafi¢ do malego pudetka kulka ze sprezynowego
pistoletu umieszczonego na doskonale gladkim stole (rys. 8-19). Jedno dziecko $ciska sprezyng o 1 cm
i kulka upada 20 cm przed pudelkiem, ktore jest w poziomie oddalone 0 2 m od brzegu stolu. Jak po-
winno $cisnaé t¢ sprezyne drugie dziecko, aby ta sama kulka wpadla do pudetka?

29. Schody ruchome lacza dwa pietra odlegle od siebie o 7,6 m. Diugos¢ schodéw wynosi 12 m,
aich predko$¢ poruszania si¢ 0,61 m/s. (a) Jaka moc wyzwala silnik napedzajacy schody, jezeli w ciagu
minuty przewozi si¢ 100 0s6b o $redniej masie 73 kg kazda? (b) Czlowiek o cigzarze 710 N wspina si¢
po schodach, bedacych w ruchu, z dolnego pi¢tra na gérne w ciagu 10 s. Jaka pracg, zwiazana z prze-
sunigciem czlowieka, wykonuje w tym przypadku silnik? (c) Jezeli cztowiek, bedac w polowie wysokosci
schodéw, zawroci i zacznie schodzi¢ w dot z taka predkoscia, ze jego polozenie nie ulegnie zmianie w prze-
strzeni, to czy silnik w zwiazku z tym bedzie wykonywal pracg? Jezeli tak, to jaka moc wyzwoli silnik,
aby t¢ pracg wykonaé? (d) Czy jest jaki$ (inny?) sposob, w jaki cztowiek moglby poruszaé sie po rucho-
mych schodach bez pobierania mocy z silnika?

Odp.: (a) 9100 W; (b) 2700 J.
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30. Przypus¢my, ze sznur wahadta przedstawionego na rys. 8-12 jest bardzo elastyczny, np. wykonany
z gumy, oraz ze w chwili uwolnienia kulki jest on nierozciagnigty i ma dtugos¢ /. (a) Wyjasnié, dlaczego
nalezaloby oczekiwaé, ze kulka po osiagni¢ciu dolnego pofozenia bedzie znajdowala si¢ w odleglosci
wigkszej od /, liczac od punktu zawieszenia. (b) Wykaza¢, stosujac rozwazania dynamiczne i energetyczne,
ze jezeli Al jest male w poréwnaniu z /, to sznur bedzie rozciagnigty o Al = 3mg/k, gdzie k jest wspol-
czynnikiem sprezystosci sznura. Zwrdci¢ uwagg na to, ze im wigksze jest k,tym mniejsze Al oraz tym lepsze
przyblizenie Al < I. (c) Wykaza¢ przy tych samych warunkach, ze predko$¢ kulki w dolnym polozeniu
wynosi v = ;/ 2¢(I—3mg[2k) i jest mniejsza od predkosci, ktora mialaby ta kulka w przypadku sznura
nieelastycznego (k = o0). Poda¢ fizyczne wyjasnienie tego wyniku stosujac rozwazania energetyczne.

Paragraf 8-7

31. Dwa szczyty pokryte $niegiem: 3500 m n.p.m. i 3400 m n.p.m. sa oddzielone dolina. Trasa nar-
ciarska biegnie od szczytu wyzszego do szczytu nizszego, a jej catkowita dtugosé wynosi 3000 m. (a) Nar-
ciarz zaczyna jazdg ze szczytu wyzszego. Z jaka predkoscia dojedzie on do szczytu nizszego, jezeli bedzie
jechat jak najszybciej, nie probujac zwolni¢? Pomina¢ tarcie. (b) Oszacuj w przyblizeniu, jaki musi byé
wspolczynnik tarcia $niegu, aby narciarz bez przeszkod dojechat do nizszego szczytu?

Odp.: (a) 4 m/s; (b) W przyblizeniu 1/10.

32. Pocisk o masie 9,4 kg zostal wystrzelony prosto do gory z predkoscia poczatkowa 470 m/s.
O ile wyzej dotarlby pocisk, gdyby opdér powietrza nie rozproszyt energii 6,8 105 J?

33. Wykazac, ze w danej chwili szybko§¢ zmniejszania si¢ energii mechanicznej uktadu poczatkowo za-
chowawczego, poruszajacego si¢ z tarciem, jest réwna iloczynowi sily tarcia i predkosci uktadu w tej chwili,

I d
ezt —K+0) = —fo.

34. Chlopiec siedzi na szczycie potkulistej bryly lodu, (rys. 8-20). Zostat lekko pchnigty i zaczat
zeSlizgiwaé si¢ w dot. (a) Wykaza¢, ze spadnie z lodu w punkcie, ktorego wysokos§¢ wynosi 2R/3, jezeli 16d
jest doskonale gladki. (b) Jezeli wystepuje tarcie migdzy lodem a chlopcem, to czy spadnie on z wigkszej
czy z mniejszej wysokosci niz w (a)?

Rys. 8-20. Zadanie 34 Rys. 8-21. Zadanie 35

35. Sprezyna o wspolczynniku sprezystosci 2 N/m, ktorej mas¢ pomijamy, umocowana jest poziomo
(rys. 8-21). Ze sprezyna ta zderza sig ciato o masie 1 kg powodujac jej Sciniecie 0 4 m, liczac od polozenia
réwnowagi. Obliczy¢ predkosé, ktéra ma cialo w chwili zderzenia sie, jezeli wspolczynnik tarcia Kkinetycz-
nego miedzy cialem a pozioma powierzchnia, po ktérej si¢ poruszalo, rowny jest 0,25.

Odp.: 7,2 m/s.

36. Na szczycie réwni pochylej o dtugosci /i kacie nachylenia do poziomu 0 znajduje sie ciato o masie m,
ktore zaczyna zsuwa¢ si¢ w dol. (a) Przyjmujac, ze wspolczynnik tarcia wynosi u, obliczyé predkosé ciata
przy podstawie réwni. (b) Po zsunigciu si¢ z réwni pochylej cialo przesuwa si¢ na pewna odleglosé d po
takiej samej powierzchni, lecz ustawionej poziomo. Obliczyé te odleglosé. Rozwiaza¢ powyzsze zadanie
stosujac zasad¢ zachowania energii oraz powtorzyé rozwiazanie korzystajac z zasad Newtona.

37. Klocek 4 kg sunie do gory 30° réwni pochylej z poczatkowa energia kinetyczng 128 J. Do kté-
rego punktu rowni dotrze 6w klocek, jezeli wspolczynnik tarcia wynosi 0,30?

Odp.: 4,3 m.

38. Cialo 20 kG jest pchane przez pozioma sil¢ F w gore doskonale gladkiej 30° réwni pochylej
o diugosci 3 m. (a) Jezeli predko$é u dotu wynosi 0,6 m/s, a u gory 3 m/s, jaka prace wykonala sila F?
(b) Jaka jest wartos¢ sity F? (c) Przyjaé, ze rownia nie jest doskonale gladka i ze ux = 0,15. Do jakiego
punktu réwni dojdzie cialo?
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39. Cialo $lizga si¢ wzdluz toru o podniesionych koricach i ptaskiej czgici srodkowej, jak to pokazano
na rys. 8-22. Czgs¢ plaska ma diugos¢ / = 2,0 m. Wygiete czesci toru sa doskonale gladkie. Dla czesci
plaskiej wspolczynnik tarcia kinetycznego wynosi ux = 0,20. Cialo zostaje puszczone w punkcie A, znaj-
dujacym si¢ na wysokosci & = 1,0 m ponad plaska czgsicia toru. Gdzie ostatecznie cialo sie zatrzyma?

Odp.: W $rodku plaskiej czgsci.
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Rys. 8-22. Zadanie 39

40. Do jednego korica lekkiego sztywnego preta o diugosci / doczepiona jest kulka o masie m (rys. 8-23).
Drugi koniec umocowany jest na idealnie gladkim czopie w taki sposob, ze kulka porusza si¢ po pionowym
kole. Uklad puszczono w doét z pozycji poziomej 4 nadajac mu predkosé poczatkowa v,. Kulka dochodzi
do punktu D i zatrzymuje sie. (a) Otrzymaé wzor na v, uzywajac I/, m, g. (b) Jakie jest naprezenie preta,
gdy kulka znajduje si¢ w punkcie B? (c) W czopie umieszczono ziarnko piasku, po czym kulka dochodzi
do punktu C, puszczona w punkcie A4 z ta sama predkoscia jak poprzednio. Jaka prace wykonuje tarcie
podczas tego ruchu? (d) Jaka pracg catkowita wykona tarcie zanim kulka ostatecznie zatrzyma si¢ w punk-
cie B po ustaniu ruchu wahadlowego?
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Rys. 8-23. Zadanie 40 Rys. 8-24. Zadanie 41

41. Gdy winda o ci¢zarze 1800 kG znajduje si¢ w spoczynku na pierwszym pigtrze, nastgpuje zerwanie
liny (rys. 8-24). W chwili wypadku podloga windy znajduje si¢ w odleglosci d = 3,5 m ponad sprezyna
amortyzujaca o wspolczynniku sprezystosci k£ = 15 kG/m. Dzigki wlaczeniu si¢ urzadzenia zabezpiecza-
jacego pojawia sig stata sita tarcia o wartosci 450 kG, ktora przeciwstawia si¢ ruchowi windy. (a) Znale#é
predko$¢ windy tuz przed uderzeniem w sprezyne. (b) Znalez¢ odlegtos¢ s, o jaka sprezyna zostanie $cis-
nigta. (c) Znalez¢ odlegtosé, na jaka winda ,,odskoczy”’ z powrotem do gory. (d) Stosujac zasade zachowania
energii, znalez¢ catkowita droge, ktora przebedzie winda do chwili zatrzymania si¢. Dlaczego odpowiedz
nie jest dokladna?

Odp.: (a) 7 m/s; (b) 0,875 m; (c) 2,625 m; (d) 14,3 m.

Paragraf 8-9

42. Dioda prézniowa zawiera cylindryczna anode otaczajaca cylindryczna katode. Katoda emituje
elektrony, majace predkos¢ poczatkowa rowna zeru, oraz energie potencjalng wzgledem anody 4,8 - 10716 J.
Przypusémy, ze elektron nie ulega zderzeniom oraz ze sile grawitacji mozemy pominaé. (a) Jaka energie
kinetyczna bedzie mial elektron w chwili zderzenia z anoda? (b) Przyja¢, Ze masa elektronu wynosi
9,1-10731 kg i obliczy¢ jego predkosé koricowa. (c) Czy sa podstawy do stosowania w tym przypadku
klasycznych wyrazen na energie kinetyczna i mase, zamiast wyrazen relatywistycznych?

43. Obliczy¢ predko$¢ elektronu majacego energie kinetyczna: (a) 100 000 eV; (b) 1000000 eV.

Odp.: (a) 1,6- 10® m/s; (b) 2,8 10® m/s.
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