2. Wektory

2-1. Wektory i skalary

Zmian¢ polozenia punktu materialnego nazywamy przemieszczeniem. JeZeli punkt
materialny porusza si¢ od potozenia 4 do polozenia B (rys. 2-la), jego przemieszczenie
przedstawia linia prosta aczaca A i B; kierunek przemieszczenia mozna okresli¢ rysujac
w poblizu B ostrze strzatki, co wskazuje, Zze przemieszczenie odbywato si¢ od 4 do B.
Rzeczywista droga przebyta przez punkt nie musi by¢ oczywiscie linia prosta; strzalka
przedstawia jedynie wypadkowy efekt ruchu, a nie prawdziwy ruch.

Rys. 2-1. Wektory przemieszczenia. (a) Wektory
AB i A’'B’ sa identyczne, poniewaz maja t¢ sama diu-
go$¢ i taki sam kierunek. (b) Rzeczywista drogq
punktu materialnego poruszajacego si¢ od 4 do B

c o .
moze by¢ krzywa przedstawiona na rysunku; prze-
B A’ B B mieszczenie pozostaje wektorem AB. Dla pewnego
posredniego punktu P przemieszczenie wzglgdem
) punktu A jest wektorem AP. (c) Po przemieszczeniu
‘4 P N v AB punkt materialny doznaje innego przemiesz-
) 6) )

Bl

czenia BC. Wypadkowy efekt tych dwoch przemiesz-
a c czefi przedstawia wektor AC

Na rysunku 2-1b, na przyklad, narysowaliSmy droge przebyta przez punkt materialny
poruszajacy si¢ od 4 do B. Droga ta nie pokrywa si¢ z przemieszczeniem AB. Robiac
migawkowe zdjecie punktu materialnego w potozeniu A, a nastgpnie w pewnym bardzo
bliskim polozeniu P, moglibysmy otrzymaé wektor przemieszczenia AP, przedstawiajacy
wypadkowy efekt ruchu w rozwazanym przedziale czasu, nawet gdybysmy nie znali rze-
czywistej drogi punktu miedzy tymi polozeniami. Ponadto, przemieszczenie takie jak
A'B’ (rys. 2-1a), réwnolegle do AB oraz majace taki sam zwrot i taka sama diugos¢ jak 4B,
przedstawia t¢ sama zmiane potozenia co AB. Nie bedziemy rézrozniaé tych dwu przemiesz-
czen. Przemieszczenie jest wigc scharakteryzowane przez dlugosé i kierunek.

W podobny sposob mozemy przedstawié kolejne przemieszczenie od B do C (rys. 2-1c).
Wypadkowy efekt tych dwoch przemieszczen bedzie réwny przemieszezeniu od A do C.
AC nazywamy wigc sumq lub wypadkowq przemieszczeni AB i BC. Zauwazmy, Ze suma ta
nie jest sumga algebraiczng i Ze sama liczba nie wystarcza do jej jednoznacznego okreslenia:
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Wielkosci, ktore zachowujg si¢ jak przemieszczenia, nazywane sa wektorami*. Wektory
sa to wigc wielkosci, majace okreslong zar6wno warto$¢, jak i kierunek oraz podlegajace
pewnym regulom dodawania**. Reguly te zostana podane w nastepnym paragrafie.
Przemieszczenie jest wigc wygodnym prototypem wektora. Innymi wielko$ciami fizycznymi,
ktére mozna traktowa¢ jako wektory, sa sita, predkos¢, przyspieszenie, nateZenie pola
elektrycznego oraz pola magnetycznego. Wiele praw fizycznych przy uzyciu notacji wekto-
rowej da si¢ zapisa¢ w bardziej zwigzlej postaci, a to z kolei czgsto bardzo upraszcza wy-
prowadzenie tych praw.

Wielkosci, ktére mozna jednoznacznie okresli¢ za pomoca liczby i jednostki, a wiec
majace jedynie wartosci, nazywane sg skalarami. Wielkosciami fizycznymi, ktére zacho-
wuja si¢ jak skalary, sa: masa, dlugos¢, czas, gestosé, energia oraz temperatura. Skalary
podlegaja dziataniom zwyklej algebry.

2-2. Dodawanie wektoréw, metoda geometryczna

Graficznie wektory przedstawiamy jako strzatki. Kierunek strzatki jest zgodny z kie-
runkiem wektora, przy czym ostrze strzalki okresla zwrot wektora; dtugo$¢ strzalki na-
tomiast dobieramy proporcjonalnic do wartosci wektora, tzn. ustalamy pewna skale.
Na przyklad przemieszczenie o 40 m w kierunku pétnocno-wschodnim na skali, ktorej
1 cm odpowiada 10 m, bedzie przedstawione jako strzatka o dlugosci 4 cm, nachylona
pod katem 45° do linii wskazujacej kierunek wschodni, o ostrzu umieszczonym na pra-
wym koricu strzatki. W druku wektory oznaczamy najczeéciej grubymi literami, np. d.
Przy pisaniu recznym wygodniej jest rysowaé strzatke nad litera bedaca symbolem danej
wielkosci wektorowej, np. d.

Czgsto interesuje nas jedynie warto$¢ (dlugos¢) wektora, a nie jego kierunek. Warto§é
wektora d jest to jego wartos¢ bezwzgledna, mozna wiec ja oznaczy¢ jako |d|; jeszcze
czgsciej warto$¢ wektora przedstawiamy za pomoca litery napisanej kursywa d. Grubym
drukiem oznaczamy obie wlasciwosci wektora; jego warto$é i kierunek.

Rys. 2-2. Suma wektorow a+b = r; poréwnaé z rys. 2-Ic

Rozwazmy teraz rys. 2-2, na ktérym przerysowaliémy i oznaczylismy symbolami
wektory przemieszczenia z rys. 2-1c. Zalezno§é migdzy tymi przemieszczeniami (wektorami)
mozna zapisaé jako

atb=r. 2-1)

* Stowo wektor pochodzi z lac. i znaczy przewoznik, co kojarzy si¢ z przemieszczeniem.

Gdyby Czytelnik chcial si¢ zapoznaé szerzej z wektorami moze skorzystaé z ksiazki: E. Karas-
kiewicz, Zarys teorii wektorow i tensoréw, wyd. III, PWN, Warszawa 1975.

** W wielu podrecznikach wyréznia sie jeszcze jedna wlasciwo$¢ wektora, a mianowicie jego zwrot.
Dwa wektory o tym samym kierunku moga mie¢ zgodne lub przeciwne zwroty, ktore na rysunkach oznacza
sig strzalka. W niniejszej ksiazce uzywa si¢ na og6t terminéw: dodatni i ujemny kierunek wektora, majac
na mysli zwrot zgodny ze zwrotem danego wektora i zwrot przeciwny. (Przyp. tlum. wyd. pol.)
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Reguly pozwalajace wykonaé geometrycznie dodawanie wektorow s3 nastgpujace:
przedstawiamy na wykresie, po wybraniu odpowiedniej skali, wektor a; nastgpnie rysuje-
my wektor b, tak aby ostrze wektora r stykalo si¢ z ostrzem wektora b. Otrzymane w ten
sposob przemieszczenie jest rownowazne co do wartosci i kierunku dwém kolejnym
przemieszczeniom a i b. Postgpowanie to mozna uogdlnié, otrzymujac sume dowolnej
liczby kolejnych przemieszczen.

Poniewaz wektory sa wielkosciami nowymi, musimy poda¢ nowe reguly, jakim podle-
gaja dziatania na wektorach. Symbol ,,+” w réwnaniu (2-1) ma inne znaczenie niz w aryt-
metyce czy zwyklej algebrze. Nakazuje on nam wykonanie innego uktadu operacji.

Rys. 2-3. (a) Prawo przemiennosci dla sumy wekto-
rowej: a+b =b+a. (b) Prawo lacznosci dla sumy
trzech wektorow: d+(e+f) = (d+e)+f

Korzystajac z rys. 2-3 mozemy udowodni¢ dwie wazne wlasciwosci dodawania wekto-
rowego:
a+b = b+a (prawo przemiennoSci) 2-2)
oraz
d+(e+f) = (d+e)+f (prawo lgcznosci) 2-3)
Prawa te wykazuja, Ze nie jest wazne, w jakiej kolejnosci dodajemy wektory i jak je gru-
pujemy; w obu przypadkach suma jest taka sama. Pod tym wzgledem dodawanie wekto-
rowe i skalarne podlegaja tym samym regulom.

Definiujac wektor ujemny jako wektor o tej samej dtugosci, lecz przeciwnie skierowa-
ny niz wektor dodatni, mozemy dotaczy¢ do naszej algebry wektoréw dzialanie odejmo-
wania. Wowczas :
a—b=a+(-b), (2-4)
jak pokazano na rys. 2-4.

A/v /\
© & Py
AN
Rys. 2-4. Roznica wektorow a—b = a+(—b)

Pamigtajmy, ze chociaz przy ilustrowaniu powyzszych operacji korzystalismy z wekto-
16w przesunigcia, podane reguly stosuja si¢ do wszystkich wielkosci wektorowych.

2-3. Rozkladanie wektorow na skladowe i dodawanie wektorow.

Metoda analityczna

Geometryczna metoda dodawania wektoréw jest niewygodna w przestrzeni tréjwy-
miarowej; czgsto jest ona réwniez niewygodna w przypadku dwuwymiarowym. Inna
metoda dodawania wektoréw jest metoda analityczna, wykorzystujaca rozktadanie wekto-
réw na skladowe, w jakim$ szczegélnym ukladzie wspotrzednych.
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Na rysunku 2-5a pokazany jest wektor a, ktérego poczatek zostal umieszczony w po-
czatku prostokatnego ukladu wspotrzednych. Jezeli koniec wektora a zrzutujemy na osie
ukladu prostopadle, to otrzymane tak wielkosci a, i a, nazywamy skiadowymi wektora a.
Sama operacja nazywa si¢ rozkladaniem wektora na skladowe. Na rysunku 2-5 przedsta-
wiono, dla wygody, dwuwymiarowy przypadek rozkladania wektora; uogdlnienie wy-
ciagnigtych wnioskéw na przypadek trojwymiarowy bedzie bardzo proste.

y
ay Y
0 by x
a o b
[ \
0 ax x by

a) h)

Rys. 2-5. Dwa przykiady rozkladania wektora na skltadowe skalarne w pewnym szczegblnym ukladzie
wspolrzednych

Dowolny wektor moze mie¢ wiele skladowych. Na przyklad, jezeli osie x i y z rys. 2-5a
obrécimy o 10° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, otrzymamy inne
skladowe wektora a. Ponadto mozemy korzystaé z nieprostokatnych, skosnych ukladéw
wspltrzednych, tzn. takich uktadéw, w ktérych kat miedzy dwiema osiami jest rézny
od 90°. Sktadowe wektora s3 wigc jednoznacznie okreslone dopiero wtedy, gdy wybraliSmy
jakis$ uktad wspéirzednych. Aby znalez¢ skladowe wektora, nie musimy koniecznie umiesz-
cza¢ poczatku wektora w poczatku ukladu — zrobiliémy tak jedynie dla wygody; wektor
mozna dowolnie przesuwa¢ w danym ukladzie wspétrzednych i dopéty, dopdki katy,
Jakie tworzy ten wektor z osiami wspétrzgdnych, sa zachowane, jego skladowe zostaja
niezmienione.

Sktadowe a, i a, pokazane na rys. 2-5a tatwo znalez¢ z zaleznosci

a, = acos, a,=asinb, 2-5)

gdzie 0 jest katem, jaki tworzy wektor a z dodatnia czeicia osi x, mierzonym od tej osi
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara. Zauwazmy, Zze w zalez-
nosci od wielkosci kata 6 skladowe a, i a, moga by¢ dodatnie lub ujemne. Na przyklad,
na rys. 2-5b sktadowa b, jest ujemna, a b, dodatnia. Skladowe wektora zachowuja si¢
jak wielkoéci skalarne, poniewaz w dowolnym, ustalonym ukladzie wspéirzednych do
okredlenia ich wystarcza jedynie liczba z odpowiednim znakiem algebraicznym.

Z chwila gdy wektor zostal rozlozony na skladowe, skladowe te mozna wykorzysty-
waé do okreSlenia tego wektora. Zamiast dwu liczb, a (okreslajacej wartos¢ wektora)
16 (okreslajacej kierunek wektora wzgledem osi x), mamy teraz dwie liczby a, i a,. Mo-
zemy przechodzi¢ w obie strony od opisu wektora za pomoca sktadowych a, i a, do réwno-
waznego opisu za pomoca wartosci i kierunku wektora, a i 0, i na odwrét. Aby okresli¢
aif za pomoca a, i a,, zauwaZzmy na podstawie rys. 2-5a, ze

a=JaZia (2-62)
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oraz
tgh= 2= (2-6b)
a)’
Cwiartka, w ktorej lezy 0, okreslona jest przez znaki a, i a,.

Przy rozkladaniu wektora na skladowe wygodnie jest czasami wprowadzi¢ wektor
jednostkowy o okreslonym kierunku. I tak na przyktad wektor a z rys. 2-6a mozna za-
pisa¢ jako ‘

a=ua, -7
gdzie u, jest wektorem jednostkowym o kierunku wektora a. Czgsto wygodnie jest narysowaé
wektory jednostkowe wzdluz osi wybranego, szczegélnego ukladu wspétrzgdnych. W pro-
stokatnych ukladach wspétrzednych dla oznaczenia jednostkowych wektoréw o kierunku
dodatnim osi x, y i z stosuje si¢ zwykle odpowiednio symbole i, j i k, patrz rys. 2-6b.
Zauwazmy, ze wektory i, j, i k nie musza by¢ umieszczone w poczatku ukiadu wspétrze-
dnych. Podobnie jak inne wektory, moga one by¢ dowolnie przesuwane wzgledem danego
ukladu wspoirzednych, byleby tylko ich kierunek wzgledem osi wspétrzegdnych pozostat
niezmieniony.

Rys. 2-6. (a) Wektor a mozna przedstawié
w postaci u,a, gdzie u, jest wektorem jed-
nostkowym majagcym kierunek wektora a.
(b) Wektory jednostkowe i, j i k okreslajace
odpowiednio dodatni kierunek osi x, y i z

a)

Wektory a i b z rys. 2-5 mozna zapisa¢ za pomoca ich sktadowych oraz wektoréw
jednostkowych w postaci
a = ia,+ja,, (2-8a)
oraz
b = ib,+jb,, (2-8b)
(patrz rys. 2-7). Zaleznos$¢ wektora dana réwnaniem (2-8a) jest rownowazna zaleznosciom
skalarnym z réwnan (2-6); zaleznosci te wiaza wektor (a lub @ i 0) z jego skladowymi
(a: i a,). Wielkosci takie jak ia, oraz ja, z réwnania (2-8a) bedziemy czasami nazywaé
wektorowymi skladowymi wektora a; sa one przedstawione jako wektory na rys. 2-7a.
Samo stowo skladowa w dalszym ciagu bedzie odnosi¢ si¢ do wielkosci skalarnej a lub a,.

a)
Rys. 2-7. Dwa przyklady rozkladania wektora na skladowe wektorowe w pewnym szczegdlnym ukladzie
wspoétrzednych; poréwnaé z rys. 2-5
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Rozwazmy obecnie analityczng metod¢ dodawania wektoréw. Niech r bedzie suma
dwoch wektoréw b i a lezacych w plaszczyznie xy, czyli

r=a+b. (2-9)

W danym uktadzie wspotrzednych dwa wektory, takie jak r oraz a+ b moga by¢ réwne
jedynie wtedy, jezeli ich odpowiednic skladowe beda réwne, tzn. gdy

oraz

ry = a,+b,. (2-10b)
Te dwa réwnania algebraiczne traktowane tacznie sa réwnowazne pojedynczemu réwnaniu
wektorowemu (2-9). Z réwnan (2-6) mozemy znalezé r oraz kat 6, jaki wektor r tworzy
Z 0sig x; mianowicie

r=yri+r}
oraz

tgb = r,/r,.

W ten sposéb otrzymaliSmy nastgpujaca analityczng regule dodawania wektoréw:
roztozy¢ w danym uktadzie wspotrzednych kazdy z wektoréw na jego sktadowe; algebraicz-
na suma skladowych wzdluz pewnej osi jest rowna sktadowej wektora wypadkowego
wzigtej wzdluz tej samej osi; znajac sktadowe wektora wypadkowego mozemy znalezé
sam ten wektor. Omoéwiona metod¢ dodawania wektoréw mozna uogélnié na przypadek
wigkszej liczby wektorow oraz dla przestrzeni tréjwymiarowej (patrz zadania 13 oraz 18).

Zaleta metody analitycznej (w poréwnaniu z metoda bezposredniego dodawania
wektoréw przy uzyciu odpowiednich zaleznosci trygonometrycznych) jest to, Zze przy
rozkladaniu wektoréw na sktadowe mamy zawsze do czynienia z tréjkatami prostokatny-
mi, co znacznie upraszcza obliczenia.

Przy dodawaniu wektoréw za pomoca metody analitycznej odpowiedni wybdr ukladu
wspdtrzednych moze znacznie uprosci¢ proces dadawania. Czasami znane s3 z gory skia-
dowe wektora w jakim$ szczegdlnym ukladzie wspotrzednych. Wéwczas wybér ukiadu
jest oczywisty. W innych przypadkach wilasciwy wybdr osi moze bardzo uproséci¢ rozkla-
danie wektor6w na sktadowe. Na przyklad osie powinny by¢ tak zorientowane, aby przy-
najmniej jeden z wektoréw byl réwnolegly do ktorejs z osi.

Przyklad 1. Samolot przebywa odlegtosé 130 km, lecac wzdtuz linii prostej tworzacej kat 22,5° z pot-
noca, w kierunku po6inocno-wschodnim. Jak daleko na wschod i jak daleko na poéinoc oddali si¢ on od
swego poczatkowego polozenia?

Wybieramy taki ukiad wspoirzednych, w ktérym kierunek dodatni osi x jest skierowany na wschod,
a osi y — na polnoc. Nastepnie (rys. 2-8) rysujemy wektor przemieszczenia z poczatku ukladu wspotrzed-
nych (punkt startu samolotu) tak, aby tworzyt on kat 22,5° z osia y (poinocna), pochylajac go w kierunku
dodatnim osi x (wschodnim). Dlugoé¢ wektora tak dobieramy, aby odpowiadata ona 130 km. Jezeli ten
wektor nazwiemy wektorem d, to d, bedzie rowne odleglosci przebytej przez samolot w kierunku wschod-
nim od punktu poczatkowego, a dy — odpowiedniej odleglosci przebytej w kierunku péinocnym. Mamy

6 = 90,0°—22,5° = 67,5°,
tak ze [patrz réwnania (2-5)]
d, = dcosf = 130 km- c0s67,5° = 50 km
oraz

dy = dsin = 130 km - sin67,5° = 120 km.
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Rys. 2-8. Przykiad 1 Rys. 2-9. Przykiad 2

Przyklad 2. Samochéd jedzie po poziomej drodze prosto na wschod, przebywajac odleglo$é 30 km.
Nastepnie skreca na poinoc i jadac doktadnie w kierunku poinocnym przebywa droge rowna 40 km, po
czym zatrzymuje si¢. Znalezé wypadkowe przemieszczenie samochodu.

Wybieramy uklad wspoitrzgdnych nieruchomy wzgledem Ziemi, o osiach tak dobranych, ze do-
datni kierunek osi x wskazuje wschod, a dodatni kierunek osi y — péinoc. Nastepnie rysujemy kolejne
przemieszczeniaa i b, jak pokazano na rys. 2-9. Wypadkowe przemieszczenie r otrzymujemy ze zwiazku
r = a+b. Poniewaz wektor b nie ma skladowej x, a wektor a —skladowej y, mamy [z réwnah
(2-10)]

ry = ay+by = 30 km+0 = 30 km,
ry = ay+by, = 0+40 km = 40 km.
Warto$¢ i kierunek r wynosza wowczas [patrz rownania (2-6)]:
r=yr2+r? = ¥ (30 km)®+ (40 km)? = 50 km,
tgd = ryjrx = 40 km/30 km = 1,33, 6 = arctgl,33 = 53°.

Wypadkowy wektor przemieszczenia r ma wiec warto$é bezwzgledna 50 km i skierowany jest pod katem
53° wzgledem poéinocy w kierunku péinocno-wschodnim.

Przyklad 3. Trzy lezace w jednej plaszczyznie wektory okreslone sa, wzgledem pewnego prostokatnego
ukladu wspotrzednych, wyrazeniami
a = 4i—j,
= —3i+2j
oraz
c= —3j,

przy czym skladowe wyrazone sa w pewnych umownych jednostkach. Znalezé wektor r bedacy suma tych
wektorow.

Z réwnan (2-10) mamy
ry=a;+bi+c:=4-3+0=1

ry=ay+by+c,= —142-3 = -2,
Stad

r = irg+jr, = i-2j.

32



y Rys. 2-10. Trzy wektory a, b i ¢ oraz ich suma geo-
metryczna r
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Na rysunku 2-1(1 pokazane sa wszystkie cztery wektory. Z réwnania (2.6) mozemy obliczy¢, ze warto$é
wektora r wynosi ]/ 5, a kat, jaki tworzy r z dodatnim kierunkiem osi x, mierzony od tej osi w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara, jest rowny arctg(—2/1) = 297°.

2-4. MnoZenie wektorow*

W poprzednich rozwazaniach zakladaliémy, ze dodawane wektory sa podobnego
typu; tzn. wektory przemieszczenia sa dodawane do wektor6w przemieszczenia, wektory
predkosci do wektoréw predkosei itd. Tak samo jak nie ma sensu dodawanie wielkosci
skalarnych r6znego rodzaju, takich jak masa i temperatura, nie ma tez sensu dodawanie
wielkosci wektorowych réznego rodzaju, na przyklad przemieszczenia i nateZenia pola
elektrycznego.

Jednakze, podobnie jak w przypadku skalaréw, rézne rodzaje wektoréw mozemy
mnozy¢ przez siebie tworzac nowe wielkosci fizyczne, o nowych wymiarach. Poniewaz
wektory maja okreslona zaréwno warto$¢ bezwzgledna, jak i kierunek, mnozenie wekto-
rowe nie moze podlega¢ dokladnie tym samym regulom algebraicznym co mnoZenie
skalarne. Musimy ustali¢ nowe reguly mnozZenia dla wektoréw.

Oméwimy jedynie definicje trzech najczgéciej stosowanych rodzajéw mnozenia dla
wektoréw: (1) mnozenie wektora przez skalar, (2) mnoZenie dwéch wektoréw w taki
sposob, aby iloczyn ich byt skalarem i (3) mnozenie dwéch wektoréw w taki sposob,
aby dawaly one nowy wektor. Istnieja jeszcze inne mozliwosci, ale nie bedziemy ich tutaj

_ rozpatrywac.

Mnozenie wektora przez skalar ma prosta interpretacje: iloczyn skalara k i wektora a,
zapisywany jako ka, jest z definicji nowym wektorem, o wartoéci k razy wigkszej od war-
tosci wektora a. Nowy wektor ma taki sam kierunek jak a, jezeli k jest dodatnie, a kieru-
nek przeciwny, jezeli k jest ujemne. Aby podzielié wektor przez skalar, po prostu mno-
Zymy wektor przez odwrotnos¢ skalara.

Kiedy mnozymy wielko$é wektorowa przez inna wielko$¢ wektorowa, musimy roz-
réznia¢ miedzy iloczynem skalarnym (oznaczonym kropka) i iloczynem wektorowym (ozna-

* Z materialu podanego w tym paragrafie bedziemy korzystaé p6zniej. Iloczyn skalarny wektoréw
po raz pierwszy uzyty jest w rozdziale 7, a iloczyn wektorowy w rozdziale 11. Czytelnik moze ten paragraf
pomina¢. Mnozenie wektoré6w umiescilismy tutaj w tym celu, aby daé jednolity opis algebry wektorow,
z ktérego bedziemy korzystaé w dalszych czesciach podrecznika.
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czonym krzyzykiem). Iloczyn skalarny dwoch wektoréw a i b oznaczany symbolem
a- b, jest zdefiniowany nastgpujaco:

a-b = abcosyp 2-11)

gdzie a jest wartoscia bezwgledna wektora a, b — wartoscia bezwzgledna b, a cosp —
cosinusem mniejszego kata ¢ zawartego migdzy tymi dwoma wektorami* (patrz rys. 2-11).

Rys. 2-11. Iloczyn skalarny a-b (= abcosg) jest iloczynem
wartosci bezwzglednej ktoregokolwiek z wektorow (powiedz-
my a) i rzutu drugiego wektora na kierunek pierwszego (po-
wiedzmy bcosg)

Poniewaz a i b sa skalarami, a cosp — zwykla liczba, wigc iloczyn skalarny dwdch
wektorow jest skalarem. Iloczyn ten mozna traktowaé jako iloczyn wartosci bezwzglednej
jednego wektora i skladowej drugiego wektora wzdhuz kierunku pierwszego. Przypominamy,
2e symbolem mnoZenia skalarnego jest kropka.

Iloczyn a-b moglibySmy zdefiniowa¢ w jakikolwiek inny sposob, przyjmujac np.,
7e jest on réwny a'/3 b'/3 tg(¢/2), ale taka definicja nie mialaby Zzadnego zastosowania
w fizyce. Przy naszej definicji iloczynu skalarnego wiele waznych wielkosci fizycznych da
si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu skalarnego dwoch wektoréw. Jako przyklady mozna
poda¢: prace mechaniczng, grawitacyjna energi¢ potencjalna, potencjat elektryczny,
moc elektryczng oraz gesto$é energii elektromagnetycznej. Omawiajac w dalszych pa-
ragrafach te wielko$ci pokazemy, w jaki spos6b mozna je przedstawi¢ za pomoca iloczynu
skalarnego wektorow.

Hloczyn wektorowy dwoch wektoréw, oznaczany symbolem a xb, jest nowym wektorem
¢, przy czym ¢ = a xXb. Wartos¢ bezwzgledna wektora c jest okreslona réwnaniem

¢ = absing, (2-12)

gdzie @ jest mniejszym katem zawartym miedzy wektorami a i b.

Kierunek wektora ¢ bedacego iloczynem wektorowym wektoréw a i b jest z definicji
prostopadly do plaszczyzny utworzonej przez te dwa wektory. Aby okresli¢ dodatni kie-
runek wektora ¢ (jego zwrot), musimy odwota¢ si¢ do rys. 2-12. Wyobrazmy sobie, Ze §ruba
prawoskretna, ktdrej o jest prostopadia do plaszczyzny utworzonej przez wektory a i b,
obraca si¢ od wektora a do wektora b o kat ¢ rowny katowi zawartemu migdzy tymi wekto-
rami. Kierunek poruszania si¢ $ruby okresla dodatni kierunek iloczynu wektorowego
axb (rys. 2-12a). Inny wygodny sposdb okreslenia kierunku iloczynu wektorowego jest
nastepujacy. Wyobrazmy sobie o§ prostopadla do plaszczyzny utworzonej przez wektory
a i b, i przechodzaca przez ich wspdlny poczatek. Nastgpnie owiimy palce prawej reki
wokot tej osi i pchnijmy czubkami palcéw wektor a w strong wektora b, poprzez mniejszy

* Migdzy para wektordw istnieja zawsze dwa katy, zaleznie od wyboru kierunku obrotu. Przy mno-
zeniu wektorowym interesuje nas zawsze mniejszy z tych dwu katéw. W rownaniu (2-11) nie ma to znaczenia,

poniewaz cos(2r—¢@) = cosg. Ale w réwnaniu (2-12) ma znaczenie, poniewaz sinQr—¢) = —sing.
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Ac:axb

b)

C) ve'=bxa

Rys. 2-12. Iloczyn wektorowy. (a) W iloczynie ¢ = a x b kierunek wektora c jest taki, jak kierunek ruchu
$ruby prawoskretnej obracanej od a do b po mniejszym tuku. (b) Kierunek wektora ¢ mozna rowniez ok-
reslié na podstawie reguly prawej reki: Jesli palce prawej reki zwiniemy w ten sposob, zeby kierunek ich
ruchu byl zgodny z kierunkiem obrotu a w strong wektora b, wyprostowany prawy kciuk wskaze kierunek
wektora ¢. (c) Iloczyn wektorowy zmienia znak, je§li zmieniamy kolejno$¢ czynnikow: axb = —bxa.
(Zastosowa¢ regule prawej reki lub regule prawoskretnej sruby, aby pokazaé, ze ¢ oraz ¢’ maja przeci-
wne kierunki)

kat migdzy tymi wektorami, trzymajac kciuk wyprostowany; kierunek kciuka wskaze
wowczas kierunek iloczynu wektorowego a xb (rys. 2-12b)*.

* Postgpowanie przedstawione na rys. 2-12 jest postgpowaniem umownym. Istnieja dwa kierunki
prostopadte do plaszczyzny utworzonej przez dwa wektory, takie jak a i b. Wybieramy konwencje prawej
reki lub $ruby prawoskretnej; wybranie reki lewej lub éruby lewoskretnej prowadzitoby do zmiany kierunku
iloczynu wektorowego a x b.
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Zauwazmy, e iloczyn b x a nie jest tym samym wektorem, co iloczyn a xb; oznacza to,
e w iloczynie wektorowym wazny jest porzadek czynnikéw. Zupelnie inaczej jest w przy-
padku skalaréw, poniewaz w algebrze i w arytmetyce kolejno$¢ czynnik6w nie wplywa na
ostateczny wynik. W przypadku iloczynu wektorowego axb = —bxa (rys. 2-12c).
Mozna to wywnioskowa¢ z faktu, ze warto$¢ absing réwna jest wartosci basing, nato-
miast kierunek a xb jest przeciwny do kierunku b xa; wynika to stad, ze $ruba prawo-
skretna porusza si¢ w jednym kierunku, gdy obracamy ja od a do b poprzez kat @, 1 w kie-
runku przeciwnym, gdy obraca si¢ ona od b do a poprzez ten sam kat ¢. Taki sam wynik
otrzymaliby$my stosujac regul¢ prawej reki.

Jezeli @ = 90°, wektory a, b i ¢ (c = axb) tworza nawzajem ze soba katy proste
i wskazuja kierunki osi tréjwymiarowego, prawoskretnego vkiadu wspétrzgdnych.

Podana wyzej definicja iloczynu wektorowego zostala wybrana dlatego, Ze okazala
si¢ bardzo uzyteczna w fizyce. Czgsto spotykamy wielkosci fizyczne bedace wektorami,
ktérych iloczyn wektorowy zdefiniowany w powy2szy sposob jest wielkoscia wektorowa
majaca wazne znaczenie fizyczne. Przykladami wielkosci fizycznych bedacych iloczynami
wektorowymi s3: moment sity, moment pedu, sila dzialajaca na tadunek poruszajacy sie
w polu magnetycznym oraz strumiefi energii elektromagnetycznej. Omawiajac dalej te
wielkosci zwré6émy uwage na ich zwiazek z iloczynem wektorowym dwéch wektordw.

Iloczyn skalarny jest najprostszym iloczynem dwoéch wektoréw. Kolejnosé mnozenia
nie wplywa na warto$¢ tego iloczynu. Iloczyn wektorowy jest nastepnym z kolei prostym
przypadkiem. Tutaj kolejno$¢ mnozenia wplywa jedynie na znak iloczynu, co oznacza
odwrdcenie kierunku. Znane sa réwniez inne iloczyny wektoréw, réwnie pozyteczne,
ale bardziej skomplikowane. Mozna na przyklad utworzy¢ tensor, mnozac kolejno kazda
z trzech sktadowych jednego wektora przez trzy sktadowe drugiego wektora. Taki tensor
(drugiego rzgdu) utworzony jest wigc z dziewigciu liczb, wektor z trzech liczb, a skalar
tylko z jednej liczby. Przyktadami wielkosci fizycznych, ktére mozna przedstawié¢ za pomoca
tensora, s napreZenia mechaniczne i elektryczne, momenty bezwladnosci i odksztalcenia.
Znane s3 jeszcze bardziej skomplikowane wielkosci fizyczne. W tym podreczniku jednakze
bedziemy mieli do czynienia jedynie z wektorami i skalarami.

Przyklad 4.

Pewien wektor a lezy w plaszczyznie xy pod katem 250° od dodatniej osi x liczac w kierunku przeciw-
nym do ruchu wskazéwek zegara. Jego warto$¢ bezwzgledna wynosi 7,4 jednostek. Wektor b ma warto$é
bezwzgledna rowna 5,0 jednostek i jest skierowany rownolegle do osi z. Obliczy¢ (a) iloczyn skalarny a- b
oraz (b) iloczyn wektorowy a xb.

X

Rys. 2-13. Przyklad 4
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(a) Poniewaz a i b sa prostopadte do siebie, kat ¢ migdzy nimi wynosi 90°, zatem cosp = cos 90° = 0.
Stad iloczyn skalarny (z rownania (2-11)
a-b = abcosp = abcos90° = (7,4)(5,0)0 = 0.
Jest to zgodne z faktem, ze wektor a nie ma skltadowej w kierunku wektora b i odwrotnie.
(b) Wartosé bezwzgledna iloczynu wektorowego z réwn. 2-12
laxb| = absing = (7,4) (5,0)sin90° = 37.
Kierunek wektora powstalego z iloczynu wektorowego jest prostopadly do plaszczyzny utworzonej przez

aib. Zatem, jak na rys. 2-13, lezy on w plaszczyznie xy (prostopadle do b) pod katem 250°—90° = 160°
od osi +x (prostopadle do a) liczac zgodnie z reguly prawej reki.

2-5. Wektory a prawa fizyki

Okazuje si¢, ze wektory znajduja bardzo wicle zastosowan w fizyce. Sprobujmy nieco
glebiej zastanowié si¢ nad tym, dlaczego tak jest.

Przypusémy, ze w pewnym ukladzie wspéirzednych xyz mamy trzy wektory a, bir
o sktadowych réwnych ay, a,, a;, bs, by, b, oraz r,, r,, r,. Zalézmy nastepnie, Ze te trzy
wektory sa ze soba zwiazane w nast¢pujacy sposob:

r = a+b, (2-13)
co oznacza — na podstawie prostego uogdlnienia réwnan (2-10) — ze
ry =a,+b,, r,=a,+b,, r,=a,+b,. (2-19)

Rozwazmy teraz inny uklad wspéirzednych x'y’z’ majacy nastgpujace wlasciwosci:
(1) jego poczatek nie pokrywa si¢ z poczatkiem pierwszego ukladu, czyli ukiadu xyz,
(2) zadna z jego trzech osi nie jest réwnolegla do odpowiedniej osi ukladu pierwszego.
Innymi stowy, drugi uklad wspolrzgdnych jest zaréwno przesuniety, jak i obrécony wzgle-
dem ukladu pierwszego.

Wszystkie skladowe wektoréw a, b i r w nowym ukladzie powinny by¢ w zasadzie
inne niz w pierwotnym; moZemy je oznaczy¢ odpowiednio jako ay., ay., a.., by, by, b,
oraz ry., ry., r,.. Te nowe skladowe powinny by¢ jednakze (patrz zadanie 39) zwigzane
ze sobg w nastgpujacy sposob:

ry =da,+by; r,.=a,+by,; r,=a.+b,. (2-15)
Stwierdzamy wiec, ze w nowym ukladzie [patrz réwnanie (2-13)]
r=a+b.

Méwiac formalnie: zwigzki miedzy wektorami, ktérych przykladem jest rownanie
(2-13), sq niezmienne wzgledem przesunieé¢ (tramslacji) i obrotéw ukladu wspdlrzednych.
Z drugiej strony jest faktem stwierdzonym doswiadczalnie, ze dos§wiadczenia, na ktérych
opicraja si¢ prawa fizyki, a wigc i same prawa fizyki réwniez nie zmieniaja si¢ podczas
obrotéw i przesuni¢¢ ukladu wspotrzednych. Notacja wektorowa jest wigc idealnym
jezykiem do wyrazania praw fizyki. JeZeli jakie§ prawo mozemy przedstawi¢ w postaci
wektorowej, dzigki oméwionym $cisle geometrycznym wlasciwosciom wektoréw, zapew-
niona jest niezmienniczo$é tego prawa wzgledem obrotéw i przesunigé ukladu wspél-
rzgdnych.
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Az do roku okoto 1956 sadzono, ze wszystkie prawa fizyki sa ponadto niezmiennicze wzgl¢dem innego
rodzaju transformacji wspoirzednych, mianowicie zmiany prawoskretnego uktadu wspétrzednych na uklad
lewoskretny (patrz rys. 2-14). W roku 1956 jednakze przeanalizowano dokladnie pewne do$wiadczenie
dotyczace rozpadu niektorych czastek elementarnych i okazalo sig, ze wyniki zaleza od skretnosci ukiadu
wspolrzednych, w ktorym je przedstawiono. Innymi slowy, okazalo sig, ze doswiadczenie i jego odbicie
w lustrze moga dawaé rozne wyniki*! Ten zadziwiajacy fakt zmusit fizykéw do ponownego rozwazenia
zagadnienia symetrii praw fizycznych; stanowi ono jedno z najciekawszych zagadnien fizyki.

M

’ Rys. 2-14. Na rysunku (a) przedstawiono lewoskretny, a na rysunku
l N (b) prawoskretny uklad wspoOlrzednych. Zauwazmy, ze uklady te s3
| b) zwigzane ze soba w ten sposob, ze kazdy z nich mozna uwazac za obraz
‘ drugiego otrzymany w zwierciadle MM. Skretnosci ukiadu nie mozna
zmienié za pomoca obrotow tego ukladu. Zwracamy uwage, Ze W przy-
padku (b) ixj =k, podczas gdy w przypadku (a) ixj = —k

Pytania

1. Trzej astronauci opuscili Przyladek Canaveral i polecieli na Ksiezyc. Po powrocie wyladowali na
Pacyfiku. Admirat pozegnat si¢ z nimi na Przyladku, a nastepnie poplynat lotniskowcem, aby ich zabra¢
z Pacyfiku. Biorac pod uwage powyzsze podroze, kto dokonal wickszego przemieszczenia: astronauci czy
Admiral?

2. Czy wypadkowa dwoch wektoréw o réznych dtugosciach moze by¢ réwna zeru? A wypad-
kowa trzech wektorow?

3. Czy dlugo$¢ wektora moze by¢ rowna zeru, jezeli jedna z jego sktadowych jest rozna od zera?

4. Czy ma sens nazywanie wektorem wielkosci, ktorej diugos¢ jest rowna zeru?

5. Jezeli suma trzech wektorow wynosi 0, musza leze¢ w tej samej plaszczyZnie. Uzasadnij to.

6. Czy wektor jednostkowy ma jednostki?

7. Wymieni¢ kilka wielkosci skalarnych. Czy warto$¢ dowolnej wielkosci skalarnej zalezy od wybra-
nego ukladu wspéirzednych.

8. Zdarzenia mozemy porzadkowaé w czasie. Na przyklad zdarzenie b poprzedza zdarzenie c i naste-
puje po zdarzeniu a; okresla to kolejnos¢ zdarzeti a, b i c. Wprowadzili§my w ten spos6b pojecie przesz-
loéci, terazniejszosci i przysztosci. Czy wobec tego czas jest wektorem? Jesli nie, to dlaczego?

9. Czy prawa przemiennosci i lacznosci stosuja si¢ do odejmowania wektoréw?

10. Czy iloczyn skalarny moze by¢ wielkoscia ujemna?

11. (a) Jesli a- b = 0, to czy wynika stad, ze a i b sa do siebie prostopadie? (b) JeSlia*b =a-¢c,
to czy wynika stad, ze koniecznie b réowna si¢ €?

12. Jesliaxb = 0, to czy a musi byé rownoleglte do b? A odwrotnie?

13. (a) Wykazaé, ze jesli wszystkie sktadowe wektora maja kierunki przeciwne, to wektor ma réwniez
kierunek przeciwny. (b) Wykaza¢, ze jesli skladowe iloczynu wektorowego sa przeciwne, to iloczyn wek-
torowy sie nie zmienia. (c) Czy zatem iloczyn wektorowy jest wektorem?

14. Dotad omoéwione zostalo dodawanie, odejmowanie i mnozenie wektoréw. Dlaczego nie rozwa-
7ano dzielenia wektorow? Czy mozliwe jest zdefiniowanie takiej operacji?

* W roku 1957 C. N. Yang i T. D. Lee otrzymali nagrod¢ Nobla za to, ze przewidzieli teoretycznie

ten fakt. Patrz: Phillip Morrison, The Overthrow of Parity Scientific American, April 1957. Znajduje si¢
tam bardzo przejrzyste omoOwienie tej sprawy.
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15. Czy trzeba okresli¢ uklad wspolrzednych gdy: (a) dodaje si¢ dwa wektory? (b) tworzy sie ich ilo-
czyn skalarny? (c) tworzy si¢ ich iloczyn wektorowy? (d) znajduje si¢ ich skladowe?

16. W rachunku wektoréw uzywa si¢ reguty prawej reki. Jakie zmiany bylyby konieczne, gdyby za-
stosowaé w zamian zasade lewej reki?

Zadania

Paragraf 2-2

1. Rozwazmy dwa przemieszczenia, jedno o wartosci 3 m, a drugie o wartoéci 4 m. Jakie kierunki
powinny mie¢ odpowiednie wektory przemieszczenia, aby wielkos¢ przemieszczenia wypadkowego byla
réwna: (@) 7m, (b) 1 m, (c) 5 m.

Odp.: Przemieszczenia winny by¢: (a) rownolegte, (b) nierébwnolegle, (c) prostopadie.

2. Co mozna powiedzie¢ o dwoch wektorach a i b speliajacych zwiazki:

(@) a+b=c¢ oraz a+b=c;

(b) a+b = a—b;

(c)atb=¢ oraz a®+b% = c2

3. Dodano dwa wektory a i b. Pokaza¢, ze dlugos¢ wektora wypadkowego nie moze by¢ wigksza niz
a+b, ani mniejsza niz la—b| (pionowe kreski oznaczaja wartoé¢ bezwzgledna roznicy).

4. Samochéd przebyl odleglo¢ 50 km jadac na wschdd, nastgpnie 30 km jadac na potnoc i w koricu
25 km jadac w kierunku odchylonym o 30° od pétnocy ku wschodowi. Przedstawi¢ drogg przebyta przez
samocho6d za pomoca wektor6éw i znalez¢ wypadkowe przemieszczenie samochodu liczac od punktu startu.

5. Grajacy w golfa trzykrotnie uderzyt w pitke, zanim wpadta ona do dotka znajdujacego si¢ na traw-
niku. Po pierwszym uderzeniu pitka przesunela si¢ 0 12 m na péinoc, po drugim uderzeniu 0 6 m w kie-
runku potudniowo-wschodnim, a po trzecim uderzeniu 0 3 m w kierunku potudniowo-zachodnim. Jakie
musialoby by¢ przemieszczenie pitki, aby wpadla ona do dotka po pierwszym uderzeniu?

Odp.: 6 m, o kat 20,5° od kierunku poinocnego w kierunku wschodnim.

6. Wektor a ma wartos¢ 5 jednostek i jest skierowany na wschod. Wektor b jest skierowany w kie-
runku zachodnim, pod katem 45° do kierunku péinocy i ma wartosé 4 jednostek. Skonstruowaé wykresy
wektoréw by obliczy¢: (a) (a+b); (b) (b—a). Oszacuj wartosci i zwroty (a+b) i (b—a) ze swoich wykre-
sOw.

Paragraf 2-3

7. Znalez¢ sumg przemieszczef wektorowych c¢ i d, ktorych skladowe wzdhuz trzech wzajemnie prosto-
padlych kierunkéw wynosza w km:

=50, ¢ =0, c,=-20;, di=-30, d,=4,0, d,=6,0.

Odp.: r,=2km, r,=r, =4 km.

8. (a) Po opuszczeniu frontowych drzwi domu chlopiec przebyt odlegtos¢ 300 m idac na wschod
600 m idac na péinoc, a nastepnie wyjat z kieszeni monete 10 gr i zrzucit ja ze strome;j $ciany o wysokosci
150 m. Wybra¢ jaki§ uklad wspohrzednych i napisa¢ wyrazenie na przemieszczenie monety postugujac si¢
jednostkowymi wektorami osi. (b) Chiopiec wraca do tych samych drzwi idac z powrotem inng droga.
Jakie jest jego wypadkowe przemieszczenie na calej drodze?

9. Dane s3 dwa wektory: a = 4i —3j+k; b = —i+j+4k. Znalez (a) a+b; (b) a—b; (c) wektor ¢
taki, ze a—b+c¢ = 0.

Odp.: (a) 3i—2j+5k, (b) 5i—4j—3Kk, (c) przeciwnie niz w (b).

10. Pokéj ma wymiary 3,0 x 3,6 x 4,2 m. Mucha przelatuje z jednego rogu pokoju do rogu diametralnie
przeciwleglego. (a) Jaka jest wartos¢ jej przemieszczenia? (b) Czy diugosé przebytej przez nig drogi moze
byé krotsza niz ta odlegloé¢? Dluzsza niz ta odleglos¢? Rowna tej odleglosci? (c) Wybraé odpowiedni
uklad wspélrzednych i znalezé skladowe wektora przemieszczenia w tym ukladzie.

11. Dane s3 dwa wektory a = 4i—3j oraz b = 6i+8j. Znalezé dlugo$é i kierunek wektorow a, b,
a+b, b—a oraz a—b.

Odp.: Dlugosci wynosza odpowiednio: 5, 10, 11, 11 i 11. Katy, jakie tworza z dodatnia osia x wynosza:
323°, 53°, 27°, 80° i 260°,

12. Dwa wektory o dlugosciach a i b, ktoérych poczatki stykaja sie ze soba, tworza kat 6. Udowodnié,
znajdujac ich skladowe wzdluz dwu prostopadlych osi, ze dlugo$¢ wektora wypadkowego wynosi

r =y a®+b*+2abcosh.
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13. Uog6lni¢ analityczna metodg rozkladania wektoréw na skladowe i dodawanie wektoréw na przy-
padek trzech i wigkszej ilosci wektorow, w dwoch wymiarach.

14. Dwa wektory a i b o jednakowej dlugosci, réwnej powiedzmy 10 jednostkom, s3 zorientowane
tak, jak pokazano na rys. 2-15, a ich suma geometryczna wynosi r. Znalez¢ (a) skladowe x i y wektora r;
(b) dlugos¢é wektora r oraz (c) kat, jaki tworzy wektor r z osig x.

y

0 “  Rys. 2-15. Zadania 14 i 25

15. Czastka doznaje trzech nastepujacych kolejnych przemieszczeni na plaszczyznie: 4 m w kierunku
poludniowo-zachodnim, 5 m w kierunku wschodnim i 6 m w kierunku odchylonym o 60° od péinocy
ku wschodowi. Przyja¢, ze oS y jest skierowana na poéinoc, a o§ x na wschod i znalezé: (a) skladowe kazdego
przemieszczenia, (b) skladowe przemieszczenia wypadkowego, (c) warto$é i kierunek przemieszczenia
wypadkowego oraz (d) przemieszczenie, jakiego musialaby dozna¢ czastka, aby powréci¢ do punktu po-
czatkowego.

Odp.: (@) ax = —2,8m, ay, = —2,8 m,

by = +50m, b, =0,

cx=+30m, ¢, = +5,2 m;
b)di=+52m,dy= +2,4 m;
(¢) 5,7 m; pod katem 25° do kierunku wschodniego w kierunku p6inocnym;
(d) 5,7 m; pod katem 25° do kierunku zachodniego, w kierunku potudniowym.

16. Przyja¢ skal¢ 2 m = 1 cm i dodaé graficznie przemieszczenia z zadania 15. Okre$lié na podstawie
wykresu warto$¢ i kierunek przemieszczenia wypadkowego.

17. Pewna osoba leci samolotem z Waszyngtonu do Manili. (a) Opisa¢ wektor przemieszczenia.
(b) Jaka jest jego wartos¢, jesli szerokosci i dlugosci geograficzne obu tych miast wynosza odpowiednio:
39° szer. geogr. pin., 77° dlug. geogr. zach. i 15° szer. geogr. pin., 121° diug. geogr. wsch.?

Odp.: 11230 km.

18. Uogdlni¢ analityczna metode rozkladania wektoréw na skladowe i ich dodawanie na przypadek
Dprzestrzeni tréjwymiarowe;j.

19. Niech N bedzie liczba catkowita wigksza od jednoéci; wowczas

04052 +cosT 4 ... +oos(N—1)2F =0
COs S —— +COS—— oo cos(N—1)— =0,
ostreosTy N N

to znaczy
n=N-1 2mn
D sy =0
n=0
Podobnie
n=N-1
2nn
sinT =0.
n=0

Udowodni¢ te dwa twierdzenia, znajdujac sum¢ N wektoréw o jednostkowej dlugosci, tak rozmieszczo-
nych, ze kazdy wektor tworzy z wektorem poprzedzajacym go kat 2w /N.

40



Paragraf 2-4

20. Wektor d o diugosci 2,5 m skierowany jest prosto na potnoc. Jaka jest dlugosé i kierunek wekto-
ow: (a) —d (b) 4/2, (c) —2,5d i (d) 4,0d?

21. Wykaza¢, korzystajac z ukladu wspolrzednych, przedstawionego na rys. 2-6b, ze

ici=jj=k-k=1
oraz
i‘j=j-k=k-i=0.
22. Korzystajac z prawoskretnego ukladu wspotrzednych przedstawionego na rys. 2-6b wykazaé, ze
ixi=jxj=kxk=0
oraz
ixj=k, kxi=j, jxk=i.

23. Wykaza¢, ze dla dowolnego wektora a zachodzi: (a) a*a = a® oraz (b) axa=0.

24. W standardowym (prawoskretnym) ukladzie wspoirzednych dany jest wektor a w kierunku do-
datnim osi x, wektor b w kierunku dodatnim osi y oraz wielko$¢ skalarna d. (a) Jaki jest kierunek iloczynu
wektorowego a x b? (b) Jaki jest kierunek iloczynu wektorowego b x a? (c) Jaki jest kierunek wektora b/d?
(d) Jaka jest wartos¢ iloczynu a- b?

25. Dla dwoch wektorow z zadania 14 znalezé: (a) a - b oraz (b) a x b.

Odp.: (a) —26, (b) 97k.

26. Kierunek wektora a o dlugosci 10 jednostek i wektora b o dtugosci 6 jednostek roznia si¢ o 60°.
Znale#¢ (a) iloczyn skalarny tych dwoch wektorow i (b) ich iloczyn wektorowy.

21. Wykaza¢, ze powierzchnia trojkata zawartego miedzy wektoramia i b (patrz rys. 2-16) jest rowna
Ylaxbl, gdzie pionowe kreski oznaczaja warto$¢ bezwzgledna.

Y
b,
c € la
~ x
AN
\\ a
bsing N
[ AN Qa
K a z
Rys. 2-16. Zadania 27 i 28 Rys. 2-17. Zadanie 35

28. Wykaza¢, ze warto$¢ bezwzgledna iloczynu wektorowego dwoch wektorow réwna jest liczbowo
polu réwnolegloboku, ktérego bokami sg te dwa wektory (patrz rys. 2-16). Czy fakt ten sugeruje, w jaki
sposob mozna by za pomoca wektora przedstawi¢ element powierzchni zorientowany w przestrzeni?

29. Wykazaé, ze warto$¢ iloczynu a - (bx c) jest réwna liczbowo objetosci rownolegloscianu zbudo-
wanego na wektorach a, b i c.

30. Udowodni¢, ze dwa wektory musza mieé réwne dlugosci, jesli ich suma jest prostopadta do ich
réznicy.
3? Tloczyn skalarny w notacji wektoréw jednostkowych. Mamy dwa wektory przedstawione w postaci
a = ia,+ja,+ka,
oraz
b = ib,+jb,+kb,.
Wrykazaé analitycznie, ze

a'b= axbx‘*'ayby"‘azbz-
(Wskazéwka: patrz zadanie 21.)
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32. Korzystajac z definicji iloczynu skalarnegoa - b = abcos g orazzfaktu,zea* b = a;b.+a,b,+a,b,
(patrz zadanie 31), obliczy¢ warto$¢ kata zawartego migdzy dwoma wektorami a = 3i+3j—3k oraz
b = 2i+j+3k.

33. Iloczyn wektorowy w notacji wektoréw jednostkowych. Wykaza¢ analitycznie, ze

axb = i(a,b,—a:b,)+i(a:bx—a:b)+k(asb,—a,b;).

(Wskazoéwka: patrz zadanie 22.)

34, Dane sa trzy wektory: a = 3i+3j—2k; b = —i—4j+2k; ¢ = 2i+2j+k. Znalezé: (a) a- (bx c),
() a- (b+0¢), (c) ax(b+c).

35. Niech wektory b i ¢ beda dwiema przecinajacymi si¢ przekatnymi $cian szescianu o krawedzi a
(patrz rys. 2-17). (a) Znalez¢ skladowe wektora d, gdzie d = bx c. (b) ZnaleZ¢ wartosci iloczynéw b ¢,
d- c oraz d- b. (c) Znalezé kat miedzy przekatna e i przekatna b (patrz rys. 2-17).

Odp.: (@) de = d. = a* dy= —a* () b-c=a* d-c=d:b=0, (c) 35°

36. Przypusémy, ze a, b i ¢ sa trzema dowolnymi wektorami nie lezacymi w jednej plaszczyznie. Nie
musza one tworzyé ze soba katow prostych. (a) Wykaza¢, ze

a-(bxc)="b-(cxa)=c-(axh).
(b) Niech
bxc cxa axb
= C

= N = ) = N

v v v

gdziev = a- (b x c). Obliczy¢ wartos¢ iloczynu skalarnego kazdego z wektoré6w a, b i ¢ z kazdym z wek-
toréw A, B i C (c) Jakie sa wymiary wektorow A, B i C, jeéli a, b i ¢ maja wymiary diugosci?

37. Dwa wektory a i b maja w dowolnych jednostkach nast¢pujace skladowe a, = 3,2, a, = 1,6,
by = 0,5, b, = 4,5. (a) Znalez¢ kat miedzy a i b; znalez¢ skladowe wektora ¢, ktdry jest prostopadly do
a, lezy w plaszczyznie x i y i ma warto$¢ 5 jédnostek.

Odp.: (a) 57°, (b) ¢x = +2,2 jednostki, ¢, = +4,5 jednostki.

38. (a) Widzieliémy, ze do iloczynu wektorowego nie stosuje si¢ prawo przemiennosci, tzn. a x b nie
réwna sie b x a. Wykazagé, ze prawo to stosuje si¢ do iloczynu skalarnego, tzn. zea-b = b - a. (b) Wykaza¢,
ze prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania stosuje si¢ zaré6wno do iloczynu skalarnego, jak
i do wektorowego, tzn. wykazaé, ze

a-(b+c)=a-b+a-c, ax(b+c)=axb+axc.
(c) Czy prawo lacznosci stosuje si¢ do iloczynu wektorowego, tzn. czy ax (bx ¢) jest rowne (axb) x ¢?
Czy ma sens mowienie o prawie lacznosci dla iloczynu skalarnego?

Rys. 2-18. Zadanie 39

Paragraf 2-5

39. Niezmienniczos¢ dodawania wektoréw wzgledem obrotéw ukladu wspdlrzednych. Na rysunku 2-18
przedstawione s3 dwa wektory a i b oraz dwa uklady wspoélrzednych rozniace si¢ tym, ze osie x i x” oraz
¥ iy tworza ze soba kat ¢. Udowodni¢ analitycznie, Ze a+b ma zawsze taka sama warto$¢ i kierunek,
niezaleznie od tego, w ktorym ukladzie wykonujemy dodawanie.



